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AE 19 ШЖ ЯП 20 2020], HFRS Ree, V. 
Volterra, R. Gâteaux, P. Lévy 各 Fréchet 等 已 开始 了 无 穷 礁 分 析 
的 研究 (参看 Lévy 由 }， 然 而 其 中 最 党 有 成 果 的 研究 方向 ， 是 由 
N. Wiener 和 A. N. Kolmogorov 开始 的 ， 与 随机 过 程 理论 紧密 联 
系 的 无 穷 维 积分 理论 1923 年 ， 作 为 Brown 运动 的 数学 模型 ， 
Wiener[1] 首先 在 连续 函数 宝 间 上 构造 了 一 个 概率 测度 , EH Wiener 
WIFE. 此后， R. Cameron 和 W. Martiali, 2, 3! f] — # 90 3 4E dS 
AY Wiener 积分 的 许多 重要 性 质 ， 特 别 是 Gauss MER 3E 
FE. 1931 年 ， Kolmogorov[1] 导出 了 扩散 过 程 的 转移 概率 所 满足 
的 二 阶 抛物 型 仿 微 分 方程 ， 从 而 建立 了 随机 过 程 和 微分 方程 之 间 
的 联系 ， 40 fÈ, K. Ito (同时 还 有 II. Gikhman({1}) Ж T BEL 
WE PUR MACS ho BT, ВРВ. ОЛ ЛЕ. 通过 160 随机 微分 方程 ， 
人 和 们 可 以 真 接 构 造 扩 散 过 程 的 胃 道 ， 将 扩散 过 程 看 作 Brown 运动 
RY SLI РА, BB Wiener 江 溺 ,于 是 提供 了 用 概率 方法 来 解 微分 方 
程 等 一 系列 纯 分 析 向 题 的 下 能 性 .与 此 同时 ， К. Feynman 和 M. 
Кас 用 泛 困 积 分 方法 解 煞 学 物理 方程 的 著名 工作 以 及 量子 场 论 的 
发 展 给 了 无 穷 维 分 析 以 新 的 推动 力 . 

在 有 限 维 经 典 分 析 中 ， 经 典 的 函数 和 微分 概念 已 远 远 不 能 满 
ХРИ М ДЕТ Ж. 在 1936 fg, S.L. Sobolev[1] 从 数学 物理 
方程 的 求解 出 发 拓 广 了 函数 和 微分 的 和 概念， 引进 了 广义 函数 与 广 
MGW, BIT Sobolev 空间 理论 ， 和 年代， L. Schwartz 系统 
地 发 展 了 广义 函数 理论 ， 使 之 成 为 解决 数学 物理 问题 的 强 有 力 的 
LR. 物理 中 常用 的 Dirac é 本 数 等 获得 了 满意 的 数学 解释 ， 然而 
长 期 以 来 ， 物 理学 中 仍然 使 用 着 大 量 的 直观 概念 和 形式 演算 ， 对 
它们 建立 严格 的 数学 基础 并 由 此 推动 理论 物理 学 的 发 展 ， 是 对 数 
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学 物理 学 家 的 巨 坟 挑战 . 

EAA EDAK P, EEE [ЕКЕН Л. 由 于 常见 的 泛 哨 (fl 
如 扩散 过 程 作为 Wiener 1 0) 并 不 都 是 {在 Fréchet 音义 下 } 可 微 
的 , 因此 也 有 必要 拓 ) PE P Rp ER. 1976 年 P. Malliavinf]j 
创 并 了 随机 变 分 学 , 拓 广 了 微分 的 概念 , 使 常见 的 Wiener 13 ER n] ГА 
JE FR IX dr, 3EME RE E. AUE, Ornstein-Uhlenbeck 算 子 等 成 功 地 推 
广 到 了 无 穷 维 空间 . 在 此 基础 上 ，S. Watanabe[l], I. Shigekawa|1], 
D. W. Stroock[1], P. A. Meyer[1] 等 建立 了 无 穷 维 的 Sobolev Mit. 
Mailiavin Т fE ith AF. SURE EA fit. BELG 
荡 积 分 以 及 随机 系统 的 滤波 与 控制 等 方面 成 功 的 应 用 已 使 它 成 为 
当今 随机 分 析 领 域 中 最 昌 旦 的 成 果 之 一 . 

几乎 与 Malliavin 同时 ， Т. Hida FEIT AME OH. Ga 
是 Brown 运动 的 广义 导数 ， 其 样本 空间 是 Schwartz 的 广义 函数 
2х |8]. Hida 将 Wiener PMA FARA, Ee Er T 
7073 s Н Schwartz Mi. ARS ae Aa BRAK) PR, TE 
Feynman 积分 以 及 其 于 场 沦 中 的 成 功 应 用 已 越 来 越 引 起 物理 学 界 
的 重视 . | 

LX W ЖО Eo ih ESR, 都 是 建立 在 Gauss # R£ HEURE 
性 质 基础 之 上 .它们 可 以 统一 在 所 谓 Gauss БЕ ҖЕ 25 a BJ dE н. 
其 理论 基础 可 以 回潮 到 50 ER L E. Segalll, 2] 关于 Hilbert 48 
间 上 的 抽象 积分 理论 ，I M. Gelfand 的 装备 (Rigged) Hilbert 空 
JBL Fave 【参看 Gelfand & Vilenkin[1]) 和 60 Æ f£ L. Gross|1] £5 HH 
5* Wiener 空间 理论 . 自然 , 框架 的 选择 依赖 于 所 要 解决 的 实际 问 
ДЇ. 例如 Mailiavin 分 析 要 求 试验 泛 消 空间 足够 丰富 ， 以 使 常见 的 
Z РИ АЎ ЕЕ, 而 Hida ЯТ ЕГ ВДЕ ВЕ ГО ЖИ 
中 许多 直观 概念 和 形式 演算 ， 使 之 具有 闫 格 的 数学 意义 .它们 的 
关系 和 有 限 维 空间 的 Sobolev 理论 与 Schwartz PH jb ER Эу 48 1. 

我 们 号 这 本 书 的 月 的 ， 就 是 要 对 无 穷 维 随机 分 析 这 一 迅速 发 
展 痢 的 研究 领域 提供 一 本 入 门 的 读物 ,力求 做 到 简明 币 自 封 , 以 期 
使 具有 随机 分 析 基 础 知识 的 读者 、 能 较 快 掌握 无 穷 维 随机 分 析 的 
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FO K DAR rah, TL RR АҢА, 直入 这 一 领域 研 容 工作 的 前 
沿 ， 本 书 分 五 章 ， 第 -一 章 是 无 字 维 分 析 的 基础 庆 识 ， 人 包括 Hubert 
空间 中 的 线性 算 子 ， Fock 空间 ， 赋 可 列 范 空间 ， 核 空间 及 其 对 
个 空间 ， 拓 扑 线 性 空间 上 的 Borel 测度 等 内 容 ， 为 使 本 书 基 本 自 
封 和 方便 读者 查考 ， 我 们 将 一 般 启 部 凹 扫 扑 线 性 空间 的 医 本 概念 
fus SE ARE BR. 38 — EE VI ARBRE E 
Bh, (CR ROL ЇН. PAE Malliavin 随机 分 析 的 基本 理论 ， 
包括 Gauss BEAR [Uu] Б off BU ЛЕ 2 A ИА, Ornstein- 
Uhlenbeck 448%, Meyer 不 等 式 和 Sobolev 空间 理论 以 及 江阴 分 
布 密度 的 存在 性 和 光滑 性 等 ， 所 有 结果 的 证 明 都 力求 做 到 简明 而 
BARAK. 第 三 音 是 Malliavin 随机 分 析 的 苦于 重要 应 用 . ЖШ 
讨论 了 nó 随机 微分 方程 的 解 的 分 布 密 麻 ， 即 相应 的 二 阶 抛物 型 
方程 基本 解 的 正则 性 ， 用 概率 方法 证 明了 Hórmander 基于 微分 算 
TRAE А ХЕ ЕВ, 讨论 了 抽象 Wiener 空间 上 的 位 势 理 沦 和 
拟 攻 然 分 析 以 受 非 适应 随机 分 析 等 ， 第 四 章 是 白 噪声 分 析 的 一 般 
理论 ， 内 容 包 括 建 立 白 噪声 分 析 的 一 般 概 架 ， 泛 函 空 间 的 刻画 ， 
2 BE AY FEAR AD Wick ALI ЖРТ УЙУ ARI, УЕ ТЫЯР Н: 
Feynman #945. P(%)> 场 及 Brown 运动 自 变 局 部 时 等 方面 的 应 
Al. s Bat e] X YZ PK ze lB] rH Bar BR (包括 广义 汉 随 的 分 析 
运算 } 及 其 在 量子 物理 中 的 应 用 . 出 于 篇 由 所 限 ， 末 涉及 算 子 理论 
在 无 穷 维 调和 分 析 中 的 应 用 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 N. Obata[2]. 

ARRE 81,84 和 第 四 、 第 五 章 由 严 加 安 执笔 ， 第 一 章 52, 
83. 第 一 、 第 三 章 和 附录 由 黄 志 远 执笔 ， 任 佳 刚 教授 、 骆 有 顺 龙 博 七 
分 别 为 第 三 章 82 和 第 五 章 $4 提供 了 部 分 材料 并 提出 了 许多 宝贵 
意见 ， 我 们 向 他 们 表示 谢意 ， 本 书 的 写作 和 出 版 和 分别 得 到 了 国家 
日 然 科 学 基金 会 的 资助 (项 目 编号 19131040) 及 中 国 科学 院 科学 出 
WR eA EB, ЖЕШ ea RM. 
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第 一 章 无 穷 维 分 析 的 基础 知识 


81. Hilbert 空间 中 的 线性 算 子 


SK BRR ARB Т H K RE Жл К 上 的 
Hilbert 空间 ， 不同 Hilbert 空间 中 的 内 积 和 范 数 统一 用 (9 Ж 
[p Ж ж. RNA BAR (moy) 关于 z RE, KTF y Jo Sk hk. 
如 不 特别 指明 数 域 Re sk C, 所 有 结果 同时 适用 于 两 种 情形 ， 


11 基本 概念 ， 记 号 及 若干 引 娃 


我 们 用 Н, K) 及 £(H, K) пял Н Il 中 的 线性 算 子 
RAARIER PEA, RH] LO) 及 C(H) 分 别 简 记 LH, H) 及 
Е(Н.Н). Жж Ае L(H, К), RAN D(A) 表示 其 定义 域 , ER: H Pi 
线性 子 空间 .今后 对 A c CIH К) EBRE D(A) É H «FE, Mun 
可 进 -一 步 假 定 D(A) = Н. 对 无 界线 性 算 子 А, 它 的 定义 域 PA) 
必须 连同 算 于 一 同 给 定 . W A 8 L(H. K), 5 

ACA) = {= € (A): Az=0), (А) = Ат: z€ (AY, 


分 别称 ЛОД) RCA) 为 A FJ BRO Fa) 及 fio SS VA) 
在 Н Ф, ШЕ A 是 稠 定 的 . # ЛА) = {0}, ШЖ A 是 可 递 
的 . ep HII ET A, ЕЎ А B) AT! ШЕ. DAT) = RA): # 
Ar = у, MS A lu = x. 

WRTA H x КОЖ АП FB (,-) 成 为 一 Hilbert 空间 : 


(12, у}. {z,w}) = (z,z)+{y,w), zzcH,y,wekK. 
( Bi Hilbert 空间 直 和 H G K.) W À іН, K), > 


G(A) —f(z, Ax) : жє DA, (1.1) 
WIA) ={{Az,z} : x € D(A)), (1.2) 


MEGLA BWA) 49x HOK ЕКОН 的 线性 子 空 间 ， 我 们 分 
别称 它 人 为 4 的 图 象 和 RAR. AA ae, W WA) = G(A 1). 

Ay, Ao EL(H,K), 若 8G(41) C Gl Ao), El D(A) c Dla) Я 
限制 在 DCA) E A: 与 Ау —3€, ШЕК Ao Ж A BU Ш.А, 是 
Аз {Е DHAJ 上 的 限制; 记 为 A, C А» 或 As D A. 

WAC OAK). WEGA НОК HAF = |a] (B) WA) 
E K eH 的 财 子 空间 ), 则 称 4 为 BIACT BH ОША) £P H OK 中 
HBE ССА) REPRESS А 的 图 象 ， 则 称 4 是 可 闭 的 , 并 称 
AR AI ШЫ. 显然 ，4 是 可 闭 的 当 且 仪 当 {0,у} c (A) ZA 
y = 0, S ABIT, Н DA = H, ШИШ ШЕП 4 是 有 
FAT. WMR THEE EA HATE 

H A € L(H, K) 为 稠 定 的 ， + 





D(A") = iy € K ide, > 0, fff vr € D(A), |( Az, yi] < cyllell}, 


则 由 Riesz 表现 定理 ，W € D(A"), FEH 中 唯一 元 素 , 记 为 A"y, 
使 得 
(х, A*y) =(Az,y) Vz € D(A). (1.3) 
显然 有 A c L(K,H), 我 们 称 ATH 4 的 HRM. # A.B e 
DUH, K) AGEN, B AC B, M| Bt c A", 
АЕК Н). UR A Я ЕН Ac A", 即 


(Аг, з) = (х=, Ay) Yr,y E D(A), 
则 称 A Ж 对 称 的 ; 若 进一步 有 A = 4*, 则 称 4 是 E Hen 
5328 1.1 H Ac LH) XUBEE ST, B (Ах, т) 20, Ve e D(A). 
(1) HASSE, M| A 为 零 算 子 (Вр Az = 0,Vz € D( A)); 


NEL E, H A 为 对 称 算 子 ， 则 4 为 零 算 子 . 
BH (1) ÉE z,y € DCA), W 


(Az,y) + (Ay, z) = (Alx +y), £ +y) — (Av, a) — (Ay, y) = 0. (1.4) 


“2. 


ft bt id ise i(— /-1) ЗЕН] iy (CER B 
(Az, y) — (Ay, x) = 0. (1.5) 


Fw (1.4) Ж (1.5) {6 (Az, y) = 0, Vy € (А). НҒ D(A) Е H 
rap, G BH Ах = 0. 
(2) di (1.4) Ж А 的 对 称 性 推 得 . І 
设 A e L(A, K), RAN All Rae А 的 范 数 , ВП 


ҢАҢ = sup(liAz]] : Па = 1]. 


OCR—3HBBAA THRE RSS RH BRIAR. 
SB 1.2 设 和 4E CIH) AEST, i 


АЙ = зар (Аг, х). (1.6) 


WEBB 我 们 有 
(Ах, у) + (y, Az) = (Ax, y) + (Ay, 2) 
= SKA +y), e+ 9) - (AG gr ~) 
в 
(42,9) + As) S S Ie al? + |z ~ wl) sup (Az, 
= (На? + |?) зир, (Az, z)]. (1.7) 
一 等 式 是 由 于 平行 四 边 形 定律 .为 证 (1.6), 不 妨 设 4 是 非 零 


"y id a = SuPi|zl]=1 (Ar, sH, 则 由 引 理 1.1 Xl a > 0. # (1.7) 中 
S у= a" Az, 则 得 


2a Аа]? < (ile? + a || Az||2)a, 





BNA Ar|? < «?j]z]?, 从 而 |All < e. BAR MRSA, E 
(1.6) HE. ü 
W Ae L(H,K), Be L(K, E). BY АШ RR EXWP: 
D(BA) = {z € D(A): Az € D(B)), (1.8) 
(BA)z = B(Az), = € D(BA). (1.9) 


于 是 BA £ L(H, E). 
引 理 1.3 iÉ AS L(H.K), B € L(K, E). WẸ A.B E BAR 


ARES), M 

АВ“ C (BA). (1.10) 
P3t—i1b B 是 有 界 算 子 ， 则 | 

A'B* = (ВАУ. (1.11) 


GEAR (1-10) APRA UP dE S r T E S H А Peg uE. 为 证 (1.11), 
内 需 证 (BA) C A*B'. W B c £(K,E), 由 于 P(A) = T(BA), 
D(B*) = E, WO fE— v € D((BA)*), 有 


(Az, B'y) = ((BA)e,y) = (z, (BA)*y), Vz € D(A). 


这 表明 Bty є DAHAT y € D(A*B*)) Hr A*B*y = (ВА), 
于 是 (ВА) c A* B*. (1.11) 得 证 . ' 

ИМАН ИГРА], Mt AM # H BIET. 
ШУ z € H, x 有 如 下 肉 一 分 解 ， 


Z = # + z, 


其 中 ye М, € M+. 我 们 用 Pe Xs y, Ж Рг Арт 9) М БА #8 
E 显然 了 为 石上 的 有 界 对 称 线性 算 子 , Н RFH, ВР? = P. 
RN Re SMA ARMREST А REAT. 

下 一 引 理 给 出 了 投影 算 子 的 一 个 刻画 . 

引 理 1.4 ix P c LH) WARS R(P) = МР) B. 
P? = P i Р ARBAT. 





证 阴 3ER(P)-N(PY,H Р? = P. W Vz, € H, = — Рх е 
A(P), y — Py CNP), RA 


(Px, y) = (Ре, Py + (y — Py)) = (Pa, Py) 
= {Pr + {æ — Pr), Py) = (x, Py). 


这 表明 P 是 对 称 的 ， 从 而 依 定义 P ERPAT. m2, W P PE 
RBA, WH 


ceN(P) =+ vy € H, (x, Py) = (Pz,u) = 0 
«= y. RIP), 


即 有 NIP) = R(P)-. 又 由 Р? = РЖ RO) = М-Р), 从 而 
R(P) 为 的 闭 子 空间 .因此 有 CR(P)SR(PHÓ — (P). a 
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定理 1.5 ЖАЄ ИН, К) AME, W| 

(1) A* AMA, H СА") = W(—A)*; 

(2) Æ А 为 团 的 ， 则 A" Ws, H A** = A; 

(3) 34H [X23 A" Же A 可 闭 ， 这 时 A** 为 A 的 闭 包 . 
证 明 (1) Hye K, z € H, WA 


{yz} € G(A*) <= y € D(A*), z = A*y 
«= (z,z) = (у, Az), Vz € D(A) 
==» ({y,2},{ Ax, x}) = 0, Уш € D(A). 


这 表明 G(A*) = W(-A)+. 特别 GUA HK OH MALS, El 
A* AMAT. 
(2) HT AAMET, dE G(—A) R Ho K 的 闭 子 空间 ， 从 
而 W(—A) R. K S H WAFS. HH (1) КЕН Gm F IE 2 А 
S. 
КӨН = W(- A) @ g( A*). (1.12) 


. 5 - 


My z € K, H z 1 P(A‘), BJ (2.0) 1 8(4")， 故 由 (1.12) Ж 
{2,0} € WC—A), А z = —40 = 0. HAR D(A") dE K BRA. 对 
A* R —A MAY (1.12) 得 


H ФК =W{-A*) egla"), (1.13) 
КӨН = УА) e G(—A"). (1.14) 


[B (1.14) Sr Не K 的 如 下 正 交 分 解 : 
HgoK-gí(A) e W(—A'*). (1.15) 


比较 (113) 及 (1.15) 得 G(A) = g(A7), Б A = A**. 

(3) HE AW, АЖА ИЕЫ, WADA ERSTEN 
知 4* > A*. 特别 D(A*) о D(A"), 故 由 (2) 知 4* 是 稠 定 的 .对 
—A 应 用 (1) 得 


— 


'" KeH=W(A)eg(—A'). (1.16) 
上 式 等 价 于 


—та а 


H K-—g(A) o W(—A"). (1.17) 

比较 (1.13) 及 (1.17) 5l GCA) = G(A'"), BD At 为 A ВА. 

FZ, RA ME, GIADA. 由 于 A WRF, (1.3) 
仍 成 立 ， 另 一 方面 恒 有 (1.17), HH ССА) = G(A™), 这 表明 4 是 
af pig. І 

定理 1.6 设 ACL(H) 且 对 称 ， 则 有 下 述 结论 ， 

(1) 4 可 闭 ，A** AG, ATO 

(2) Æ D(A) = H, W A WAR Ae T, 

(з) # A ВЭ ADM, WRIA 在 Н PRAE А-1 BLESS 

(4) Ж R(A) dk H PRR, M| A 可 道 ; 

(5) Ж R(A) = H, W| АҢ Н A^! HAR АЗ. 

WEBB (i) 由 于 A" 5 A, ЖА" ХЕ, АЙЕ ЕЙ 1.5(3) 4n А 
"pH B. A" 为 A ЮИ. Ж, ТАСА", dE AU C AU, 
从 而 4** ЖЖ. 


T. 


(2) 由 于 AC A', H D(A) = Н, A— А", BPA BH. 1 
xj 4 是 闭 的 . RHA ЛЕЛЕ AR AAAS. 

(3) Er y € H, y L RA), Ш Vz € D(A), (Az) = 0. 页 
y € D(A') = D(A). TH Yz € D(A), (а, Ау) = [Az,u) = 0. RE 
НД Ay = 0. 由 于 假定 А пй, BA y 0. 这 样 我 们 证 明了 R(A) 
Н Bf. 往 证 AC BAK. ШОР A= As, 故 由 (1.12) 知 


G((A71)*) = W(-A?)" = g(-AY = WIA), 


BEA WA) = GCA 1), i GATY) = 9(A7 ) BI (A71) = А71. 
(4) HE y € D(A) Н Ay = 0, Ш Vz € D(A), (Ar, y) = (т, Ay) 
= 0, уг RCA) MEE RCA) dk H PH, MOR y = 0. 这 表 
9 N(A) = {0}, BY A 可 道 . 
(5) Аж, m (pA а, Hif DA!) = RA) =H. 
B z, € H, Ш] | 


(A Ir, y} = (А712, ALA 1 y)) = (z, A^ y). 


这 表明 AC! xin. 于 是 由 (21 ROG) Шоп ACIDO BISA A B 
Au. | ' 

下 一 重要 定理 属于 von Neumann. 

定理 1.7 E A € L(H, K) 为 笛 定 的 团 算 子 ， 则 44 为 五 中 
MARAT. Н б = ((z,Ag): v € DAA 在 904) ФЯ. 
h AAEE K h) eas. 

WEAR iZ z € H. Н (1.12) Ж, 在 在 u € DTA), u € D(A*) 使 得 


{0,2} = {Au u} 4 {v Ар. 
BUE v = Au, 从 而 
z= ut A*u = (I H A Alu. 


4 S= I+ AtA, 9 5-1 xpER, H Sl) <1, ke 5-1 Aska, 
于 是 由 证 理 16(3) 915 BH. AS AA BACH. 


为 证 Go # G(A) ФН, НЕШ. Va < P(A), E (z, Az) 5 Oo E 
Zé, Whe = 0. 此 正 交 性 蕴含 (x,y) + (Az, Ay) = (m, y + A* Ay) = 0, 
Vy € D(A* A). 但 是 (I + A* A) = H, Ж > = 0. 

最 后 , 由 定理 i.5 知 A* МАКАН ЕЯ, Н A = 
A. 对 4 应 用 已 证 结果 即 知 АА" ДК ФА. 

i 4 € L(H) ARAN. 如果 A 的 闭 包 (A A**) Estes 
子 ， 则 称 A AHAB + B). 

FERATE E ЖЯ rm —T S mi. 

定理 1.8 W A€ L(H) AUR. 为 要 АЖЕ НЕП, D 
AH ILES A" E3ESE (BB A* XJ ER). 

证 明 若 A* А9, ДА" = А**, JA At = A"" BJ 4** B 
Жї. 反之， 设 AU НЕШ, WY A = At 但 由 于 At BE 
算 子 ， 根 据 定 理 1.5(2), RIA AU" = А*, 从 而 最 终 有 At = A", 
Bj A* FL HH. E 

& À e€ L(A) 对 称 ， 如 果 存 在 实数 cde 


(Ат, 2) > ella’, "z £ D(A), 


则 记 为 A >с} AR PARA. ШЕ c 可 取 为 0( 正 数 ), 则 称 
A dé TERY {有 正 下 界 的 ). 

下 一 定理 给 出 了 下 半 有 界 对 称 算 子 为 自 共 辊 算 子 或 本 性 自 共 
钝 算 子 的 一 个 有 用 的 刻画 ， 

定理 1.9 RAC L(H) 为 一 下 半 有 界 的 对 称 算 子 ， 4 > c, 
e >0. $ B= (e —e)I + A, D(B) = P(A), W 

(1) A ABH, 4 B pO R(B) = H; 


(2) АЖ НЗ, SAIC RIB) de H PRB 9. 
N(B*) = (0)). 


HERH (1) 设 A А, ШВА А api. bee eRe 16(3) 
An (B) Æ H B3. Vz e Н, dy, € DA), 使 得 Ila 一 Ву. || — 9, 
п — oo. & z, = Bin. HFA-cIPOuUR 


Trn — Em = E — Ym} + (A 一 CM n — Um]; 


我 们 有 
elyn — Vall^ € (En — Zn Yn Ва) € Ita — xlv» — vtl. 


Mitte y € H, iË yn Oy. 但 是 >, = (€ — cha Aya ИК Aya ТЕ 
HHA. 由 于 4 是 闭 算 子 ， 必 有 2 E D(A) Н Ay, 一 Ay. 这 样 一 
K, RME z = (e-cly+ Aye RO) RRB RB = Н. — 
反之 , 设 R(B) = H. 则 由 定理 1.6(5) 知 BAAR, ЛТ A 
^ B3. 
(2) dt A ЖЕНЕ, BJ A Ma А Ae. 5 B = 
(e — c + A, WA (1) 4 R = H. BH À — cI > 0, 与 上 述 证 明 
类 似 可 证 R(B) = (В), 从 而 (B) 在 H Н. EZ, W RGB) 
在 H pm SAX AMAA, B = (6 c) + A, 则 可 以 证 明 
R(B) = (В). 从 而 由 (1) 41 B Bese, Bl 4 АНЕ. EM, 
A ЖЕНЕ. а 
X 1.10 设 4 为 所 中 有 正 下 界 的 对 称 算 子 ， 则 4 为 本 性 自 
95:4 В {Хч (A) Е Н rpg (或 者 等 价 地 MV (At) = (01). 
WEAR Ту А >є, e> 0. & A = А—е], M Ау > 0, А = AL cr. 
由 定理 1.9(2) VEAR it. ' 
B] $ H = LPR’), А = -А +1, D(A) = CUR") (XE A 
Ж Laplace BT, Cë (IR) 表示 IR^ 上 具有 紧 支 撑 无 穷 次 可 微 的 
meth), 则 А ЖЖ BIE. SESE EL PRAHA PR 
RR T. 为 证 4 ATER SESE, НЕШЕ MA) = {0}. BR ge Н, 
А* = 0, WWE Schwartz 分 布 意义 下 Ag = 0, 因为 YE CEP URP) #r 
(Af, р) = (Af.g) = (f. A*g) = 0, X Ë 0.) ÆR SUR®) x S* (IR?) 
ER УЕН. RIH Zf 表示 了 的 Fourier 变换 ， 出 


F(-A + I)g(E) = (JE? + YF aE). 


从 而 Fo(£) = 0, Wk g = 0. 这 表明 N(4") = {0}. 
SAA AWM, ШАА. BE 


D(A) = wun) = [f eR Í ler setae < оо). 


-Q- 


L3 ТРАТИ TES EI Tip RE a 


WME PA EA Н Ж Ж}. 下 面 我 们 介绍 的 Friedrichs 定 
MRR: FEAR Ks SE р. 2 uESHIX-- ЕШ, 
Bilma TARAA TER ЛЕЙ ХХ ЖЕГЕ A B oe, Eh a 
+ Friedrichs[1]. 

EM 1.11 ik H APO IK 上 的 Hilbert Si, VA AM 
PARTE BR. Sal. J: V x V — К AV LAZ GA, Ra 
AH 中 的 RSE MR TE (a, Hermite 型 ), 如 果 

(l)a(z,y) KF z IE KT y HERA, 

(2) a(-,-) ЖЖ, BU a(s, у) = aly, z). 

我 们 称 V 为 a 的 定义 域 ， 记 为 D(a) 如果 a(z,z) > 0, 
vz € Dia), Ш а 5 EW. 若 进 一 步 有 

z = 0 => a[z, xz) > Ü. (1.18) 
MU ER a A 严格 正 的 . 

iz а 为 一 正 Hermite Ж, Ж Dia) Lig MAR: 

(т,у} = a(z.y) + (m,y), x,y € D(a), (1.19) 
ДІ D(a) RT AR 6.3. 为 一 内 积 空间 ， 如 果 D(a) ATEM |- lia 
完备 ， 则 称 a Bm. 

定理 1.12 he Н PATE Hermite 型 ， 则 存在 唯一 的 正 
ВЖИ А, 使 得 D(A) c D(a), B 

(Az,y)=a(z,y), Vee D(A), y € D(a). (1.20) 

证 明 4 

D(A) = (z€ D(a): 3c, > 0, Ж Bialz,y)| € e.liull, Vy € Dla}, 
. (1.21) 
由 Riesz 表现 定理 ，Yz € D(A), FE H 中 唯一 的 元 素 ， 记 为 Ar, 
使 得 
a(r, y) =(Az,y), Vy € D(a). (1.22) 
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显然 Ac L(H), А 为 正 的 . 
设 z € H, H (1.19) 


I 39 |А < lizlillula , Yy € Dla). (1.23) 
故 由 Riess 表现 定理 存在 D(o) 中 瞧 一 的 元 素 ， 记 为 Bz, 使 得 
(z, y) 一 ( Bz, Ya — a( Bz, v) + (Bz, y); Vy € D(a). (1.24) 


IEE P(A) = (B) RE H RA. 出 (1.24) Ax (1.21) 4l Bz c D(A). 
从 而 (В) С P(A). HW, AF D(B)— H B z = Ble + 
Az) Yz € D(A), 我 们 有 D(A) C ROB). 于 是 P(A) = R(B). 但 是 
H (1.24) Au, P y € D(a) 5 RUB) EZ, My — 0. Wi R(B)(Bp 
D(A)) Æ D(a) 中 按 范 数 |||, 99, Mom dedit ЕЕ H EAR |.| 
Н. Auk, BACHE H pH. 

最 后 证 明 AW GHA F. H (1.24), Bz = 0 WS (z,y) = 0, 
Vy € D(a), 从 而 z =0. 这 表明 Bay. hF DB!) = RC), Ж 
B^ 是 稠 定 的 ， 且 有 D(A) = D(B-1). 由 (1.24) 及 (1.22) 得 


(Az, н) = a(z,y) = (B zy) -(z,y), Vz € D(A),y € un 
35) 
因此 有 А = B7 -I 由 于 R(E) = H A В-і WREST, H 
EH 1.605) 知 B^! ASE, Mii AIRA HRAT. 满足 (1.22) 
HA А ВЕ ЕНУ 1.1 HEAR. I 
有 了 上 述 淮 备 以 后 ， 我 们 可 以 证 明 如 下 的 
定理 1.13(Friedrichs M) 设 Ac L(H),A > c 为 对 称 下 装 有 
界 ， 则 4 # B 3596836368 A 4 FAA, RB À >e. 
WEAR 首先 设 4 > 1, 令 


a(z, y) = (Axy); Va,y € D(A), (1.26) 


Ша 为 五 中 严格 正 Hermite 型 ， 它 确定 了 D(A) 上 的 一 个 再 积 
CSOY. 我 们 用 Dla) 表示 DA 关于 范 数 || .||* 的 完备 化 ， 并 用 


"li. 


a(-.-) 表示 al.,-) 到 Pta) x Dia) EM BAER. HR | EU 
H Ee | :|| 3m. (9) 可 取 为 WES, Ma X H 
中 的 闭 的 严格 正 Hermite X. MAH 1.12 Sem Jj 8 TL ggg 
+ 4 使 得 
(Az,y) =G(2,y), z € D(A), y € DG). 
设 z € D(A), 则 由 (1.26) 
la(z,z)| = |(Az,2)| < ПА < ПА, Yy € D(A). 


由 于 D(A) 在 DG) 中 按 范 数 | - | 笛 ， 故 上 一 不 等 式 对 一 切 y < 
DE) 也 成 立 , 从 而 依 À BELA: ze D(A), Н (Аш, у) = ily), 
Vy c D(a). 特别 由 (1.26) 得 


(Az,y) = ü(z,y) = (Am, y), Vy € D(A). 


Ш, FE A HARRER А, 且 4 > 1. A= A4,- (1-0), 
W À > e, AH AW B3 id. н 
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EN 1.14 KH ARR К EA Hilbert 空间 ， 4% H ba 
HAT. + 


p(A) = [€ IK : N(AI- A) - {0}, R(XI AJ =H, (А-А) єс(Н)}, 


称 p( A) 为 4 的 预 解 集 . pl4) 在 КОРАК A 的 谱 集 , 记 
为 (А). X 


c» (À) = (A € IK : N(AE— A) z (0)), 
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T А-К A 的 特征 值 集 . A € ofA), Eg NOI A) A A Bx] 
应 于 入 的 特征 子 室 间 , BRTGEX ze NOI 一 А) RA А 的 对 应 于 
À 的 Hite Ж. 

Б 3+Е SLT uA gar xr Hiber 空间 情形 给 出 的 ， 这 时 
可 以 用 对 称 算 子 的 Cayley 变换 将 问题 转 必 为 有 界 自 共 罗 算 子 的 谱 
分 解 ， 对 实 Hilbert SARE PHARM T. RMA EEG UE 
化 ”方法 将 它 变 成 复 Hilbert ФЕВ ЯЯ. ARF AW 
算 子 的 谱 分 解 ， 对 这 两 种 Hilbert 空间 有 统一 的 描述 . 下 面 我 们 将 
介绍 有 其 结果 ， 但 只 对 紧 自 共 斩 算 子 及 其 逆 的 谱 分 解 给 出 证 明 . 

DPR P(A) 表示 H CHARER TE. W PL, P> € 


P(A). WẸ P. (H) c РН), RIEA PA < P;, WR P; — P, = 
РН). + ` 
E X 1.15 idi IE, лє R) C p(H). REA H 0—1 Bie 


“分解, 如 果 它 满足 下 述 条 忻 : 


(1) 单调 增 : A < À — Ey, < Ex; 


(2) ТЕ 8. Е. = slimaj x E, = Ex; 
(3) E 4, = slim, 4 E, = 0, Ew = slimy, Ejs = I, 


这 里 slim Ray AY 58 PR PB. 

bea Se BRAT BL I 22 REGE BE. 

定理 1.16(von Neumann) RAA H PH B Ea er, Wr 
在 H 的 唯一 单位 分 解 {B.A € IR}, 使 得 Уш,у € D(A) 


(Any) = f MU y) , (1.27) 


iX A ag At Lebesgue-Stieltjes 积分 ， 我 们 称 IE), А € IR} A B 
谐 族 . 
通常 我 们 用 如 下 “ 谱 积 分 ”表达 式 来 表示 算 子 A: 
A = f хав, | (1.28) 
我 们 有 
DLA) = t cH: J Ml Eae, r) < х} (1.29) 
m 


注 对 五 的 任 一 单位 分 解 (E, A COR), 我 们 如 (1.29: 定义 
D(A), BJ D(A) ЖН PRR. 对 给 定 x € D(A), Hi Riesz 表现 定理 可 
ME — fice H nR, WD Ar, 使 得 (1.27) 式 对 一 切 y € D(A) 
ker. 容易 证 明 ， ЖЯ bog ARP ARAM BRAT, Ні 
BRA (Ex, À £ №). 

下 一 定理 给 出 了 vA ЕЎ, НН o Ж R LM XA Borel 
ay ee, АНА. 

定理 LIT GN ACAD H PMA ti e ST. {Е.А PR) 为 其 谱 
FE. wp AR CRS Borel НГ к. + 


Dipl A) = t €H: n < х) ; (1.30) 


MY D(cCAY) TE H PH, H Ys, y € D(e( A) 


| 1/2 
f еб Буг Is ivl( f eO (Ea, а) | 
IH IR 
M z € D(z(A), Ф p(A)o X H dU - MUR, E 
(ee) = | eU y) . Yy e D(A). (1.81) 
Et 
我 们 用 如 下 “ 谱 积分 "表达 (А). 
ola} = Í POJE (1.32) 
IR 
M p(A)A H min &attis T. 
FER BRAM BERS PERE ñ Zar mi. 
定理 1.18 KAA H PW ASH S, (EA € Жү E 


族 ， 则 
s (A) = [X € IR : Ey Е}. (1.33) 
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定理 1.19 ШАЯН Н ТЕЛНЕ f, {Б.А € IR] 
JERR, $ 
e=sup{A: Ex = 0}, 
Bie € HR. eA (1.27) М (1.31) 中 的 积分 区 域 避 可 以 用 区 间 [e oo) 
AS. HS, WR A 为 正 的 (BH c> 0), 则 对 任意 pe IR 可 定义 A 
的 p DOR: 
AP = f APAE, , (1.34) 
[cc 


WY АР НЕЯ У. PRR AUT 为 4 的 平方 根 . 

下 一 定理 是 对 定理 1.12 的 重要 补充 ， 

定理 1.20 i aA Н Ч BE Hermite 型 ，4 为 按 (1.20) 
Чат жиа ЯТ, M AXA) = D(a), Hf 


а(ж,у) = {A 7r, A у}, zr,y € Dia). 


证 明 4 o'(z,y) = (AV?z, A? y), х,у € D(A), BB DL a 
A НАА AYRE Hermite 型 ， 由 于 Hz, Ac}: жє DAD) 显然 在 
G(AU?) HB, Ae’ уат D(A) Б, MU ac. ' 

РЕН TEE) CT. BJ SR +y RE. 

定理 1.21 A AH EK AERA T. T = (AA), HH 
TOM H PHERRRaAS, НТ) = D(A). 此 外 ， 存 在 从 RIT) 
到 下 中 的 唯一 线性 等 距 算 子 U (ËI ||Uz|| = ll), 使 得 A = UT, 我 
们 称 这 一 分 解 为 4 的 极 分 解 , 称 了 为 4 的 编 对 值 , 记 为 14| 

证 明 由 定理 1.7 Я, АДАН DHAKA, 5 


a(z y) = (Az, Ау), 2,y € D(A). 


Ша 4 H PARIE Hermite 型 ,由 定理 1.12 及 1.20 $4 DT) = 
Dla) = DA) AF 


Az]? = a(z,z) = |Tz||?, x € D(A) = DET). 
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从 而 Ат = 0 < Tr = 0. W у= Тл € RT), $ Uy = Az, MJ U ТЕ 

RU) Elis X B. d AGER, À = UT, B Uyl = |Az|| = Tl = 

11911. B 
EY 1.22 HAC LH, К), D(A) = H. wE A 38 K rh B 


位 球 (或 任 一 有 界 子 集 ) ORK 中 要 对 紧 集 ， 则 称 4 A RETR 
全 连续 算 子 )、 

我 们 今后 用 K(H,K) RRB K 中 的 紧 算 子 全 体 .， 显然 紧 
sma K(H,K) A C(H, K) Bjb F wi. — 

一 定理 是 自 共 轿 紧 算 子 的 谱 分 解 定理 . A EF 我 们 

给 出 mum 

定理 1.23 HAA H PRES ARMAS ST. WFE HP 
的 一 标准 正 交 系 {en} 及 一 列 非 零 实数 {An}, 使 得 Aen = Anen, H 
有 

Ас = \ Mlrenjen, YEH. ` (1.35) 

如 果 ABRE (BE R (A) 20. H ASSET Si), 则 上 述 级 数 只 含有 
限 项 ， 如 果 A EB AL, пт, А, = 0. 

证 明 НТА BHO, (Arz,z) AM. + 

m= ane, (Az z), M = sup (42,2) . 

由 引 理 1.2 Xll, m 与 M 中 至 少 一 个 不 等 于 零 , FA, ут 5 MH 
sg ABE, M |А | = зору... KAL w). 选取 z, € H, ljen] = 1, 
使 得 Al = lim,(Ate,z,.). 由 于 ARRAT, {Aran p 1) É H 
RHR R, BRM RFF, Kew {Azn} HH PUMP 
y. 由 引 理 1.2 2H, [А = ЈА |, #& [y| < {|All = (А. 另 一 方面 ， 


lim | Az, — Azal? = ша (Aral? —2M (Aan, z.) + A2) 
= lll? — А2, 


于 是 必 有 | 如 = А, H£ lm, sus Ara Ах | = 0. $ е = Ау! у, 
ЇЙ jle] = 1, Aer = Aie. 
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IL Vier) 为 ei 张 成 的 线性 子 空间 , BB V(e1) = {ee1.0 € Ж. 
4 Hj = Vie}, Jj 


(Ау, ет) = (y, Aei) = Arty, el). 


于 是 4 € H, => Ay € Hi SK ART HQ HQ ERA 
МЕНТ. 车 4 不 是 H, LEFFAT, HTE CEE, fG 
到 ez € H, 及 非 零 实数 Aa, 使 [Aa] = sup,eg,Je|=í1(Az,2), H 
Ае» = Agen. ЖІН, BAIR, Н dimR(A)— 六 ,我 们 可 得 H 
н — Jon te JE 22 Ж {een ,en}, M—FIFESSEB uuo LAN 
使 得 Ae; = Aep Sj SN, |> Pol 2---lAn|, BA ISG < N 
有 
A= sup | (4,2) (1.36) 
ll ||--1,7€ H;- 1 . 
ЯФ Ho = HQH; 为 由 61,-… e; 张 成 的 线性 子 室 同 Vleil,-… , €5) 
BIIESETM 1$ j € N—1. 这 时 公式 位 .35) ШЛУ. A А ЗБЕН, 
则 我 们 得 到 一 标准 正人 交 系 (es, p 1) 及 一 列 非 零 实数 {An,n > 1}, 
使 得 (Anh n 2 1} 为 单调 非 增 ， Aen = Anen, Н (1.36) 对 一 切 3 
ow. 令 En = А ен, Ше, = Arn. 由 于 {enn 之 1} 不 是 吾 中 的 
相对 紧 集 ， 故 {rnn > 1} 不可 能 是 H 中 的 有 界 集 ， 因此， 必须 
有 lim, Ал = ©. 
剩 下 要 证 (135) Җ. 设 ze H, Ф ya = 2 XY (zm enden, M 
Um € Hm. 由 (1.36) 及 引 理 12 知 


| Аў» Аа | Hamel] <| Ames | llall, 


于 十 limmo (Аут | = 0. 这 表明 (1.35) RM. l 

注 设 {enn > 1} A H PA —PRMEIF MR, {Ann > 1} 
А — ЎЗР SSE, WE lim, ex = 0. 4 A 为 由 (135) 定义 
B H PREHRAT, ША АЖЕН. AB А LEN (Вр 
(Ar,r) > 0, Vz £ H), HAAS A, > 0, Vn > 1. 
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L5 Hilbert-Schmidt й + 5 y 8 + 


本 节 只 讨论 可 和 分 Hilbert 空间 中 的 有 界线 性 算 丁 . 这 时 我 们 把 
Н 中 的 完备 标准 正 交 系 称 为 五 的 标准 正 交 基 , OS HN E. 

引 理 1.24 yt A € C(H, K), {en} R fa] PMA H E KA 
RE, MA 


> Ael? = > ПА" fall”. (1.37) 


特别 ， У), [Aes |^ 不 依赖 基 {fe} 的 选取 . 
ПА 由 于 


Ae, = M (Aensfm)fm, A fm = У (А enjen,) 
故 得 
УПА 2 = 5 $ | Men FS 
| =Y у | (en, A* fm) P= M pt fal. ' 


上 一 引 理 导致 如 下 的 
EX 1.25 设 Ae C(H K) ЖЫН IS len} 有 


У 14е, |2 < оо, 
则 称 4 为 Hilbert-Schmidt 算 子 (简称 为 H-S BT). 这 时 令 
L/2 
Па = (Уде), (1.38) 


Ж 14| 为 A 的 Hilbert-Schmidt $5381 i03 ||Allus). 


今后 ， 我 们 用 Co (H. К) л H OB КО H-S 算 子 全 体 . 
对 A,B € Ci (A, К), Es 


(A, B); = Š (Ae, Ben) . (1.39) 


YÈ 





其 中 fe) ЖОН ЇЗ. 由 于 CAL В) = 1014 + pis -lA Bild), iit 
Wi (1.39) z E SLE (A. Bh 不 依赖 于 基 (eu) PR, Н С, d А 
Leg lH, K) 上 的 内 积 . 
定理 1.26 ZC. (H.E) HAR C, 2 为 一 可 分 Hilbert 空间 . 
ШЕ HARIH ERE H M KOE [end 及 {fa}. 对 于 
А € Ci (H, К), $ as UA) = (Aen, fe), Wü] 


{А = У Aen? = > Sof ana) |. 
n. y} k 


& M = { (On nk [oak Є ЖУ P СЬ < oa}. mia, M 
ЖШ FARK A — Ay 4} Hilbert 空间 : 


(ав). (by, 4.) — >` On kon k , 
тъ. 


但 А > (anel Ank A 603(Н, К) 到 M 之 上 的 一 个 线性 保 范 
AHRS, Ж CH, К) 为 一 可 分 Hilbert 空间 . ' 
定理 1.27 HSAPARAT, B Ac Cay(R, E) 有 


А] < || А» (1-40) 
WEBB 首先 证 明 (1.40). 为 此 ， 令 (fa) Ж КОДЫ. Hp (1.37) 
É (1.38) 得 
| Ax? = LI (Aa, fn) | = Dol A" fn) |! 


< [|]? > ПА" fall? = ilzli?] A , 


(1.40) 得 证 ， 现 设 {en} oy H Bü. HEP k> i 4 


k 
Ape = Y (x es)Aes , ЄН. (1.41) 


n=l 
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A — Aall? < |A- All? = > А — An den? 


YL 


= >> Ае. |, 
п» k+1 

故 由 级 数 yl Aen? РЕНЕ I Jim, ||A — Axl] = 0. 因此 
AARAT (因为 紧 算 子 全 体 为 CIL K) 的 闭 子 空间 ). в 

注 EIEN GH, ЖЕТЕ Co (H, K) PR. 

定 1.28 E B AH ф-н ЕЁ. B= 
|.81/212. Ж TrB AB H Wk. 

由 引 理 1.24 A], XPH 的 任 一 基 {en}, 我 们 有 


TB = У |B enl? = V (Bes, e). (1.42) 


下 一 定理 给 出 了 H-S 算 子 的 一 个 刻画 . 
定理 1.29 W À 29 H $J K MRA, W| A € Co (g, K) e 
Tr(A* A) < oo. 这 时 有 


ПАЇ = Tr(A* A) . (1.43) 


HEAR i A = UTA A 的 极 分 解 (定理 121) HPT = 
(А* А}. E {е} 为 瑟 的 一 个 基 ， 则 有 


УПА. = Y Teni? = V (At Aes ел), (1.44) 


Tt Tt 


由 此 推 得 定理 的 结论 . 
Ж É À 8 K(H, K), A = UT 为 A 的 极 分 解 ， 


Tr 一 Y ` Anl, EnEn, m€ H (1.45) 
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A T 的 一 个 谱 分 解 ( 见 定理 1.23). 则 定理 1.29 的 一 个 等 价 说 法 是 


A € La(H K) « УА < oo, 


He 
jai = У А. (1.46) 


定义 1.30 W À € K(E, K), A 二 UT 为 4 MRA, (1.45) 

为 T fJ ЛИ. WES An < oo, ШК 4 A 迹 算 子 ( 或 核算 
T) 

14 = err (1.47) 


Ж (|All, 为 A 的 迹 范 数 . 我 们 用 Co (H, K) Rat H 到 K pose 
TAR. 

由 (1.46) Au, xb Н-5 算 子 ， 从 而 亦 为 紧 算 子 . 此 外 ， 
i Аден, K), Ш 


А € C. (H, K) <=> Tr[(( A* A)!?] < oo 
<= (AAY € Len(H, К), 


HA 
|All. = 104° 417] = (A7 AY 782. (1.48) 
КЕБ H8 TRH — PEAR. 
定理 1.31 ik A £ £o (E, К), 则 


Ally = sup > | (Afr ga) 1, (1.49) 


其 中 上 确 界 是 对 HOR K 的 一 切 基 {fa} Ж ton} 取 的 ， 此 外 ， 
£ay(H, Ку 按 迹 范 数 || ll. 为 一 可 分 Banach f]. 


证 明 i A = UT 为 4 RR, (145) AT 的 一 个 谱 分 
解 ， 则 veo Н, 有 


Az = UTs = X A en)Ues . (1.50) 


Ж (е) 扩充 成 为 五 的 基 (L8 (Ue,) PHRMA K 的 基 {gh 
并 保持 en 与 Uen 的 对 应 关系 ， 则 由 (1.50) 得 


Уу KA, gh) = Y X = All. (1.51) 


AAR, XJ H 及 K 的 任意 基 (f.Y Ж {on}, H (1.50) 有 
y ` | (Af... 9л) |= >` | > Am(fn, em) (Сењ, 9n) | 
< ЭСЭЭ | (fa em )(U em, ga) | 
<5 Am > (А, em) |? + | (Ven, ga) |^ ) 


= Ya. =|[Alh . (1.52) 


故 由 (1.51) 及 (1.52) HE (1.49). B 
定理 1.32 Wb A € Ca (R). 则 对 H BEE {fn} 有 


У Afa fa) |< НА. (1.53) 
此 外 ， УСАЛ, f.) 不 依赖 于 基 {/„} 的 选取 .我 们 令 
TrA = Y (A, f.) 3 (1.54) 


Be TrA A A BY idR( S W. E X. 1.28). 
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TUG el Pease rs f r 


证 明 (1.53) 是 (1.49) 的 直接 推论 ， 设 4 = UT 为 4 的 极 分 
Ж. (1.45) X T ERS. M Vz e HA 


Ат = UTz = S A. en JU En = Ў (z, en ) Aes ， (1.55) 


由 (1.52) 知 二 里 级 数 Don mlm Om) Aen, fa) ХӘ, ТЖК 
AMR AT EASE BR, СЕН (1.55) 得 


24 (Afn, fn) = > D (бен) (бен fn) 
= => Y Uses en f) 
= У (Aem, > (esa fa) fn) = Ў (Aem, em) | 


这 表明 5 (A fas f.) 不 依赖 于 基 (Р р 的 选取 . 
我 们 将 下 一 定理 的 证 明 留 给 读 痢 作为 习题 ， 
定理 1.33 i$ Be £Z(H, К), A € C(K,E), WE 


I4Blz < А812. — HABI < АВ]. 
ПАВ < ABI o ТА8| < [АВ], 
АВ], < llAl|ə1| B|, 


作为 本 节 的 结束 ， 我 们 介绍 如 下 重要 结果 (ПЕНА И, Meyer[3]). 
定理 1.34 Col, K) A K(H,K) УНЕ, L(H,K) 为 
Ca) UT, K) 的 拓扑 对 偶 ， 其 和 典 则 双 线 性 型 分 别 为 


(B, A) = У (Bf, AF), A € Cay (H, К), Be K(H,K) | 


(A,B) = У (Afa, Bfn) , A € L lH, К), Be £(H,K), 


n 


其 中 {fa} 为 H 的 任 一 基 . 
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$2. Fock 空间 与 二 次 量子 化 


PBE S Hilbert 空间 都 是 域 IK (实数 域 HO 或 复数 域 C) 
上 的 可 分 Hilbert ZH; 范 数 一 律 用 ( 带 下 标 或 不 带 下 标的 ) || -| 
表示 ; 标准 正 变 基 均 简称 为 基 (或 ONB). 


2.1 Hilbert 空间 的 张 量 积 


A 与 H. A Hilbert 空间 ， 其 内 积分 别 为 (, - 与 6, Jo, 
对 рз € Hi 及 pz є Н, 我 们 定义 其 张 量 积 为 Hı x H, 上 的 一 个 
FE gg АТ ze TET. 


401 2) palér £3) = (1, ё) (Фо, £2)2, & € Hi, fa € Ae. (2.1) 
LA € 表示 由 11 9 фә: ру € Hi, v2 € H3) 生成 的 线性 空间 ， 对 
Q1 € ya, V1 @ Va € £, EM: 
Ыі @ ya, V1 B vg) = (pr ad eg, Vo, (2.2) 
并 将 其 线性 开拓 到 £ E. 
命题 2.1 由 (2.2) 式 确 定 了 ExE 上 一 个 严格 正 Hermite 型 ， 
Af (£, b) 为 内 积 空 间 . 


征明 首先 要 证 明 58 在 £5 上 的 开 扩 是 确定 的 . 3 F ë £ 有 两 
种 不 同 的 表示 : 


F = > (013 ® p23) = Y (Pi B Phe), 
7 了 7 三] k—1 
ME (2.1) <, v£ € Hi, £2 € H, 
F(£1,£3) = > (ois €1)1 (yay, £2) 
j=l 


= У (pim 5) A (Par, 2)2, 
к=} 
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ААЛИ ЕН (2.2) x, van = fy. 00 c H. + 


о (613 @ Paj h V1 ® ёз} = У) 104223. 1212 


i=l 


= У (eis Viu (par, 2)z 


k=l 


= У (028 9 vu); Ф @ v2), 


BN b 的 定义 不 依赖 于 5 PEAREN. 

由 (2.2) EAA o A Hermite 型 ， 现 证 其 严格 正 性 . 

Be F = уут ("13 @ 25) FO, НЕ (el ea) 为 (фа, уа) 
生成 的 子 空间 的 基 ， 则 存在 户 …… fa € Ho DEA O, HOP = 
$e Gf. 于 是 


Е, F) = Y. be; ® f;, ex @ А) 
3 k=1 


[ 


езек). Хк) 


* 


j k=l 


= УЧА > 0. (d 
N 3=1 
EX 2.2 由 上 述 内 积 空间 (£,b) 完备 化 而 得 的 Hilbert 空间 
ФК Н, 和 H; 的 Hilbert 张 量 积 (或 简称 张 量 积 ), 记 为 H, @ Ha. 
命题 2.3 Ж {ey} 和 (f) 分 别 为 Hilbert 空间 H, 和 H, 之 
it, ШІ je; Q fej kem 为 Hilbert 空间 H, & H, Z 4. 
WEAR 正 交 性 由 (2.2) 式 即 可 看 央 ， 为 证 其 完备 性 ， 只 要 证 二 
ETH fe; 9 fxrli kem 生成 之 闭 子 空间 5 Ф. 
TEST рф € Ë, й фі = У, сез, фа = У, д. АЙ 
Ж Blo? < оо, 3, |961? < oo. Mi 


S deler ® fr) € S. 
j k 
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H Be TF E. np 


v1 зо - Y Y eid (еге f)| = 0 . B 


j=l k=l 








Um 


E у н] ра BY <= [Н] ДЕ % LY Hilbert 空间 ， 这 类 Hilbert 空间 
的 张 量 积 有 着 非常 直观 而 自然 的 含 父 ， 设 (X,u) 为 一 测度 空间 
L'(X,u) Жэк X EXT ME 4 平方 可 积 的 函数 (等 价 类 } 所 构成 
的 Hilbert FH, HAHH TFAA H: 


а) = Í f(e)sGaya(az, (2.3) 


E Н 为 任 一 可 分 Hilbert 空间 ， RAA LUX, w H) Rok X ЕҢ 
E H FATRA (и- 等 价 类 ) 所 构成 的 Hilbert 空间 ， 具 有 内 
gi 


da = | Gl осона) (2.4) 
X 
定理 3.4 # (X a) 和 (У, м) AMIR SSI, H L^(X,u) Ж 


L(Y, v) 可 分 ， 则 
1° 存在 唯一 同 构 关系 ; 


L?(X, n) @ L(Y, v) & L2(X x Y, px v), 


fF fog 对 应 于 flogy); 
2° 对 任 一 可 分 Hilbert 空间 Н, 存在 唯一 同 构 关 系 ; 
DX p) @ H S F2(X u H), 
使 feh 对 应 于 f(z): h 
WERA 1° 设 le;(z)) 和 {和 (四 } 分 别 为 I2(X, B) 和 L(Y,v) 
之 基 , DRAR fe; (2) filw лем 构成 L(X x Y.ux v) 之 基 ， 


于 是 映射 
U: fag f(x)g(y) 


б + 


H fE — JER 3 L'UX.u)e LY yy B LX x Y, x u) БЕНЯ 
+. 
2° i fej} A H Z3, Wi Vg c D(X, ш H), 由 直接 计算 可 知 


= Ü. 








Jim |(@) 一 > (o2) ej)e; 


这 说 明 (g;(z)-e;: g; € L^(X, и), € IN) ZARRAGA E 
L'(X,u; H) PRB, mur 


U: У (g; @є;) 9 У g; (z) ‚е; 
j=l j=l 


Ci (Xn OH Z SETS Е. 保持 内 积 不 变 ， 从 而 可 唯一 
开拓 为 L '(X.u)@ H P) LX, u; H) LEAS. Ë 
H (2.2) 式 可 知 


llei @ yall = |1411: 1102112, (2.5) 


JT АХ š FERRET (vi. ро) — 91 92 A Ну x He 8] H, @ H, PH 
连续 映射 ， 设 {ey} 和 {Л} PHA H, 及 H, SH, FE (2.1) 式 中 
A £i 一 ез, £2 == fk. 两 边 取 机 的 平方 ， 对 jk = 1,2,- t 求 和 得 


DX 
> le @ vale; Al? = 10:12121 
Jj k=l 


= |l: @ gall’. (2.6) 


НАГА, (2.6) 式 左 边 可 以 作为 H, o H, 中 范 数 的 定义 ,此 和 和 不 
依 束 于 基 的 选择 ， 称 为 Hilbert-Schmidt 范 数 . 

对 和 尾 意 有 限 多 个 Hilbert 空间 的 张 量 积 ， 可 以 归纳 地 定义 , {Н 
根据 前 面 所 述 事实 ， 可 以 直接 给 出 如 下 定义 . 


+ 


定义 2.5 {ellen 为 Hilbert SH; 2 3 (1 < ; < n), XJ 
乘积 空间 [1], Н; 上 (HM) n- 线性 型 F, 定义 其 Hilbert-Schmidt 
范 数 
lFlits= 2,  |F(e ер), (2.7) 
(Ki, ki JER 
此 范 数 不 依赖 于 基 的 选取 . RAAR HS 范 数 的 (JERE) n- 线性 型 
总 体 , 构成 Hilbert 空 间 张 量 积 Hi@ H; - -IHn 简 记 为 Ot, H;. 
将 (2.1) 推广 为 n 元 素 张 量 积 ， 则 (92 el : (Fri: kn) € 
IN") FURR G7. H; 2 3E. 特别 ， 当 Wy = H; =... = H, = Н В, 
Ron BRR НӘ". Ж [eren WH ZH, Wü (8? en: 
(hà, k.) CIN") Не" 之 基 ， 在 数学 物理 中 ， 常 常 考虑 它 的 
两 个 子 空间 ， 对称 和 反 称 张 量 积 子 空间 ， 这 里 我 们 只 介绍 对 称 张 
量 积 空间 . 
БӨ A {1,2,---,n} ER n MEHE, Boe o, tg X 
To (A o DPn) = Pe(1) 8 ++: @ р.а): 
则 re FA H°" AR, HX o,r € @ # z, = TT. 
FB RAR 
Tn = = Уя, (2.8) 


ccu 
为 Не 上 的 正 交 投影 ， 
定义 2.6 由 (2.8) RAW IE TE EG п, 的 值 域 (EB Н?" 
NAP) 称 为 H 之 n 重 对 称 张 重 积 空间 ， 记 为 H^. 对 
Yi pa € Н, 99 10у CRB 


B51; E M(B v) 


1 T 
= 22859 (2.8) 
res 


BON p1,… ,pn 之 对 称 张 量 积 . RNA F. G є He 
(F, G) š, = (Е, G) go», (2.10) 


- OH - 


但 为 了 记号 方便 , 我 门将 一 概 折 算 成 H9" 中 的 内 积 以 省 去 内 积 符 
号 中 的 下 标 He" 和 HS., 

# H = X, р), (Х, н) 为 一 测度 空间 ， 则 由 定理 2.4 可 知 ， 
H9" = P(X", p”), AFAV P(X", p") 表示 (Х,н) Z n 重 乘积 测度 
空间 ， 而 

нё" e P(X”, nly”), 
BD HŠ" 等 距 同 构 于 X E n 元 对 称 、 关 于 测度 ntu" 平方 可 积 的 
函数 (EGP SE) 所 构成 的 Hilbert 空间 . 


Ж 设 互 为 任 一 线性 空间 ， 互 为 百 x-…x 互 上 的 对 称 ” 线 


性 型 ， 若 令 
Aly) = (р, ур), ЄН, 


则 由 简单 计算 可 得 





Fipo дь} = x » £17 EnA 4 €), (2.11) 
id jen 


AB 是 对 e; = +1 (j = 二:… ,n) BUE 2" HBR. IL 
TB 极 化 公式 . 作为 直接 推论 ， 我 们 有 


An 1 
Oui = Өтүү У? TEE -enf> ia Ej pI) T, 


Pl- pn € H. (2.12) 

从 而 HŠ" 是 由 (A97 : & c H) 所 生成 的 闭 子 空间 . 
BRA 为 有 限 多 项 不 为 零 的 非 负 整数 序列 а = (oen 的 全 
Ж, Xt o € A, < Jaj = 5959 = [L(G;D 注意 上 述 和 、 积 实际 上 
ARAM). Va c IN, iiA. [e € A : |а| = п}, ША — Y^. An. 
省 题 2.7 设 {feijiem 为 Hilbert #0] H 23, 对 a EAn > 


е = ( Qes“), (2.13) 
了 


. 99. 


($E SH KE На п SAT, HP e; 出 现 o; IX, I =1,2,---}, 
Ду {(01) VEn: a € Ay} 构成 HS" 之 基 . 

ШАВ OMT (ki. k.A) 6 INT, $ 8; An T НКЕ h ЧТ) 
的 个 数 ， 即 


B; = #(:: 1 < ¿< п, = 3], 3 = 1,2,.: 


得 到 的 序列 8 = {35 E An. WERI т: IN" — Au, 显然 不 为 
WB, НЗ (kie An} Er (o) 时 


„ты 


T4(&7 6k, ) = Ën. 
= 8 = An. (R3, ' EL) Є TEES), П] 


(Ex 88) = (n«(&5 16x), та (@7_ies; )) 
一 А i Chi "Ta (QP. 1k: )) 


"Xe, 
^ m! 


TEË J= 


3j a — Е ot/(n)), 5 a z 8 时 上 式 为 0, 故 {a)i : 
o € A.) № Н" 之 基 . Ë 


2.2 Fock 空间 


ЖЕТИН, 常 以 Н" Жл п 个 相同 粒子 的 系统 , 由 于 相同 
粒子 无 法 区 分 , HRH H HERA ERAR E (Bose) 或 费 米 (Fermi) 
统计 ， 故 我 们 考虑 H 的 n 重 对 称 或 反 称 张 量 积 子 空间 .但 粒子 
可 能 增生 或 惠 灭 ， 粒 子 总 数 是 不 固定 的 ， 因 此 用 Fock 空间 来 作 模 
型 ， 在 无 穷 维 戎 机 分 析 中 ， 最 重要 的 事实 之 一 是 无 穿 维 Gauss W 
率 空间 上 平方 可 积 泛 函 空间 和 和 对称 Fock 空间 的 同 构 关系 ， 即 所 


ЇН Wiener-Itó-Segal 的 混沌 (chaos) 分 解 (参看 第 二 章 $1 及 第 四 童 
81). 
我 们 先 介绍 Hilbert 空间 无 穷 直 和 的 概念 . 


: 30 ， 


设 (Аһ, ER dui 一 1, 2 I X —3$1 Hiibert = [8], H Ay TE рН 
“iy, B, 之 线性 子 空间 ， 由 满足 DY, [олп < o Z 2 = {ол} 
ISR. XT y= {pnh t = fo.) Н, + 


Хе, yw) = Y (pn, Wn jn- (2.14) 


n=l 


由 Schwarz 不 等 式 
(nr o) а ln < ZnB + lali?) 


可 知 (2.14) AMT v, v E H HENX. 

命题 3.8 由 (2.14) EA b HxH LASER Hermite 
RI, (Н, Б) A Hilbert ZR], BRA {Нем 之 Hilbert 3035 [8], 
АКА = [al E E rh ЖЖ. 

WEBB 显然 8 Эу Hermite W. # 3 0, ЇЇ 


bfe, p) = les] > 0, 
n=l 
AE b 为 严格 正 ， 因 代数 家 和 是 由 仅仅 有 限 项 不 为 0 之 р = {pnr} 
构成 ， 显 然 它 在 H pm. 

设 v9 = (eue. m = 1,2,… A PSF RU liell = 
Зе, v) 的 基本 列 , BJ Vn, fen mew 为 H, 中 基本 列 , 从 而 在 H, 
PEATE o. BR, pO = {el} e H, A |1609 — o9 — o, 
A Н SE. I 

SE, ЇН УЕЗИ ЕЛЕН] 1028 


H =н, (2.15) 
n=1 


注音， 不 要 和 {Hy} 之 代数 直 和 混淆 


(81- 





zEM.2.9 if H Xj Hilbert Sl, M 


Z (H) = (Ü B°" (2.16) 


rn 


(约定 H9" — Ж) RA H Ей Focki (或 完全 Fock SA, El 
ЕН Fock 22 (8]). 而 


(H) = @ B°" (2.17) 
m0 
则 称 为 五 上 的 对 称 Fock 空间 或 玻 色 (Bose) Fock 空间 . 
若 lekhkem A H 23k, DUE 
| (0.0,--- ,@ yen, 0, +++) (2.18) 


(其 中 (kic 1 € IN" ,Q лер, 位 于 第 n+i Mm, vn € IN) 的 序 
列 以 及 {1,0,0,…) 构成 Z(H) Ж, Wi TE An | 


(0,0, - - ' ,(a)7178 ony, 0...) (2.19) 


(其 中 of”) € An 8,05 GET SÉ n + 1 BH, Vn € N) 的 序列 以 及 


23 二 次 量子 化 算 子 


所 谓 二 次 量子 化 就 是 由 Hilbert 空间 H 上 的 算 子 出 发 来 构造 
Fock 空间 F(A) Г(Н) 上 的 算 子 ， 为 此 ， 我 们 要 定义 算 子 的 张 
量 积 . 

设 H; Ki = 1,2) Xj Hilbert 空间 ， A; 为 H. 到 K; 中 的 
稠 定 线性 算 子 ， DLA;) C H, 为 其 定义 域 ， 信 D(A1) @ DU: 为 
[9192 :Pi € D(A), = 1,2) 张 成 的 线性 空间 , 则 D(A) @D(A2) 
在 Hi! H, PAAR. EM 


Aj Э Aly: 9 2) = Аур D Apa, vi € D(AD, ¿=1,2, (2.20) 


-ag- 





并 将 其 线性 开拓 到 D( A.) 9 D(A2) E. ARER, EF HEE 
Bj. PHA K RF DAL) @ D(A3) PRR MRA A CER HB dir ÉB 2.1 
之 证 明 }). 定义 | 
Ay + Аз = А @ I+ I @ Ad. (2.21) 

命题 2.10 Н (2.20) 及 (2.21) А sg УН AQA, М AtA 
HA H  @ H, 到 Ki OK. ЕЕН. AA 及 A; ПИЙ, 
ША. @ Az 及 А; + Аз ЕЙ. 

正明 只 需 证 AGA 的 可 闭 性 . 设 4; WT], (38 KI E K; 
=i], 将 Hš 与 H, 等 同 ) WASSER А; 为 K, 到 H, 中 的 稠 定 线 
ERF ( 见 定理 1.5), А VF € D(A,) 8D(A2), G e D(AD @ D( AS) 
8 


(А: @ As)F, G) = (F, (Ат @ A2)G). (2.22) 
Mm DAD S D(A) C DUA © Ао)*), 从 而 (Аз A2)" BAH, FRED 
А @ А» Ay HJ. | 


由 定理 1.5 n (A SA A Ai Aa SAA, RHA 与 А 之 
HMR, (in A @ Ag. WH, A + Ao 之 闭 包 仍 记 为 A + As. 


于 是 有 
(А19 Ay = A1 @ Аз, (2.23) 
(Ai + Ag)" = AT + Aš. (2.24) 
命题 3.11 Yt A; 和 А5 分 别 为 Hilbert 空间 H, 与 Hz 上 的 
有 界 算 子 ， 则 
141 & || = IA: I All. (2.25) 


WEAR 设 {ер (FJ 分 别 为 H, 和 H, 之 基 ， 对 任 一 有 限 
ЖЛ У зк сук (85 的 fk) 我 们 有 


(Ar @ Dor carle 6 fel? = M |5, ese Ares ||? 
k 
<> lAl? У lejet? 
k j 
= [AU] 2; cox (e; ® ЛЬ). 


“ЗД. 


由 于 上 述 形式 的 有 限 和 在 H, Q H, PHAR, BOA A | < lAl, 
于 是 由 Ay @ А» = (Ay @ f)(I @ А») 得 


1419 All £ A ® TI e As 1А: 11451. 
RZ, fhe > 0, BART A vo € Ay, € H; 使 lAl > 
| Ail — є, [Aa] = 1451-е, Р 


1041 & Aale & vl = Arell Az 
> [Asl As] — є||-Аз | — ella] + е. 


HT e BER, ЖК jA ® Aol > 14:111451], (2.25) 得 证 . a 

任意 有 限 个 算 子 芍 张 量 积 可 以 归纳 地 定义 ， 特别， dE 4 为 
Hilbert 空间 上 闭 线 性 算 子 ， 可 以 定义 其 n EKER AS, Q E 
H?" 上 的 闭 线性 算 子 ， 限 制 于 He 上 仍 为 一 闭 线性 算 子 .类 所 
地 ， 可 以 定义 


———_ —— 
AC SAgIG-.GI-ISAG.ee Geile 


IL 


— Y, 
+1®@1%---©А. (2.26) 


H (2.23) Ж (2.24) ÈH, FH H 5 H* 视 为 等 同 ， 当 4 XE ҢҢ 
时 ， A9" 及 AU" WH B šj ST. 

MAKHE Fock 空间 上 的 算 子 . 

定义 2.12 A Jj Hilbert 空间 H ЕҢ т Patri. > 
D= {p E F(H): p = {en}. Gn € D(A)8", Vn, 除 有 限 项 外 均 为 0}. 
E р= {р ЄР, Р EM 


Г(А) = {А®” р}; — 4Г(А}р= [AM yy}. (2.27) 


(约定 A9? = I,At9) = 0), WTA) 及 4Г(А) jog Z(H) ERE, 
可 闭 线 性 算 子 ， 其 闭 包 仍 记 为 r(A 及 dT(A), 分 别称 为 A 之 二 
次 量子 化 及 微分 二 次 量子 化 IS 


在 物理 文献 中 ， 一 般 称 dr(A) 为 二 次 量子 化 算 子 ， 而 PlA) 没有 特别 的 和 名称 


“34. 


fH mE MR (2.23),(2.24) 式 容易 看 出 ， 
[{At)=P(A)*, АА") = (AY. (2.28) 


Re BAA БИ ARREST. BH S H^ MASH. 则 TT(A) 及 
dF(.A) Ej РН) E) BPRS, ES ER Fock 空间 投影 可 交 
Ж, Am Bl ТН) EA BERR ST. RIT = 1,4Г(Ту= N 
为 计数 算 子 [nutmber operator), В| 


агг) | . a. [2.29) 


其 中 n Жл ЫҢ n. 


AE uE BH ИП F 3832 (详细 讨论 参看 Соок], Reed-Simon[1] 和 
Simon|{1}). 


命题 2.13 1° X AUS H LORS, WTA) 2 T(H) 
上 的 压缩 算 子 ; 

2^ BAA H EW Boe See, WAA) 生成 T(H) 上 的 
强 连 续 压 缩 半 群 ， 朋 


exp{—td[{A)} = P(exp{—tA}), t> 0; (2.30) 


3 GAA H LW BHAA Т. ERR explit a}, 
te R, 则 dT(A) Ju I(H) LW ARRAS, HERBS RE 


exp{itdl (A}} = T(explitA), tem. (2.31) 
在 Fock 空间 的 分 析 中 ， 指数 向 量 


hz &n 
OETI TE e Š 





T (2.32) 


ЮЖ ТЕН. BR, Mager 
(£(h), &(9))тен) = exp{ (h, g) n. (2.33) 


(35 


£ h € D(A), Wi 
Г(А)&(Һ) = £(Ah). (2.34) 
此 外 ， 我 们 有 

命题 2.14 指数 向 量 族 {E(h), ^ € H) 为 线性 独立 集 ， 所 生成 
的 线性 子 空间 在 ГОН) 中 称 密 . 

证 明 D 所 ,hn € H 且 互 不 相同 ， 易 见 39 © Н, d 
((h; g), 1 < j < п} 互 不 相同 . £ Ча, a, € Ж, Ë a£ (hi) + 
c a,€(h,) = 0, Ш] VÀ е Ж 

0 (3 а;&(Һ;),Є(Ха)) 
j=l 


_ оч eM y. g)ar 

TH) | 2. а;е Us 

AM a; = a3 = =a, = 0,16(h;), 1 < j € n) 的 线性 独立 性 得 
设 (£(h,h e H) 之 线性 闭 包 为 5, WJ £(0) e S. 我 们 以 ae 

Aud 0o.--eh9*q0qgq.., 假定 {АА 20,1, n — 1, 

he Hic S, ШЕН 


9-1 
һ®" 一 n! lim t7" Í E(th) - Boy wre} 
j=0 
可 知 AS c S. 由 极 化 公式 (2.12) 可 知 任 一 HÓ^ 均 食 于 Sm, + 
fi S =T(H). ' 


83. SRG) Hl YO, [н] Es T t [RT 


在 高 部 凸 空间 中 , pu HJ opor SED ДЕБЕ ЎЫ ЖЕ [Н], ARASA 
PHS AAPOR RHE Јас ЭЕ КБ ЖУН] Ж. RACY 
用 中 也 有 局 限 性 ， 特 别 是 在 广义 函数 论 中 ， 需 要 研究 由 一 族 半 范 
生成 的 拓扑 线性 空间 ， 其 中 最 重要 的 一 类 空间 就 是 所 谓 核 空间 . 

核 空间 的 理论 是 1955 年 由 A.Grothendiecki1] 建立 的 , 其 名称 
来 源 于 L. Schwartz 的 核定 理 . Wb H = LR), W Ho H > pR?) 
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s HHH ЕРА K € UR 可 以 确定 L?(R) 中 的 一 个 有 和 界线 
ERF 
Ёа) = | к(а) аи (3.1) 
IR 


即 K E_&( 吾 )， 然 而 ， 并 不 是 每 个 有 界线 性 莫 子 都 具有 平方 可 积 
E. MERAT 了 就 没有 如 (31) Rhea, BIEN Kir, y) 
代 以 5(z — y), 但 我 们 知道 ，5(z 一 级 是 广义 函数 ,不 属于 LAUR). 

引进 广 闵 函数 后 ， Schwartz Е Г. WH c £(S(R},S*(R)), 
HAE K с S* UR?) (E (3.1) 式 成 立 ， 即 


£(SUR), SER) = S*(TR°) = S*(IR) @ S*(R), 


其 中 SUR) AR L BJ BE C” RRS, SHR) 为 其 对 侦 空 间 ， 
MRE MORSE, “EB ae. 关于 一 般 局 部 凸 空 间 的 
拓扑 张 量 积 ， 我 们 将 在 本 节 中 介绍 ， 

核 空 间 还 具有 许多 优良 性 质 . 例如 在 完备 核 空间 中 ， 有 界 闭 
Se ЖЕЛ ЖЖ (这 在 无 穷 维 贱 范 空间 中 是 不 可 能 的 ), БЕЗ Н SR c 
和 弱 收 化 等 恰 ， 可 以 说 ， 无 论 从 理论 或 应 用 角度 来 说 ， 核 空间 的 
重要 性 都 不 亚 于 赋 范 空间 ， 

有 关 局 部 上 西 空 间 及 其 对 偶 空间 的 概念 及 基本 性 质 可 参考 本 书 
的 附录 B. 


3.1 BR A) 5035 че јар. RON HIS s ig] 


设 A— В Ss RES, Rdühdhn—BdJeb$8 AER. 
pel, p i0) X PREFS, 车 Qp: X — X/p-1(0) 为 
ERR ST, ДЕН (0,0) = p(x) 在 商 空间 X/p-1(0) 上 定义 了 一 个 范 
数 ， 关 于 此 范 数 完备 化 所 得 的 Banach 空间 记 为 X,. # mg € T, 
H p <q, 4710) C p-1(0), 从 而 映射 Ing = Q,Q-1 TERS X, 
到 X, 的 连续 线性 上 映射， ERA X 中 的 拓扑 是 使 所 有 (Q,,p € T) 
为 连续 的 最 弱 局 部 凸 拓扑 ， 从 而 是 关于 {Xp Opp € TY BE 
扑 (参看 附录 B). 
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注意 ， 上 述 L, 一般 来 说 未 必 是 单 射 ， 故 我 们 不 能 将 X, 看 作 
X, 的 子 集 ， Се апа - Silov[]] 引进 了 一 类 重要 的 局 部 上 是 空间 ， 
其 拓扑 由 可 列 个 范 数 生 成 ， 但 需要 满足 如 下 相 容 性 条 和 件 ， 

TM 3.3 设 p,q 是 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 ， 恕 果 依 两 个 
范 数 都 是 基本 的 序列 忧 其 中 一 个 范 数 收 化 于 0 PCS — PERE 
lesk F 0, WR p 与 9 相 容 . 

注意 对 范 数 p,q 来 说 ， p (0) = q'1(0) = {0}, ENA p = q, 
WEF q 的 基本 序列 必 关 于 pp 也 是 基本 序列 ， 既 然 它 们 关于 pH 
q HAT A-R, EE I: X, — X, 为 单 射 . 此 时 可 以 将 X, 
看 成 X, 的 线性 子 空间 ， 且 Z, 将 X, BA. ВИННА Xp 

aX WHF APE {расм E DRAE 总 可 
假定 它们 是 单调 不 减 的 ， 即 

pj «Pac сз < pa 
假若 不 然 , 可 以 将 每 一 pn RR р, = max{p t pn}, H) {р аем 
基 单 调 不 减 的 ， 与 原来 可 列 个 范 数 {pnjnem 等 价 . 

定 3.2 设 革 为 一 局 部 凸 空间 ， 其 拓扑 由 一 列 相 容 的 范 数 

(I: la Í n € IV) 生成 ， 则 称 它 为 RE FFE SE Bl 


不 妨 设 它们 单调 不 减 : 
1-15 < Ile £- 401, (3.2) 
并 以 X. 表示 X RMR || la 完备 化 所 得 的 Banach 空间 ， 则 
Хо X2 2:0 Ха ID, (3.3) 


其 中 Ха РЕЖ, Ps Ha BRA Xn. m$, 完备 的 赋 可 列 范 空 7 [B] Ж 
Fréchet 空间 ， X EARS ШИН == [B] RJ Bh b k q EZAN, БН 


X = [х (3.4) 
引进 距离 


x 
_ 1 lz — lla 
(c3) = P Tele yo ZY € X, (3.5) 


. Fe. 


则 大 为 一 完备 距离 空间 .此 上 是 离 所 确定 的 拓扑 与 X 中 的 拓扑 等 
fr. 序列 在 X PRM SES YEA ERT X, PU. 但 要 注音， 
X 中 的 有 界 集 并 不 是 按 距 离 定 义 的 有 界 集 . 

B C X 为 有 界 集 的 充 要 条 件 是 


sup [Iz], < oo, Yn c IN, (3.6) 
ЕЗ 


也 就 是 说 ， B 是 每 一 Banach 空间 X, THERE. Rii, EJE 
X 可 晤 范 { 即 其 拓扑 可 以 由 一 个 范 数 生成 ), 每 一 Banach 空间 X, 
中 的 单位 球 都 不 可 能 是 X 中 的 有 界 集 (否则 0 点 有 有 界 邻 域 从 而 
AYE). 因此 ， 不 可 赋 范 的 赋 可 列 范 空间 中 ， 一 切 有 界 集 都 是 无 
处 币 蜜 的 ， 且 整个 空间 不 能 表示 成 有 界 字 和 集 的 可 询 并 集 (因为 完 
备 距离 空间 是 第 二 网 集 ). 由 此 可 见 ， 它 和 屿 范 空间 中 的 有 界 集 有 
BAK RA IA] A! 

注 TFA Fréchet $H, X 是 桶 式 的 ， 即 原 有 拓扑 与 强 拓扑 一 
致 ， 又 由 Маскеу 定理 ， 一 切 与 对 偶 (X, X") 相 容 的 拓扑 有 相同 的 
ae Jg 958 Ss th Ro ЖЖ. 所 以 我 们 在 这 里 不 加 区 

， 一 律 称 之 为 ARM. 

HEF BRISA A 的 对 侦 空 间 X: 即 世上 连续 线性 
泛 画 全 体 所 构成 的 线性 空间 ， 并 考察 其 中 拓 了 扑 ， 

我 们 钱 道 ， 每 一 个 Banach 空间 X, 之 对 偶 空间 X* 仍 为 Ba- 
nach 经 间 ， 其 范 数 由 下 式 定 义 : 


|== = sup |(f,z)|, n e€ N. (3.7) 
|e |a <1 


af eX EMBERS, WEBER OR (z: xls < ej 
Law, Amie Xn PREGA, k 


= (јх. (3.8) 
由 (3.7) shay Ag 
Ее Р (3.9) 
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于 是 
XT OX C+ cK Ce, (3.10) 
H X* 是 {Хар ВНЕ. 
fr X* 中 可 以 有 各 种 不 同 的 拓扑 ， 其 中 最 重要 的 是 强 拓扑 和 
398^ ЖТР, ВЕБ Е – $08 9x RI A ESRB ET 


Jal] EEF ЖЖ 
lflla = sup L5 2) | (3.11) 


及 
Ма =| (Ла) z€ X (3.12) 

生成 ,其 中 Be X PAAR. RK, X ARRAS 
WH, ЖЕЛ ЕЕН ТКЖ, MMR PRRERERS R PF 
FREN. 1455, РУНЕТЕ X" 中 仍然 是 相当 重要 的 ， 

我 们 先 给 出 X 中 有 界 集 的 另 一 种 刻画 

命题 3.3 赋 可 列 范 空间 X 中 子 集 B 为 有 界 的 充 要 条 件 是 : 
X 上 每 一 连续 线性 证 函 都 在 其 上 有 界 . 

证 明 必要 性 很 明显 ， 往 证 充分 性 ， 先 设 X 为 赋 范 空间 ， 考 
8 В 的 极 : 


B° = {ре X* : sup | (fox) |< 1}, 
z£ B 


t X" PHAM GR. Hie, Bh f< X" E B LAR, A 
如 ， supzes Khe) < с, M elf e B°, Aü B° 为 吸收 集 BD Be 
AW. 由 于 Banach 空间 为 桶 式 空间 ， Bo p S X 零点 某 一 邻 
域 ， 例 如 (f: Zl S ey, 也 就 是 说 


ПА S € =— sup | (Р, жу [X 1. 
zcH 


从 而 


sup lel] = sup sup | m) | /e S Le, 


BB BAX FAA ERR. 
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a X AMR PGS, X 中 的 子 集 B 也 是 每 一 典范 空间 X. 
BJ f, Hee f e Xt ЕВ КЕҢИ, АШ B 为 X, PAF 


E, mon HEKER BAX mag. E 
FERRE FUE 278] X HBS X* rh, s8* В Ж {ЯШ 
集 也 是 相同 的 . 


命题 3.4 W X ARS, X ARNEE, ДХ" 
cp s ^ 有 界 集 也 是 强 有 界 集 . 
WERA РХ" 中 器 * 有 界 集 ， 它 的 极 


F° = {ze X :sup|(f,z |< 11 
JEF 


是 ОХ pi Miia XAPA 07, Вр 


sup sup | (f, z) |< 1. 
ferret 


既然 对 X 中 任 一 有 界 集 B, DA A> OM B CAU, ik 


sup || (lg = sup sup | (f, z) |< оо, 
fer feEF me HB 


亦 即 F 为 X* 中 强 有 界 集 . 
НЮ, Æ A PRA AA SAR, 而 一 概 
称 之 为 有 界 集 . 下 面 给 出 X* 中 有 界 集 的 另 一 种 刻画 . 
命题 3.5 CEM APIS] X WBS х" а, He PY 
AFR ЛЕ REE: Ine N FX BF # X* 中 有 界 . 
证 阴 R F ТЕХ 中 有 界 ,由 命题 34 SEMA, BEX 
FARR U, 例如 (z : zellan < e), 使 半 范 prle) = supper |К, 2) 
ТЕҢ LANA, ИШ 3 8 Л E C > 0 ff 


Па < € — sup | (f, z) |< C, 
Jer 


亦 即 FX XA 中 有 界 集 . 
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FZ, new K C > 0 i F C ХХ, R 


sup Filo = sup sup | (f,z; Ix C, 
ЕЕ |2111 
W F ÉE ХАЖ U = (z |e] <1) EAF, ТЖЕ AX 
中 有 界 集 . E 
ETA 序列 ОНУ, Hmi 3.5 可 得 
定理 3.6 FEROS ја] X 的 对 偶 空 间 Х* 中 ， 序 列 {天} 
BRAF f DRAAIE: Ime N, Ж (fay C Xt H ухе X, 


Jim (fat) = (Ља). (3.13) 


证 阴 Е LR, EE MEM. Bf.) B WORF у, 则 必 
AF, Mg me N. 4 (f) OX, BEX PAR. diga" W 
ЭКЕ X, (3.13) 式 对 一 切 z € X Hr. HX EX, Н Н 
Xm id x, REARED Xs JE (3.13) EEY. ' 

容易 看 出 ， K KF WO E PFE PJ BH, 即 若 序列 
"v C X* B vr € X,[(fn 2) : n € IN} 为 基本 数列 ， 则 存在 
f € X" fE f, 58" WAT f. 此 外 ， 还 可 以 看 出 ， 每 个 子 空间 六 
在 X* mu^ HE. 


3.2 核 空间 及 其 对 惕 空间 


我 们 先 给 出 一 般 核 空间 的 定义 ， 然 后 着 重 讨 论 应 用 中 十 分 重 
за Нпр Hilbert. 核 空间 及 其 对 偶 空 间 . 
定义 3.7 设 局 部 凸 空间 X 之 拓扑 由 一 族 H BT 生成 ， 若 
vp eT sg €T ## p < q, HARE 
Ing: Xa — X, (3.14) 
ABT (或 称 迹 算 子 ， BH Ipg Є £y X4, Х)), ШЖ x 为 Fe ial. 
由 于 两 个 Hilbert-Schmidt 算 子 之 积 为 核算 子 ， 上 述 定 义 亿 可 


Sid. “p ET, dg £ T р <не q", FLA p xus q 表示 p HS HI 
+ q. BB Ipo c Lia (X4, Xp) (BE ж В). 
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ÆT Wee, B] X 为 一 列 Hilbert SHEATH ERES, ATR EB 
Bik, 其 拓扑 由 可 列 H 半 范 族 生 成 的 完备 核 空间 称 为 Fréchet f£ 
空间 . 特别 ， 我 们 有 

定义 3.8 SERRA RESI E ўра PRA 可 列 Hilbert 空间 .( 不 
РЫН H 范 序 列 满足 (3.2) X, Ant (3.3) 为 一 列 Hilbert 空间 . ) 
E vn € IN, Эт > n ERAS Inm: Х o X, 为 核算 子 (或 者 
Hilbert- Schmidt A), W X 称 为 可 列 Hilbert 核 空间 . 

显然 ， 可 列 Hilbert 核 空 间 是 Fréchet 核 空 间 . 

命题 3.9 可 列 Hilbert 空间 是 自 反 空间 . 

证 明 局 部 凸 空间 为 和 目 反 空间 的 充 要 条 件 是 : CRAMA, AA 
Fe SR FE SS XXE ( 参看 附录 B). 可 列 Hilbert 空间 是 Fréchet 空间 , 从 
MELEZE ИЕ В ATA] Hilbert 空间 X HAAR Wu 
Е RE— Hilbert 空间 Xn 中 为 有 界 集 ， 从 而 相对 c(X,., X*)- Е. 但 
X 可 视 为 乳 积 空间 TL, X« LTE, H X PHAR X, PSH 
HeRR Ht, Н Tychonoff 定理 可 短 B fr X PRX of X, X*)- 
Ж. I 

定理 3.10 完备 核 空间 中 有 界 集 是 相对 紧 集 ， 从 而 有 界 闭 集 

证 明 设 B 为 完备 核 空 间 X 中 的 有 界 集 ， 则 对 每 一 迷 续 H 
gU р, 有 连续 H FY д, Мр < q, H L, X,-— X, 为 核算 子 
(ATERRAT) 既然 B 在 每 一 X, PAA, Wk L. 38 B Hep 
Xp PHR EE. HP p АНЕ, HB ERREEN [] г X, 
中 的 子 集 ， 由 Tychonoff 定理 可 知 B dk X 中 相对 紧 . 

系 3.11 Banach 空间 如 同时 为 核 空间 ， 则 必 为 有 限 维 空间 ， 

WEBB Banach 空间 每 点 具有 有 界 邻 域 ， 由 空间 核 性 ， 每 点 具 
有 紧邻 域 ， 从 而 为 局 部 紧 空 间 , 但 Banach 空间 当 且 仅 当 有 限 锥 时 
A n Ж. i 

定理 3.12 在 Fréchet 核 空间 X 及 其 对 侦 空 间 Xt 中 ， 序列 
BAD sa Ër SA TH ЯН t| S ЖЕ 28 fr BS. 

证 阴 ДЕШИҢ ss Sx БЕЗ pp sm. 设 (xu) ТЕ X Bee 
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FOU Ir.) AA, AX ABST, Kien} 相对 紧 , 但 由 于 
НЮ 0, RASA RELL О ARRA, EX {х„} 
HRAT 0. 

设 (fay FE X* р ЭС 0, BH Vx € X, im, (fa, z) = 0, 
要 证 明 在 X WARREN О. 如 若 不 然 ， 存在 有 界 
fi B,e>0 及 B 中 序列 {an}, Œ fac] > 对 所 有 nn Rr. Bd 
B 相对 紧 ， 不 妨 设 tn — xo € X, 于 是 序列 rh = z, — zo — 0, 由 
刚直 所 证 ， 它 强 收 僵 于 0, WE X" 的 任 一 有 界 集 上 一 部 收 化 于 0. 
SIL BUS AR ap 得 limao( fn. c) = 0. 由 此 推出 


lim (f.,zay = lim (fa, 22) + lim (fa, то) = 0. 


这 和 假定 [Us z8)| > є A, JAM BRE. E 

Ж 3.13 在 可 列 Hilbert 核 空间 的 对 偶 空 间 中 ， 有 界 集 美 于 
38. 88^ 拓扑 都 是 相对 序列 紧 的 . 

证 明 有 著 集 相对 弱 * 紧 是 空间 自 反 性 的 推论 . 由 于 序列 的 强 
收 颌 和 弱 * 收 敏 等 价 ， 故 有 界 集 关于 强 拓扑 相对 序列 紧 . E 

可 以 证 明 {例如 参看 Schaefer[1]), Fréchet 1 43 ia] BJ 3a xB == 
则 是 完备 核 空间 ， 完 备 核 空间 X 的 闭 子 空间 М 以 及 商 空间 ХАМ 
是 核 空间 ， 任 意 多 个 核 空 间 的 直 积 或 投影 极限 仍 是 核 空 间 ， 可 列 
个 核 空间 的 直 和 或 归纳 极限 仍 是 核 空间 . 

营 某 可 列 Hilbert 核 空间 X EE, PASE HR A BED 4} Hilbert 
空间 H, 并 将 H 与 其 对 侦 H* WA, ШОН ЖЕ, PRA 
AOR RX. RIR X o H — X* 为 Gel'fand = 3.48. 

БЇ 以 | -lo 表示 Hilbert 空间 LUR) PHAM. AB RAT 
-fa tO + 1 ËJ ИШЕН, CE LGR) 中 的 正 算 子 ， 以 Hermite 
ра ae 

е0 = (G - 0) Pa ену (20, j= 
HEAR, H 
Ae; = 2je;, j=1,2, .，， (3.15) 


“дд - 


[eje 构成 L°UR) CERTE IE ЗЕ Ж. 


lel. = [Ајо p e D(A*),& =0,1,2,---. (3.16) 
旺 然 它们 相 容 且 单 调 非 减 . + 
S, (IR) = D(A*), = 0,1,2,...,， (3.17) 
则 SUR) 关于 范 数 |: | A Hilbert 空间 ， 且 
L2 (Ia) = SoUR) э 8&UR)>&UR)D---, 


其 投影 极限 | 
SCR) = lim Sk (R) (3.18) 


为 可 列 Hilbert FE M Ska GR) 到 S,( TR) RAAT HK HS 范 
数 为 
JA Mas = 3 027 = Z= < оо, (3.19) 


j=l 


MRA HH Hilbert-Schmidt BF, Mit) SCR) 为 可 列 Hilbert 4% 
空间 ， 可 以 证 明 {例如 见 Simon[1]), ERA Schwartz HM С° рй 
数 空间 ， 

若 在 (ку Бе рН ўй. 


le|-k = [4780], &=0,1,2,---, (3.20) 


4 S_.UR) A LA (IR) RF Hi |.|. 完备 化 所 得 之 Hilbert 空间 ， 
F LAUR) 积 其 对 侦 视 为 同一 空间 ， 则 


S (IR) = SUR), (3.21) 


L*(mR)zS,UR)CS..UR) C S_2UR) с... 


L 


"Аб 


AH yA ВЕ | 
S* (JR) = lim S (IR) (3.22) 
Е 


X SUR) 之 对 偶 空间 ， 即 Schwartz 缓 增 广义 函数 空间 ， 于 是 我 们 
得 到 一 个 Gel'fand 三 元 组 : 
SUR} = L UR) — S* UR). (3.23) 


384 Hh, YE LRS 中 考虑 算 子 — А e’? + 1 BJ АЕ 
А, > 


d 
CR T = IÍ ек; (23), (ky, Utt ; ka) € рү“. 


了 一 上 
ДІ] 
a 
Авы = (1-4 +2) k; Je, m (3.24) 
j=l 
“4k > d/2 时 
d —2k 
las = У (1 +d+ 2 (h - 1))  _ (3.25) 
(kipe AEA j71 
逐次 利用 不 等 式 


Y (a + j) € consta (7D (a > 1,b > 1), (3.26) 
j=0 


可 证 A-* % Hilbert-Schmidt 算 子 ， 从 而 SUR*) 为 可 列 Hilbert 核 
空间 ， 由 此 仍 得 到 一 个 Gelfand = zH: 


SUR > LR?) — S*(R%. (3.27) 


- AG- 


3.3 拓扑 张 量 积 、 Schwartz 核定 理 


在 52 РЕ Ў Т Hilbert 空间 张 量 积 ， 对 于 一 般 的 局 部 凹 
ZE, RAL eM: 

EX 3.14 W X RY б], XZ 及 Y: BERS 
5] B == [в]. Mee X Ryey EMER SR rey A XI x Y” F 


ryf = mg, fex",geY*, (3.28) 


并 将 其 线性 开拓 到 由 {2 oy: тє Xy c Y) 生成 的 线性 空间 E 
FE, Æ £ ОВ 


x: X xY S (m= y — z G@ y € £ (3.29) 


为 连续 之 最 强 局 部 严 折 扑 ， 并 关于 其 完备 化 ， 此 完备 局 部 凸 空间 
RAX 5 Y 的 投影 张 量 积 空间 , 记 为 XOY. 

注 WH K V rB] X RY 的 等 点 邻 域 基 , HUEUV EY, 
SUV =x(UxV)= (z@y); z£ € Uy £ V), YU SV) 为 其 绝对 
misc, К UGV 之 最 小 绝对 四 集 . 则 (СЕУ): U cu, У e У} 
构成 投影 张 量 积 空 间 ХОУ 的 零点 邻 域 基 . RSS rah, Вэр 
RPRODMERX ЖҮ iih peP, qe, EELE 


pS q(z) =inf{> |; pleal) : 2 = (ey @ u;)), (3.30) 


IEEE {p@q: pc Pua E О} ER XGY 之 拓扑 ， 特 别 ， 
pS 9= Qy) = p(r)a(y). 

SX AY ARIS, XOY siut, A Iz e yl = 
iej |ы]. 特别 ， 当 X X Y 为 Hilbert 空间 时 ， 可 以 证 明 投 影 张 量 
Bi X@Y = C. (X*,Y), 而 Hilbert WEH XOY = СХ", Y). 


iy, 93 X 及 了 为 核 空间 时 ， Х®Ү 亦 为 核 空间 (Ml, BE 
Treves|1]). 
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PIE ж A ah YEA eB а B] t 59 € Sk F РА SS Ini 
TRER LOREM. SERS X RY, 我 们 以 
BIA, Y) 表示 X x Y LEMAR PRRs, WA 

命题 3.15 B(X,Y) RAM (XY Y". 

WEAR 对 f e (X&Y)*, Ф plz, y) = fle e y). WER foe 
为 (ХУУ — B(X,Y) 之 线性 单 射 (AAE f(z @y) = 0,Vz € 
Xy EY, Шу = 0); 反之 , 对 ee B(X,Y),z = у (z; @y) € £, 
令 f(z) = У, (03,05). BEF CHEAP co, fF AE 
Feet. CgubRGcESETE, BAERS, ЕЕ (> 0, FEX 
RY CERAM U КУ, U x V C ((z.u): [ф(т,у}| < є}, ДВП 
USV C {lf gy) <0, 但 后 者 为 绝对 凸 集 ， 从 而 rU @ V) c 
[roy < el BS ТЕ £ L AK Tit KE Hi F ABS, Т 
是 可 开拓 为 XSY БАЕ РА, ЖЕҢ f GT J TW yË Bh 
5j 2 3k. | ' 

当天 及 了 为 赋 范 空间 时 ， 上 述 代 数 同 构 也 是 等 距 同 档 (BB E 
为 Banach 空间 同 构 ), B(X, Y) 中 的 范 数 定义 为 


||| sup sup | (х,у) |. (3.31) 
CEINE 


命题 3.16 BX X Y ARIZ, MM 
B(X Y) = (X&Y)”. (3.32) 
证 明 考虑 命题 3.15 中 的 线性 同 构 映射 ， wp = fox. 因 
| ple, y) |= [fir @ vy < IF le vl = IF lel yll, 

& lel < [fl]. R2, W z € £ E |lz||=—1, H (3.30) RM, ve > 0, 
存在 2 的 一 个 表示 :， z= $5 @ yj), 使 У); ТА <1+є. 于 
М | 

f) =| У еба) |< ell У lest ssl < vi +9. 

3 j 
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4 e40. PR ЫШ ПР [heil T Ab YE RB j X SERR ph ST. E 

注 当 X 为 Fréchet 核 空 间 ， Y X Fréchet 空间 时 ， (3.32) 
DRL. ЖЕ BCX,Y) FEG RAFEH h 即 在 X 的 有 界 集 
MY HAAR RARE Е ОКК, 而 (ХФҮ)" 表示 强 对 
(A ја]. 其 证 明 可 参看 Schaefer[1] 或 Treves[1], 证 明 的 关键 是 对 
XƏY PE- RE B, 13k X RY PHAR B, Е В, EBS 
T B 8 B, Ayna TB), e В,))- th. 

MEE X BY HERA COX, Y) нар я 
L ÀS a+ =, WR ME DÀ F SHE, EE Schwartz 核定 理 的 抽 
5 JÉ X. 

定理 3.17 ik X Xj Fréchet 25 8], Y % Fréchet 空间 ， 则 


X OY = L(x", Y), (3.33) 
X'GY = (Х,У), (3.34) 
X*&Y* & LIX, ү") 

= BUX, Y) 

~(X@Y)", (3.35) 


FOP ВЕ И {ЙРУ АША ER, BOX, У) AR AU Th, С(Х,Ү) 
п ЖЗ HR Е — Be 32 ath. 
ШАН 我 们 只 证 明 (3.35) 中 后 两 个 同 构 关系 ， 且 假定 万 为 可 


列 Hilbert Ж 25 ја], Y 为 可 列 Hilbert 空间 ， 一 般 情 形 的 证 明 参 看 
Treves[1]. 


出 命题 3.16 后 面 的 注 ， 已 知 B(X, Y) = XYP. ХР 
pe B(X,Y), 令 六 表示 线性 映射 


Q: X23mz—rp(z,)cY* (3.36) 


Mi @ € £(X,Y*), Н 
ple, y) = (Pa, y). (3.37) 
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事实 上 


o E B(X, Y) ——3n,m Е IN,C »0vrc X u € Y 
Ie(z. uy) < С |а| lym 
Jn. m E IV. C > OVz € X 
|| dox | m < C [xl 
10 c CX, Y”), (3.38) 


从 而 SX, Y) КЕЖЕ СХ, Y). 
É Bi CX,B CY ARAB, 1 B. Z W: 


Bj = {9€ Y": sup ig. y)| < 1] 
ye Бо 
A Y" Z E A SB. Нм B, B Y 中 一 切 有 界 集 时 ， 其 极 构成 
Y" 22 A SD AE. {Нн 


sup sup (е, у) |< 1 4> ëB, c B>, (3.39) 
m£ Hi y 


从 而 映射 pre ЎРТА И, В 
B(X,Y) = (ХҮ). ' 


特别 ， 我 们 有 以 下 推论 : 

定理 3.18 (Gel’fand-Vilenkin{1]) ik X X Y 为 可 列 Hilbert Z 
IE X ARS. HJXI—UI e € B(X,Y), 存在 mnc iN 以 及 
AE £i (X4, VA) E 


ple, y) = (Axy, Vee X vu € Y. (3.40) 


SHE {ек} Rife} PHA X. 及 Y; 23, WI 


(2,9) = S^ AM, ек). gy), Wee X,y € Y, (3.41) 
k=1 
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HPA. >0 B. Y u= I AR < оо. 

WEAR 注意 到 (3.38) st, Qe (Х,У). dB X HARSH, їй 
FE т >n Lao: Xw — Xn 为 Hilbert-Schmidt BT, АШ 
А = Go Inn € £oy( Xy, Y3). 其 余 都 是 显然 的 推论 ， ' 

应 用 到 具体 空间 X = SUR™) K Y = SUR"), WA 

定理 3.19 我 们 有 

S*(R™)2S* UR") = CRT), S*UR")) 
= (SUR™)SS(R"))" 
= S*UR™*), (3.42) 
因此 ， VA e £(SUR™),S*UR")), 唯一 地 对 应 于 一 个 核 KK € 
SHROT), hh | 


(Кр BP) = (Кр,фу ре SUR”) ре SUR"), — (343) 
或 者 形式 地 写成 
Ro(«) = / K (z, y)e(g)dy, (3.44) 
" 


这 就 是 Schwartz 核定 理 的 原来 形式 ， 


84. 拓扑 线性 空间 上 的 Borel 测 度 


4.1 Minlos-Sazanov 定理 

设 五 为 一 实 可 分 Hilbert 空间 ， ВОН) 为 它 的 Borel o- 代数 . 
AA B(H) 为 可 分 o- 代数 (BHH B(H) 是 可 数 生成 的 ). 可 测 空 间 
(H,B(H)) ЕК H 上 的 Borel HE. 下 面 我 们 只 讨论 H 
BJ В Borel 测度 

EX 4.1 Hu A H EbJ—# Borel ВЕ. 5 


fle) = | Cud), z € ni, (4.1) 
if 


ER E и AY Fourier 变换 . 

(1) (0) = (H); 

(2) ñ Æ H LES (REB XT H 的 弱 拓 扑 连 续 ); 

(3) £ IER, МУ НЕНА n > 2 Коп, ra € Н ЯП 
复数 ones 


Y Alzi- zk)arGk > 0. (4.2) 
事实 上 ， (4.2) AT h FAH 


file, — зһ)очаһ = a ern t) 
2. йш k) Gk = 

人 和 们 自然 要 问 : 是 否 H EWEA EEEE РЕЖЕ 8: AR 
Borel # E fJ Fourier BR? MRA 是 有 穷 维 欧 氏 空间 , SRA 
定 的 {经典 的 Bochner 定理 说 明了 这 一 点 ). 但 对 无 穷 维 Hilbert 空 
А] Н, 管 案 是 否定 的 ， 例 如 ， 令 v(r)-expi-;lze^). Me E H 
上 的 正定 连续 泛 函 , 但 yw FE H 上 基 个 有 限 Borel 测度 的 Fourier 
变换 . 下 面 我 们 将 致力 于 找到 有 限 Borel 测度 的 Fourier 变换 的 一 
Л ЖШ. 为 此 先 证 明 若 干 引 理 ， 

SHR 42 ож H bree. Ш 


2 


p (du). 








(1) le(z)| < o(0), р(х) = plx), Vz € H; 
(2)|e(z) — e(y)| < 2y ply lpt) — pla —y)l, vr,y € H; 
(3) le(0) ~ р(х) < V 2e6(0)(e(0) — Re y(a)), Vz € H. 
Ша ху € H. > 
(0) p(x) piy) 
A= e(0) (e) Q B= Е yO} py- a) 
E (wes) #9). 7 e(-w) el-u) lo) 


-H 





由 2” 的 正定 性 推 知 A n BAIS. RS AT = A, 这 里 
A Xo A HR. HA ple} = e(—z). 此 外 由 det A > 0 HER 
holz} < e(0). (1) 得 证 . 由 (1) A, ЖЕ B 中 的 元 素 elr), e(-y) 
及 ply — z) 可 用 pl2),o(y) 及 ela — y) FR. 计算 B 的 行列 式 可 
得 








det B = y(0)* — e(0)|g(z — y)? 
~ e(z)e(0)we(z) — ole — v)vty)] 
+ e(u)[e(z)e(z — у) — Ф(0)(у)] 
= e (0)* — e(0))e(x — у)? 
— e(0)1e(z) — pip)? 
+ 2Re[v(y)v(z)(e(z — v) ~ v(0))]. 








因为 
ф(0)° — (Olele — у) < 2p{0)|p(0) — ple — y), 
所 以 
0 < det B < 4e(0)*le(0) — v(x — y) — e(O)le(z) - e), 
由 此 推 得 (2). (3) 式 可 由 如 下 不 等 式 推出 


le(0) 一 zi = (e(0) — ф(а))((0) — v(z)) 
= (0) — 242(0)Ве p(x) + lpo]? 
< 2(0)* ~ 29(0)Re ф(х). 


B| BB Е 5E. Р 
引 理 4.3 ын ERAR Borel 测度 , 则 下 列 断 言 等 价 ， 
(1) fg lell eide) < co; 
(2) 存在 一 正 的 对 称 迹 算 子 S, 使 得 усуе H A 


(Sr,u) = | (5:3. zalde). (4.3) 
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”如 果 (2) 成 立 ， 则 
Tr s = f lel ade). (4.4) 
H 


证 明 设 (2) R. 4 {en} 为 H 的 一 组 标准 正 交 基 ， 则 有 


f, дч) - fie es) (dx) 


= (5е;,е;) = Tr S. (4.5) 


j=l 


这 表明 (1) 成 立 ， 并 有 (4.4) Ж. 反之 ， 设 (1) 成 立 ， 则 
/ (æ, }(у, z)lu(dz) < Mel [lull J 121242). 
Н Н 


于 是 存在 H 上 一 有 界线 性 算 子 S, 使 得 (4.3) or. 显然 S 是 正 
的 和 对 称 的 . 此 外 ， 由 (4.5) An 


Irs - | ll nda) < oo. 
H 


从 而 S ЖАЗУУ. І 


下 一 定理 是 Minlos-Sazanov E 1B. 

定理 44 Бож Н LEHNER, WSS SE. 
(De A A Еж 6E Borel MRE p HJ Fourier PR, 

(2) Ve > О, LEM MMR T Se HS 


(Sez, x) < 1 => Ке(ұ(0) — p(T) < e; (4.5) 


(3) 存在 H 上 对 称 迹 算 子 9, 使 得 o KT H 的 如 下 范 数 由 |， 
连续 (或 内 在 x = 0 处 连续 ): 


ll. = (Sz,z)!/? = |622. (4.7) 
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чаг, te thes FF TY Т? 1 


证 明 (1) — (2). HE v = B. 对 一 切 了 > 0, 我 们 有 


Re(v(0) — e(z)) = f (1 — cos(z, z))n(dz) 


1 2 . 
<s; J ac Pm etat Mel > 


4 m(A) = nA 11 < D. 对 ui 应 用 引 理 4.3 知 ， 存 在 一 正 的 
IRAT В. 使 得 
(Вуга) = Í _ (ns uda) 
|а| Y 
TAR € > 0, 先 选 取 y > 0 使 得 n([|z| > |) < e/4, Hi 5, = 
eiB, MA 
Re(y(0) — w(x) < S (Sen, z) + =. 


(2) = (1). $ (2) BAZ, Ш Re e(z) Æ х = 0 Shae. AK HSI 
FR 4.2 Aly E FESR. MERE H 上 的 一 组 标准 正 区 基 
{en}, FEE BRR n > 1, 4 


fis ы = (oiea +07 tone), w ER, Ljan, (48) 


H fa... AR” FE B9— F ХЕРА ЗХ. 由 既 典 的 Bochner 定理 知 ， 
fia, A R E—A WE Borel 测度 ti... f) Fourier ЖШ. f 
然 ， 测 度 族 {и am 满足 Kolmogorov 测度 扩张 定理 的 相 容 性 条 
fF. TEPE URTU.B(RT)) EEDA REE » 使 得 
Bay ТОО Cor : Ain yt, (4.9) 

其 中 X; (o) = шр = (ил, шә," ) = R”. 

下 面 我 们 要 证 明 7, XE < оо, ae. WH, Ф Р, 为 R" 
上 标准 Gauss HIRE. M 


| u 1 
f e oin tanta) D. (dy) -一 expl __ 5 у=. (4.10) 
j—1 
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fE e > 0, 依据 假定 ， 存 在 正 的 对 称 迹 算 子 S, 使 (4.6) LV. T 
是 有 


010} — Re pis) < є + 26(0)(S.z,z) , Vx c H. [4.11) 

H Fubini 定理 得 

v (0) -J ехр{ ~ PE 

b wf NOR 

(0) -f (Zuen) Pala 
n А 0) – Ве MA (dy), 

由 (4.11) 式 ， 上 式 不 超过 

€ + 2(0) 人 (s owe 2 meets) Pal 


j=l 


= € + 2p(0) Y ens €k4.j)- 


j=1 


ВР n > 1 是 任意 的 ， 故 由 上 式 推 知 


v0) -f expl — 5 一 二 y Ge S e + 2900) У (Seez, ez) 


2 < =Kk+ 了 志 RR 十 1 
(4.12) 
Е (4.12) rb k — oo HS e | D 即 得 (注意 o(0) = v(R?)) 


y(O) 一 m Jj. ехр{ E ; >` X? hav = 0, 


j7k41 
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xx te BH У) X; «DO, U-A.6.. 

最 后 ， 令 Х(ш) = У Х;(ш)е;, Ш X ÆR” E v-a.e. 有 和 证 
X, НХ X H- (WTR. $ a= vo X Ju pos ENA 
限 Borel ME, H (4.9) 343 


a( Y (cei)e) = fi sm e) (@, en)) 
j=l 


Ti 


= [> (z, ee; ). 


j=l 


А n — oo B f$ B = р. (2) = (1) TEE. 

(2) == (3). 设 (2) АЗУ. SS), 79 8 e = 1/k 相应 的 正 的 对 称 
WAT, XEHX Ak > 0, 使 得 55, ARTIS, < оо, 令 — > k Ању. 
MU S 为 正 的 对 称 迹 算 子 .显然 有 


(Sz,z) < Àk — (Sier, z) < 1 
=> Ве(е(0) ~ e(z)) < ү. 
于 是 Re v(x) E т —0 ARF IER |]. ESE, AT HSB 4.2 XU р 
ТЕ H 上 关于 范 数 |: l EE. RH (2) 一 > (3). RZ, W (3) 成 
3E. RY RE є > 0, 存在 5> 0, ETE |z, < 6 ==» Relo) ple) < є. 
4 S, = 67-15, W| (4.6) 成 立 ， 从 而 (3) — (2) 得 证 . E 
下 面 我 们 将 给 出 Minlos-Sazanov 定理 的 一 个 更 加 常用 形式 
一 一 Minlos ЕЯ. 为 此 ， 先 引进 若 于 记号 和 准备 一 些 引 理 . 
设 号 为 所 上 一 正 的 对 稼 可 道 迹 算 子 . 在 五 上 引进 新 的 内 积 
(,)- RYH || l|. 如 下 : 


(sy) = (Bry) , lel = (Ва, а) = 81025]. (4.13) 


RMA H- 表示 WORF || |- Sse, WAR (2) 可 以 连续 
DRE A. L. B H_ 关于 (,-)- 为 一 可 分 Hilbert 空间 ， 另 一 方 
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E SH, RRB? 前 定义 域 ， 则 易 知 OH. 为 BI 的 值 域 ( 即 
H, = BV2(H)) 在 H, 上 引进 内 积 C J), В l+ 如 下 : 


(+ = (B^, By), ||, = [B^ ?2|| ,zr € Hy. (4.14) 


则 显然 有 
|Bz|- = 180, «єн, (4.15) 
IB zl = 15|, 2 £ BCA), (4.16) 
le < Bl alls; тє H.. (4.17) 


关于 空间 A RAL, 我 们 有 如 下 结果 : 

引 理 4.5 ЕЕ ЕМИ УЫ Е, RNA 

(1) Hy BAR (94 为 一 可 分 Hilbert 空间 ; 

(2) B 可 延 拓 成 为 五 Z| H, 上 的 保 范 算 子 ， Bo! 可 延 拓 成 
Aj H, 到 五 - LAAT; 

(3) 作为 H- 中 的 线性 算 子 ， B 是 正 的 对 称 迹 算 子 ， 并 且 有 
Tr. B = TrB. 这 里 TB 表示 在 H_ 中 计算 B 的 迹 . 

(4) H, УН НН, Ay x H_ FE) ER C 
Aj 

(c, = (Віт, у), reh, yeH. (4.18) 

WEBB 设 {xn} A H. PRIA j|. ЕЖУ]. H (4.17) HI, 
{tn} FA H 中 的 基本 列 ， 记 其 极限 为 r oy = B rn, MH 
{yn} A Н ЖУ, BRA v. 于 是 有 


z= lim z, = lim By, = Ву. 
TL.— Ux ni oo 
这 表明 re H,, AA 
len — «|a. = |B {en — z)|| = lus — yil — 0. 


TE, Н. HIG |. 是 完备 的 , 即 H. RAB (+ 为 Hilbert 


25 [В]. 
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(2) 直接 出 (4.15) 及 (4.16) ERI. 
(3) 作为 五 ”上 的 线性 算 子 ， B 的 正 性 及 对 称 性 容易 验证 ， 
ftu BE H ER Tr. ВТЕ Н БЮ У 


Br = УА (а, en en , ZEH. 


ATRE ВНШ, fen} AR ARR. + f, = en/VAn, 则 
(B fn, fm) 一 (AnAm)7?/7( Ben, Em) = бт. a {А} ^ H. 的 一 组 
+. 我 们 有 


Tr-B — У (Bf.,f.)- = BA? = УА, = Tr B. 


n=] n=l n=] 


(4) Ht (2) Al (4.18) 定义 的 双 线 性 型 4-,.) 有 意义 ， 此 外 有 
Keyl < 187 zl и. = Па. 


这 表明 0,0 为 使 H, ЯП H_ PARA, . E 
有 了 上 面 的 准备 以 后 ， 栽 们 可 以 证 明 如 下 的 Minlos 定理 . 
ЖЕ 4.6 ke AH b—3it8GEXIRRE, 如 为 五 上 一 正 的 

对 称 可 道 迹 算 子 ， 五 ”如 前 面 所 定义 则 存在 吾 _ 上 唯一 的 有 限 

Borel URE p, 使 得 


/ edi = pla), Ware Ну. (4.19) 
Н. 


WERA Ree Ho, (r)—wy(Bz) MER og Н. 上 的 下 
ER. НУ 45 41, BWA EMER Re. Æ 


lele = L8 7|. = Bz} . 
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H ç fE H БЕ y EH- EXT S | |. 的 连续 性 . 
故 由 定理 4.4 Ano HO E$ AE Borel 测度 p 的 Fourier Ж 
№, ENA 


f, «adm. Wen. (4.20) 
在 (4.20) PS y = Bole, x € Ai, 则 由 (4.18) FEB (4.19). 定理 证 
B. E 

É X 为 可 列 Hilbert 2 25 [8], X* AEIR. He 3.8, 
Үл € IN, Эт > n, RAR fam i: Xm > X, ADRS. BAM, 
HOS (f I2: XL X. DARAT. 设 y 为 区 上 的 连续 
EZK, Ш о HER Hilbert 空间 X, 中 连续 . HX 5 X, 
{通过 Riess PRA) 等 同 起 来 ， 并 在 定理 4.6 中 以 X, RA, xz. fŠ 
H_, Slay A 关上 存在 唯一 有 限 Borel 测度 p, LL p АҢ Fourier 
变换 . 注意 X* = U, X5. 因此 我 们 有 

定理 4.7 可 列 Hilbert 核 空间 X LAE PEAS URE 
其 对 俑 空间 X* E ES Borel 测度 的 Fourier 变换 . 

特别 ， 若 X — H e X* 为 Gelfang 三 元 组 ( B, 83 ), 6,-) X9 
XxX* КЕ Ж А ЕШ. 则 对 X ER -EREEREER y, 
存在 X* 上 唯一 的 有 限 Borel 测度 и, f 


/ в (dz) = plr), zg X. (4.21) 
x" 


我 们 称 g(r) 为 д 的 BERS B. 


4.2 Hilbert 空间 上 的 Gauss 测度 


下 而 我 们 研究 H 上 的 一 类 特殊 的 Borel 概率 测度 Gauss 
BRE. Hot. 我 们 对 Н 上 一 般 的 Borel 概率 测度 引进 均值 向 量 和 
协 方差 算 子 概念 . 

定义 48 Hon Н EH Borel 概率 测度 ， 如 果 对 一 切 





Ü- 


r€ H, Ж z — (z, z) 关于 pg АН, EFE Н 9—26 m, 使 得 
(m, z) = / (2,z)u(dz), z € E, (4.22) 
ñ | 


则 称 m Ae 的 均值 向 量 . 如 果 进 一 步 存 在 H 上 的 一 正 的 对 称 线 
性 算 子 B, 使 得 


(Bey) = | (та): ти), Мерен, (A23) 


ШЕ B ўр BU ЬЕ ИЙ Т. 

353 (& ги] ЖП УЛ; 7 AR EE. 但 着 f, ||=lle (dz) < co 
, 则 由 Riess 表现 定理 知 均值 向 量 m ТЕТЕ, А ||т|| < fy llzl[u(da). 
йж 2b fy llel nide) < oo, 则 由 前 面 的 引 理 4.3 知 ， 在 在 一 
正 的 对 称 迹 算 子 5, 使 得 


(Suy) f G.3)»2(d), VeyeH. (а) 


А 

Be = Sz — (m,r)m. (4.25) 
容易 验证 B 满足 (4.23), BA ЮУ. 这 了 时 B 亦 为 正 
ЕТЕ Я Г. 

ЖУ 4.9 уи H 上 的 一 Borel RRM. р 
z € Н, МЯ (z,') 服从 Gauss 分 布 ， 则 称 н 为 Gauss 测度 . 

下 面 我 们 将 通过 Fourier 变换 来 刻画 Gauss 测度 .为 此 ,我 们 
需要 一 个 分 析 引 理 . 

引 理 4.10 设 [o5] 为 一 列 实 数 ， 满 足 577 oF = oo. HH 
存在 一 列 实数 (8,), 使 得 058; > 0, Vj 2 1, 5252182 < oo Н 
pam G; B; = ос. 

证 明 令 no = 0, 并 归纳 定义 n WF: 


na = inffi: $5 4, 0221), k>1. 


Bl: 


显然 有 nk Тоо. > 


| EY —1/2 

ik . 

&--( у о meth SiS mei, k=01,2... 
1=%6 + 1 





则 o;2; > 0, Yi > 1, BA 





on oO фа ox 1 

э эрэ (Paige 

j—1 k=0 I-—mn1 k-ü 

Лк +1 Wht 1/2 
Lata Y obral Mu) 
j &=0 j—nkJ-1 j-n&dl 
> 
k=0 
引 理 证 毕 . І 


下 一 定理 给 出 了 Gauss MRR — а. 
EJE 4.11 H FB Borel 概率 测度 上 是 Gauss WE E A +, 
分 条 件 是 其 Fourier Fie p AUF RIA: 


&(z) = exp(i(m,z) - 1(82,2)) ， (4.36) 


Heme, ВАН LE85—i1ERIXSESEXESE T. 这 时 ，m 28 pe fj 
HEHE, B 为 上 & ИЛЕТ. ЖУБА 


/ |z|2 (dz) = Tr B + ||]. (4.27) 
z | 

WEAR 必要 性 . И н — Gauss SHE. 先 证 Jg lzl^u(dz) < oc. 
IK (BE. MET z, (e) 服从 Gauss 分 布 ， 于 是 存在 实数 ms BIE 
数 oj, 使 得 


ale) = 上 e» (ах) = exp{ims — 402}. — (4.28) 
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А fey Н 的 标准 正 交 基 ， 则 
上 |х{и(4т) = > [А (ej, 2)? u(de) = уез mi). (229) 

AU 18;] A —3 Se Ж, 使 得 буте, 2 0, У 8; < OO. + 
E(x) = Byles.) ， (4.30) 


Wi £ 为 一 Gauss 随机 变量 【因由 Schwarz PHA, ERA E 
ARDO 其 均值 必 有 限 ， 即 y ут, < oc. 于 是 由 引 理 410 
知 ， 必 有 ami «oo 因此， 为 证 falle eldr) < со, 只 需 
证 557102 < oo. 由 定理 4.4 知 ， 存 在 正 的 对 称 迹 算 子 S, 使 得 
(Sz,z) < 1 => 1 -Rej(z) < 5. 于 是 我 们 有 


1 ~ 1 
1 一 exp{ 一 了 cz} < 1 — Reg(z) < (Sx2,xr) + 3 vec H. (43lj 


无 妨 设 S 的 零 空间 为 {0}. X z € H, s £0, 5 у = B(Sz,z)] 1⁄2x, 
出 o? = [3(Sz,z)]7!e2. (Sy. y) = 1. H y (RE (4.31) Ф х, 得 到 


| | g? <2 
~ EXP) 7 =) = 3° 
即 有 e? < (6log3)(Sz,x), Vr € H. 由 此 推 知 


У < (6log3)Tr $ < оо. 


Aik, 最终 证 明了 fy lzl26(dz) < oo. 由 定义 4.8 下 面 的 说 明知 ， 
pH BEE m 及 协 方差 算 子 B 存在 . 采用 前 面 的 记号 ,我 们 有 


ms = | (z, 2Əutdz) = (тг), 
H 
2 = | (2, =} ulaz) = m2 = [ e 2 — im alua) 
= | (z,2 —m)*p(dz) = (Br, r). 
H 


“63+ 


故 由 (4.28) 推 得 (4.26), 由 (4.29) 推 得 (4.27). 
充分 性 me H, BAH Eñ — IE ЧИЯ, 


p(z) = exp{i(m,z) — }(Bz,2)}, 


NAR BIE Н EER. > 
Sr = Bz + (т, z)m, 
则 弛 为 马上 正 的 对 称 迹 算 子 . 在 五 上 定义 范 数 || |. 如 下 ; 
||. = I5 ^ = ((Bz,z) + (m, 2)?)!?. 


显然 ple) YE z = 0 AKT ||. 连续 ， 故 由 定理 44 知 28 
H 上 某 一 Borel 概率 测度 u НЧ Fourier Bi. GPRM p F. 

7—0 z € H, (œ) RASA (m.m), ЗЕ (Ва, х) 的 Gauss 
1н. FEREN p XJ Gauss 测度 ， 定 理 证 毕 . І 


4.3 Banach Æ [Bj Е BJ Gauss mj PF 


现在 我 们 转向 研究 Banach 空间 上 的 Gauss А. 首先 引进 
柱 集 及 柱 测度 等 基本 概念 . 

HEX 为 一 实 可 分 Banach 空间 ， X* ARMAS. BAN 
ПП || x. 分 别 表示 X A X ЕЯ, ЗЕН C, XR X x X" 
上 的 典 则 又 线性 型 ， 令 ZOX") Ж лу X" 的 有 限 维 线性 子 空间 的 全 
体 ， 对 给 定 K € Z(X*), 我 们 称 形 如 


CQ = {xE X : ({х, р), ,rm, Ym] € E) (4.32) 
HRA 以 五 为 底 的 柱 集 , 这 里 % > 1, E 为 IR" 的 Borel $3, 
1,777. € К. RNA CK) 表示 由 以 下 ЗЕЕ X E+ 
成 的 o- 代数 . 令 


R(X)- |) euo. ` (4.33) 
Kerz(X*) 





则 (X) Ay de. 

3|X8 4.12 it X 为 一 实 可 分 Banach 空间 ， 则 o(R(X)) = 
B(X). 这 里 B(X) AX 的 Borela- 代数 . 

ШЕВ 首先 ， 显 然 有 o(R(X)) C BX). AT X 为 可 分 距离 空 
[H]. 每 个 开 集 可 表 为 可 数 个 财 球 的 并 . 因此 , 为 证 RX) = B(X), 
只 需 证 每 个 闭 球 属于 (R(X). W S = (m : je- zo| <r}, 其 中 
20 € X, r > 0. + (a4) Х HA BSH. 由 Hahn-Banach 定 
理 , HRA n > 1, FE z, € X*, 使 得 (an, 2n) = |а|), za lx+ = 1. 
4 


Т = |= єх ' [fz — zon < т}. 
m=] 
BAS cT, T eo(R{X)). {ЕШ S = T. Bx Z€ S, B) le- zrl] = 
ri > r, WERT п, 使 得 ||z — zo 一 ам|| < (r1 — r)/2. 这 时 必 有 
(anl > (r1 +r)/2, EUR 


[KE — zo, Zn)| > (па, 2n)| — |{® — £o — Gn, Zn) 


> lasl| Пе zo — anll >т. 


这 表明 z ET. FHT C 5. RAG S=Teal(R(X)). EHE. [| 

REX 4.13 itu АХ) БАЗЕ р. 如 果 eX) =1, Н 
К e F(X*), p BP o- JU CR) 为 一 测度 , 则 称 p 29 X E 
的 kt (概率 ) 测度 . X 上 的 复 值 函数 f, 如 果 存 在 某 个 K e F(X"), 
使 得 f 关于 C(K) AWM, Gu f 称 为 КЕРЕ. 

SREB f 关于 柱 测度 à 的 积分 是 有 意义 的 ， 只 要 把 柱 测 
度 看 成 使 了 可 测 的 o- 代数 C(K) БЕ. RIIE Jy (е) (ас) 
表示 这 一 积分 ， 特 别 ， 对 柱 测 度 z, 我 们 可 令 


jif z) -f ei^ ufde), ze X* , (4.34) 
x 


TR £ XJ pn A) BR EE. 


. G45 . 


SER, FEMURS Erik i РА А X" EASE. RZ, W 
v X X* 上 的 连续 正定 活 函 ， 且 w(0) = 1, 则 存在 唯一 的 柱 测 度 и, 
EE о 为 р KIZ BR. 

一 个 自然 的 问题 是 : ATOR ЈЕ ИГЫ SK ROS X ESI 
Bore] WE? 下 面 我 们 将 对 一 种 特殊 情形 回答 这 一 问题 . 这 一 特殊 
情形 是 ， Banach 空间 X 是 某 个 实 可 分 Hilbert 空间 Н KTH 
较 弱 范 数 的 完备 化, ПХ ЕРДЕ ДЕАШ H 上 的 某 个 柱 测度 E 
升 ” 得 到 的 . 

te Н у — 3k a] ot Hilbert yal. RA (49) 及 | -| GAR 
APRA RI. XX PLAS, 满足 如 下 条 件 ， 
和 存在 一 常数 c > 0, 使 得 e|] < eei 这 时 ， 我 们 说 范 数 站 并 ҤЕ 
199. OX AA XT R33 | SEB (b, WJ X 为 一 可 分 Banach 
zB], H nT X 的 一 线性 子 空间 . 我 们 将 H mpi Ht 与 H 
等 同 起 来 ， 则 x 的 对 偶 空 间 X* 可 以 视 为 五 my. 


A = fy ЄН: sup |(z,y)}] < оо} . . (4.35) 
zcH,lzl-1 
我 们 用 C. Has X x X" 上 的 典 则 双 线 性 型 ， 则 (J) YE x x* 
上 与 内 积 (.,…) 吻合 ， 即 有 


(x,y) = (х,у), Vz € H, ye X". (4.36) 


我 们 用 F(X 及 F) 分 别 表示 X" 及 H 的 有 限 维 子 空 间 全 
体 ， 由 于 F(X") C Z(H), 且 对 每 个 K € F(X"), ЖЫ Cx(K) 及 
Ca(K) RIERA K ARERR X BA EER o- 代数 ， 
则 Cx(K)A НС Cg(K). Al, BIA R(X)NA CR). 这 样 
一 来 , 对 五 上 的 每 个 柱 测度 и, RIIT х Е ENW EE u 
WT: 

НС) = С пн), CERI), (4.37) 
我 们 称 p* A e BX EB 提升. 显然 ,对 ze X", 我 们 有 六 (x) = 
H(z). 这 表明 u* HRE PS Rh и 的 特征 泛 函 在 X" 上 的 限制 . 今 


бй. 


ERINA (A,X, н) S EB SI ER Hilbert 2378], Banach 空间 及 
H 上 的 往 测 度 ， 并 称 它 为 基本 三 元 组 . 在 回答 前 面 提出 的 问题 之 
BY, 我 们 还 需要 引进 可 测 范 数 概念 ， 它 是 Gross 在 [1| 中 景 早 提出 
下 面 我 们 用 p 表示 H 中 有 限 维 ( 正 交 ) 投影 算 子 全 体 ， 对 
P e P, f(r) = ||P=||, e E, MJ f E H LHR wR. 

定义 4.14 设 (H,|-]) 为 一 Hilbert SA, 为 H 上 的 柱 测 
М, | AA EBA, AR). 59. 如 果 对 于 每 个 
e > Ü, FE F. € P, 使 得 对 任何 与 P. eH P EPH 


píz € H : |Pzl| > e} < e, 


ШК Л ЖУ в 可 测 . 

定义 4.15 иж H БИЕ. 如果 р(х) = api hlel) 
则 称 呈 为 五 上 的 (标准 )JGauss 柱 测度 . 

BR, д A Gauss EWE, У В P e p, ноР-1 
为 P(A) 上 的 Gauss ЭДЕ. 

下 一 定理 是 著名 的 Gross 定理 . 

定理 4.16 设 (Н, Хн) 为 一 基本 三 元 组 .如 果 u Ж Gauss ft 
测度 ， 且 范 数 ||] Ae 可 测 的 ， 则 到 关上 的 提升 o" 可 以 扩 
KA X 上 的 Borel 测度 ， 称 它 为 X 上 的 Gauss 测度 . 

证 明 下 面 证 明 来 自 Kallianpur[1]. + (£4) 为 某 个 概率 空间 
(0,7, mj 上 的 一 询 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 ， 由 范 数 || - |] 的 
ж-н], ТЕТЕ Н 的 一 列 有 限 维 正 交 投影 Р, р. E P. IU 为 
恒 等 算 子 ) 且 对 任何 与 P. ERK PEP A 


{re H: ||Paæll > 27%} < 27", 


我 们 可 以 选取 H 的 一 组 标准 正 交 基 {en}, 使 得 {e1,… ,en } 为 
РЫН) 的 标准 正 交 基 ， 令 


= > & we; , 
j=l 
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NANA 


Tei 
"kki— Ue — 3 Ewe; . 
janet 
由 于 Рах 一 Pez = У Ge es)e;, Н УЕ є В(Д" 7n), 


miu (Engil) sen, (w)) c E) 
一 pic € H: (lengt E) (Өл, ®)) Є Е}, 


THA 
mimi — mll > 27*) = ele € Н: |Р.1х- Раш > 2 51 < 2 F 


因此 ， (mÜ) KR RR X- {АВЫ о. Фи Ay Maa, 
El = mon, 则 对 每 个 z € Х*, 


ра) = | еба) = | e (a) 
= jim, f ee esz mt) 


The 
= lim [Tem 12 Lg). 


j=l 


mR н" Bev fE R(X) 上 一 致 ， 即 vv 为 at 的 扩张 . 

ЕУ 4.17 É; X 29— SE nH 4 Banach =, p X X ER Borel 
概率 测度 ， 如 果 对 一 切 z E X*, 6.25 为 在 上 的 零 均 值 正 态 随机 变 
ФА, ШЖ pA X 上 的 对称 Gauss WE. 这 时 称 (X, B(X), n) 为 
Gauss 测度 空间 . 

I (Х,8(Х), н) A Gauss 测度 空间 ， H 为 一 Hilbert 空间 ， 
BE X PH, X 的 范 数 |- || MT H АН BJ Hilbert FE |. | 
989, ARK H WBS ASR, Mü X RS X* apu 
为 H 的 子 集 . & u ВАЕ A A(z) = exp{—${z|?}, z € X*, 则 称 
三 元 组 (H,X, р) 为 一 抽象 Wiener 空间 . 
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可 以 证 明 ; 对 任 一 实 可 分 Banach 空间 X, 至少 可 以 构造 天 的 
—_ MRTE H, 它 按 某 个 Hilbert 范 数 为 Hilbert hh), E X 
AY Fea PEF H ШН AY Hilbert 99, НЭТ H 上 的 标准 Gauss 
柱 测度 可 测 . TE, HEE 416 ЭП: FEX 上 的 唯一 Gauss 测度 
LEE H КЕЖЕ X 上 的 提升 的 扩张 ), E (H, X, p) 为 一 抽 
& Wiener 空间 ， 进 一 步 可 以 证 有 明 (2 Kuo[1]): 

定理 4.18 (HH, Хн) 为 抽象 Wiener 空间 ， 则 存在 另 一 Ba- 
nach 空间 Y, ЖҮ oO X AR, Н (ALY, н) 仍 为 抽象 Wiener 3 
[8]. 

下 一 定理 表明 : h Wiener 25 |ñ] ЖЕ B] Cameron-Martin 空间 
#5] A — FHS Wiener 空间 . 

定理 4.19 4 X = Co([0,15; R°) Ж (0,1] 上 在 0 处 为 0 的 
R^. 值 连 续 函 数 全 体 ， || Хх БАЕ, ВХА = 
(Rise sha) € X, А = У, воро | Ailt) |. + 


d 1 
H = (^ € X : f А, CUES, a> | Ai(sPds < i 
| i-i 79 
(Н у Cameron-Martin F) 在 五 上 定义 如 下 内 积 : 
d 1 
(h,g) = x / hi(s(sds, hg € H. (4.38) 
ici 49 


H EMEA | | Re AX ЕКИ Wiener 测度 (BD d- 维 
标准 Brown 运动 的 分 布 ), 则 (H, Хн) 为 一 抽象 Wiener 空间 ， 

证 明 首先 ， 易 证 X WR || - || RF H H H BD Hilbert ў 
Ж |199, НН fE X PR. 下 面 我 们 将 把 X 的 对 个 空间 X dk 
(4.35) 与 H 的 一 子 集 等 同 起 来 . 由 Riess 表现 定理 ， X* 为 (0,1] 
上 有 d THERESE, X x X* 上 的 典 出 双 线 性 型 
为 


z=1 


d 1 
lav) =>] wila)dvi(s). (4.39) 
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& 


of (i) = и, | (00,904, (4.40) 
Ü 
Ml o" = (gr... g) € H, HA 
gy (t) = w((0,1) — rlia, th, 0x tx 1. (4.41) 


特别 gf (1) = 0. T E BUB BRE E | ER oP BAR OA 


(hy) = >» f noidat У [ MOKO. 


=1 


- (h, gh Whe dl. (4.42) 


这 表明 ， 我 们 可 以 把 X* 中 的 v H H mig" 等同 起 来 ， 另 一 方 
m, d Bir) = z(t), z€ X, WE u F, (B,,0 <t < 1) A d- H 
标准 Brown 运动 . 由 随机 积分 的 分 部 积分 公式 得 


> í 3f (s)dBi(z --¥ d z G4 (5) = (9) , pete. 


于 是 我 们 有 


ily) = f. eite (dz) = IE p | exp Í: f i" (4B, || 
= exp} -3 Y: Í: ras) = exp dug") . 


per 
НЮ, ЖУ (H, X, н) 为 一 抽象 Wiener 空间 . B 
ig fog ЖАППЫ, Fernique 关于 Banach 空间 中 对 称 Gauss 调度 的 
— BE ee RIA H. 
定理 4.20 设 马 为 一 实 可 分 Banach 空间 ， 上 XA (E, B(E)) 上 
的 对 称 Gauss WA. MFE A> 0, 使 得 


[А ese (dz) < оо. (4.43) 


TQ: 


HEAR 设立, 为 某 个 概率 空间 (0,27. JP) 上 的 两 个 独立 E- (B 
随机 元 ， 其 分 布 都 是 н. > 


~ 1 ~ 1 
X = (X +Y), Y = -zX -Y) 


FBEH, X SY 相互 独立 ， 且 其 分 布 仍 为 4. W > s> 0, WJ 


di 


Р(Х € sP(||X|| > t) = PUY || < S2PXI > t) 


_ pfxX-Y Np EX e Y] 
-»( JA <s)ef V >t) 
IX – У || |X + У] 
— (120 < s, — => ) 
< ІРО XY HYH |< v32s, |X|] У > 29) 


< P(IX > 2, үү > 2) 
= je (ux > x) (4.44) 


[B] xi r > 0. 4 to = n, tn = T + V2, n > 1, = X. 


Р(Х > tn) 
—— п=й,1,2,. 
PIXI < r) ` 





cnlr) = 
则 由 (4.44) 得 到 


P(|X|| > — Vat,) 
БХ) ~ 
P(||X|| > ta)? 

s Panic 


an 二 iT = 


= as(r)? ‚з = 0,1,2,..: 


于 是 aur) < exp{2nlogay(r)}, п=0,1,.--. 此 外 ,由 于 (Itip 
> ty, 


Р(|Х > (2) **r) < IPQ[X || > ta) = о. (РОХ < r) 
< exp{2nlogaæg(r}}, m=0,1,2,---. 


.7 了 1 . 


B, XF 30, 
En = {rEE: (V2) ttr < |а| < (V2 r}, 


我 们 有 
f exlzl (dz) = > / eX i=] „(йу 
|а| >4r — En 
< > JP(||X || > (/2)"t4r) expf{Ar72a"* 5} 
| n-ü 
< Ў ` exp{2n(log aglr) + 32Ar7)} 
n=O 


ЖЕ r 充分 大 ， 使 PIXI > r) < eUPUXI < r), BRA 充分 
小 ， 使 得 
РОХ] >т) 


?8 DXi < r) 


+ 32Ar? < —1, 


HF 2n < 2^, RA 


2 





A |Ë ||? dz) < Gar? € | 
上 e pidr) < е + =— 


定理 证 毕 ， E 
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第 二 章 8 Malliavin 随机 变 分 学 


Malliavin 随机 变 分 学 是 Wiener 空间 上 的 一 种 无 穷 维 微分 分 
Bi. EA 1923 年 N. Wiener 构造 了 Brown 运动 的 数学 模型 ， 即 
连续 函数 空间 上 的 Wiener 测度 以 来 ， 人们 试图 对 Wiener % PS 8t 
а — 5016. 但 不 幸 的 是 , IS LZ РЫ, 例如 Ió 积分 或 
tô 随机 微分 方程 的 解 , 作为 Wiener = [а] LN, AP XB dE EX 
的 ,当然 更 谈 不 上 存在 Fréchet ФТ. 直到 1976 Æ, P. Malliavin 
利用 Wiener 测度 的 拟 不 变性 质 建立 了 一 喜 对 Wiener }2 06 B] 55 38 
分 运算 ， 使 这 些 重 要 沪 妙 在 弱 微 分 意义 下 是 光滑 的 ， 从 而 获得 了 
BASE. 特别 是 他 应 用 这 种 运算 ， 研 多 了 Wiener iz ра ЭТАН 8 
的 光滑 性 ， 首 次 用 上 笑 率 方法 证 明了 偏 微 分 方程 理论 中 关于 亚 椭 图 
算 子 的 着 名 的 Hirmander 定理 ， 引 起 了 数学 界 的 广泛 重视 ， 因 为 
这 种 对 Wiener 泛 函 的 微分 运算 是 对 Wiener 过 程 的 轨道 的 “扰动 ” 
EMA, BREL Mailiavin 称 之 为 随机 变 分 学 , 而 现在 则 被 广泛 地 
Ak.) Malliavin Calculus. 

Wiener 空间 上 的 这 种 微分 结构 完全 取决 于 其 Cameron-Martin 
PRM. K. 1t6[8,4] 的 研究 工作 表明 ， 可 以 仅 从 一 个 可 分 Hilbert 
空间 出 发 ， 建 立 不 依赖 于 其 它 任何 附加 结构 的 随机 变 分 学 . 这 一 
基本 框架 的 突出 优点 是 ， 人 大 们 可 以 根据 实际 问题 的 需要 ， 选 择 不 
闻 的 模型 . Malliavin|5] 称 这 一 基本 框架 为 Gauss 概率 空间 ， 在 
本 书 中 ， 我 们 将 在 这 一 基本 框架 下 来 阐述 无 穷 维 随机 分 析 的 基本 
理论 . 


| TÀ- 


$1. Gauss SEXE >= [HJ Ej Wiener 混沌 分 解 


1.1 Gauss HÆ € 8) A RH CW ЕА 
假定 H 为 实 、 可 分 Hilbert 空间 ， 其 中 内 积 和 范 数 分 别 记 为 
Cn Al ju. 由 Kolmogorov HE, 4 7ERR EA (0,7, 8) 及 
其 上 Gauss 随机 变量 族 Н = {Wp h € A}, HA: 
IE Wha = ĝ; JE[WAW,] = (h, gin Wh,ge H. (1.1) 


TERY Ah Wh AH S LQ, F р) PRR Sie, Am H lal 
HF L (O, F, и) BJ BI E [Bj H. 

定义 1.1 设 (0,7,u) 为 一 完备 概率 空间 ， 豆 为 一 实 、 可 分 
Hilbert 空间 ， H = 1W,,h € Н} 为 一 族 Gauss BUSS, WE 
(1.1) XX, M| (0, 7, н; H) 称 为 Gauss ЖЕ s= [8]. 


下 面 是 几 个 常见 的 例子 . 
Bl 1 (RAE Gauss 空间 ) W u= 7” AIR” 上 的 标准 Gauss 
测度 : 
u(dz) = (2х) ™? exp(—1|>|2Y dz, (1.2) 


F 为 BUR") KT и 的 完备 化 e- 代数 ， 则 UR Р, н) 为 一 完备 
概率 空间 . HAIR Whe H, 令 Whlx) = hr = Sop, hkk 
WH= (Wa, h € Н} 为 一 族 Gauss 随机 变量 满足 (1.1) 式 ， 因 此 
(W F,u; IR") 为 一 Gauss 概率 空间 . 

例 2 (经典 Wiener TH) it W = Co[0,1] 为 定义 在 区 间 [0,1] 
E., WE w(0) = 0 PRA ow SAAR Banach 空间 ， 
其 范 数 为 


allw = sup |wtt)], (1.3) 
Qt 


p 为 其 上 Wiener WE, F A B(W) RF à 的 完备 化 , WE H = 
L*[0, 1], Vh € Н, > 


Wit) = f h(ty)dw(t) (1.4) 
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3X; Wiener BR HL $8 4 Ш H = ПУ, А e H} mae (1.1) 3X, 
(WF, ALA Gaus 概率 空 Їн], 
Mh e H. 5 htt) = htsjds (ü < t < 1), W) h € W, В 


БЇ» = sup | f hs)ds | 


sup Gf |А( (ds) 


= P 
< (f hs) ds) = lle 


FRR J: h hA H OW POEM, HB H = JH) 
在 W r$. H HOW 的 Cameron-Martin > i. 
WB W*xW 的 对 偶 空 间 , 将 H* Б HRAS, 我 们 有 ( 见 
第 一 章 定 理 4.19) 
W* у H* = H — W. (1.5) 
843 (Gd Wiener 空间 ) 设 X 为 一 可 分 Banach 空间 ， Н 
为 一 可 分 Hilbert FA H ESE, MERA X. E J:IH- X Ж 
RR A BEST, muU Oe fhsks] J" 将 X" ESE, PPR RRR A Н" = H. 
于 是 有 
X*— H*z H <-> X. (1.6) 


W a X ЕЙ Gauss WE, ME 
I exp{i(l, z))u(dz) = expl —3||77/1/2,}, YEE X*, (1.7) 


其 中 (С) жт X" x X 上 上 典 则 双 线 性 型 . (AX ue) 称 为 Hh 
Ж Wiener Z HREN 1.4.17). f$] 2 的 经 典 Wiener 空间 是 抽象 
Wiener 空间 的 特殊 情形 ， | 

RFA BX) 天 于 下 的 完备 化 ， vie X", > Wiz) = (la) 
H (1.7) 式 可 知 ， {Ите X*} 汶 (X,Z,u) E— Ж Gauss 随机 变 
m, ME 


ЖУУ] = Ü; IEWAW, | = (Jl, үн, YE, l'ex. 
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于 是 映射 J 5 W 为 IX) BEX, Fp) 中 的 线性 等 距 ， 由 
于 IX") EH PRB, TRHA H 到 LX, Lu) 中 的 线性 等 
BE Bi E (1.1) 式 ， 从 而 CX, F, p H) 为 一 Gauss 概率 空间 . 

B| 4 《和 白 噪 声 空间 ) EH = £°UR),SUR) 及 SR) 分 别 为 
Schwartz 的 速 降 C^? HARB MRCS, ВИТ 


SUR) > 12018) 5 S*UR). 


因为 SUR) 是 Fréchet 核 空 间 (247 S — XE $3 的 例 ), 由 Minlos 十 
Ei, ТЕ B(S*UR)) 上 存在 唯一 Gauss 测度 u, 使 得 YE c SUR) 有 


Í exp{i(w, £) (do) = exp{- |], }, (1.8) 
S* (Ft) 


其 中 (0,6) 为 SUR) x SUR) 上 的 典 则 双 线 性 型 { 参 看 第 一 章 定 
BB 47). 4 Z 为 BSR) 关于 on 的 完备 化 ， VE є SUR), A 
Welw) = (оо, 6), MAH 3 一 祥 ， 上 映射 Ery W, 可 开拓 为 LCR) 一 
L^ (S8* (JR), Р, и) 的 线性 等 距 , JA WE (5° (Ж), F, п; L' (UR) 为 一 Gauss 
概率 空间 ， 此 即 所 谓 白 更 声 室 间 , 而 u RA BRAME 我 们 将 
在 第 四 章 中 讨论 建立 在 这 个 空间 上 的 白 噪声 分 析 . 

EN 1.2 yt (0,F, н, H) 为 Gauss 概率 空间 ，A 为 p- 零 集 全 
Ж, FAH = [(W,,h € H) 生成 的 o- 代数 . BF = of FOUN), 
我 们 称 此 空间 不 可 约 . 

考 嵌 如 下 形式 的 泛 函 : 


F(w) = Fo (0), n€IN,hu-- hn € B. (1.9) 


я f Ж п ТЕШИ д, FRA ЕЩ, 其 总 体 记 为 Р, 
BI EH H 生成 的 代数 ES 为 缓 增 C 函数 ( 即 本 身 以 及 各 阶 导 数 
增长 的 阶 均 不 超过 多 项 式 的 无 穷 次 可 微 函数 )}, F 称 为 光滑 泛 函 ， 
其 总 体 记 为 Sm. 

# E APS} Hilbert 空间 ， 具 有 内 积 (Je 和 范 数 | le. 对 
p Є 11,90), 以 L'(E) = (R, F, p E) 表示 E {Н р RAT RMS 


(TO 


机 元 (等 价 类 ) 所 构成 的 Banach 空间 ， 其 中 范 数 为 


1/ 
Fle = ( Í Feud) ^" (1.10) 
щ = R іс LE) ІР. 
A uA TEX ETE: 
F(w) = у Fy(w)ex, m € 到 ,el €m € E. (1.11) 


k=1 


GF Fn E Pi Su), LAR BRA ERS HAC E 
Ж ж 05, 其 总 性 记 为 P(E)( 或 Su (E). 

注 在 (1.9) 式 中 ， 通 过 Schmidt 正 交 化 手续 ， 适 当 改 变 了 的 
形式 ， 总 可 以 假定 


(Ri hija = бр (hj = 1, ,n), 


此 时 多项式 的 阶 数 由 了 唯一 兢 定 ， 而 Wal Wa, 之 联合 分 布 
为 GR" ERPE Gauss Ji. Æi, Æ (1.11) APF, ERDE 
定 
(es e;)g = 6р (5j Lm). 
命题 1.3 d (0,F,4;H) 为 不 可 约 Gauss RRS, Е 为 可 
分 Hilbert 空间 ， 则 


P(E) C Su{E) C IP(E) (1 < p< ceo). 
Н PCE) 在 (E) Ф. 
WEBB ch E AYA Gauss 概率 空间 (Q, 7", u^; E), 而 形 如 (1.11) 


式 的 E (Ei BR uj DLE ARR AR IRR]. (Ох OF x Fox uy) 上 的 纯 
Æ (E i IR 


Fw w) = УР), (0), (1.12) 


k=] 
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于 是 只 需 就 五 = 加 的 情形 予以 证 明 ， 

选择 H 的 一 组 基 {А}, 则 (Wa, 为 独立 标准 Gauss HIF 
Al, EVER o 代数 下 , BWR лє IN .ty, treRRe>Od 
有 


Blexp{e Duwi,l} < oc. (1.13) 
j-1 
由 此 容易 看 出 ， РС Su C LP(1 < p< ос). 


BP 不 在 某 L DUREE, ЕЕЕ ВВА £ € L*(g l + 
рї = 1), {# 


EÉF|-0, УРЄР. (1.14) 
Н а> 1, H (1.13) SORT Al 
E |р, IEEE 
j=l 


Ék HH (1.14) x 
2220321] = y SE sw)" — 0. (1.15) 
j=l m=0 + j=l 


e En = TE [E|Wh, , - - - s Ws, ]. 则 在 在 IR” 1 FT 380] ak S g, AE En = 
g( Wh, ; VER, ). EH (1.15) AX 


IE Ë exp Í: y ` t;Wh, } = E [ exp} i >` t; Wa, } = Ü, 
j=l j=l 
EBD 
f #(®)ехр{4 V" 2, |y" (dz) = Q. 
n" per! 
Hi Fourier 变换 唯一 性 可 知 ç = 0 а.е. [5°], 于 是 6, = 0 as. 但 由 


Bu SE EH, € 6 as, Mj £ = 0 as, ЖЖ РЕ. КТЫ Р 
ТЕ—}Д ІР ФЕ. І 


Ч. 


1.2 数值 模型 


设 (IR. BUR), ү) 为 一 维 Gauss ZH, P 为 实 多 项 式 爹 笨 ， 则 


P E LR, y) PRR. ТЕР EER T: 


д = =, o = тч, 
ni 
. d? d 
2 0— —hà3 "ds 


由 分 部 积分 公式 ， VeweP 有 


(Oy, Vr (EQ) 一 (yp, O^ Vira 


(1.16) 


(1.17) 


(1.18) 


AT 0,9" 及 00 RBA 12018, y) 中 的 闭 算 子 ，9 与 8" 3ESE, 
0*8 Bit ( 即 一 维 计数 算 了 字 ). 由 附录 А 之 (A.6) 式 知 ， Hermite 


多 项 式 Halu) A OO 之 特征 函数 ， 

O'OH, =nf,, ne Ny. 
由 (А.5) 及 (А.Т) 式 可 得 递 推 公式 ， 

Ны =O Hn, n ЇЧ. 


因此 
Hy = (0* )"1, TL. C IN 5. 


(Hn, Hm) rat Rm = (Hn, (O")" 1) раш) 
= (ан, I)E Ry) 


(1.19) 


(1.20) 


(1.21) 


Hm> n 时， AFA, An =й, WERA 0; S m = nt, 
由 (A.5) 式 可 知 上 式 等 于 中 这样， 我 们 重新 得 和 到 了 (A10) 式 ， 


BB ((n1) ^H.) 为 DP(R, y) 之 正 交 基 . 


ЧӨ. 


iE UR™, В°° ус) 为 UR, ВО), у) 的 元 穷 维 乘积 空间 .对 非 
负 整 数列 а = {ajjjem; 记 lal = Djojo! = I;(aj!). 并 以 
表示 使 |e| 为 有 有限 数值 的 序列 а HRS, Xl o = [a] € À ER 
r = {rz;} € IO XM 


H. (z) = l! Ha,(2;). | (1.22) 


注意 (o5) PRA ARSE OA Ho(u) = 1, Akilla sns EH 
是 有 限 项 的 乘积 .类似 于 一 扒 情况， 我 们 有 
定理 1.4 XJ o.8 € A. A 


/ H. (@)Ha(z)y (dz) = обв, (1.23) 
IR 


从 而 { (01) 17H, :o € A) 构成 LR”, B7, у) 之 正 交 基 ， 且 有 
REAR: 


Ha(z)Hg(z)- У` к (°) (^ J Н=а—эк(®), (1.24) 


AS AB 
HEA 


其 中 (2 = П, (K) a+ 8-2« 2 lo; + B; -2&; e SAAB X 
AS Ky < ej AB; vi CIN. AW i= V —l (a tiy)? = [[, (z; у)", 
则 
Н.х) = | (z + ty) * (dy). (1.25) 
In 


MERA H Aor op et ETE, (1.23) ЯП (1.25) 式 分 别 是 (A10) 
和 (A.11) dXX BS FETE. (1.24) SX RT EHE EL Ast (A.8) 直接 计算 而 得 
£l. I 
ICN, AAO; 和 内 分别 表示 对 第 7 个 坐标 分 量 的 微分 
ERES T, + 
L=-) aa; (1.26) 
j—1 
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WEF HE Ornstein-Uhlenbeck # F. X a € A, i! Ө" = П, (07 )?» ， 
ЖР (1.21) 式 ， 我 们 有 


Hy, =81, aCA, (1.27) 
R H, 为 CHER, Ж ЛЕЛЕ 
CH, = -la| Han QEA. (1.28) 


i An = (e € À : |а| = n), 2L, 为 L2 (BS, Bee ус) 中 由 (Ha - 
a € Аһ} 生成 的 闭 子 空间 ， 则 有 如 下 正 交 人 分解: 


L?UR™, B”, y> = CD Hn. (1.29) 
maf 
现在 设 (2,7, u H) 为 任 一 不 可 约 Gauss WRTA., ЮН 
的 一 组 基 (А, e. MH 同 构 于 平方 可 和 序列 空间 P. 对 ww 0, 
令 Tw = {Wa when, Wl T : Q — R” A F/B” 可 测 ， 且 为 保 
测 变 换 ， у spoT’. XJ 1 < p < оо, рф є LP(IR°S , 8°, у), 4 
Teplo) = y{Tw), M T.: (RI, B®, уе) — LQ, F, wi A E] FJ ph 
Ж, ВЕТ £ DM NE RSA PH, ВЕЗЕ. 我 们 称 Gauss 
概率 空间 UR, BO, y>; P) 为 (0,7, и; H) 的 一 个 数值 模型 . 
显然 ， 数 值 模型 依赖 于 五 中 基 的 选取 . 然而 Gauss 概率 空间 
中 有 许多 性 质 是 不 依赖 于 基 的 选取 的 ， 我 们 称 之 为 AREER. 当 
我 们 研究 这 些 性 质 时 ， 采 用 数值 模型 是 十 分 方便 芍 ， 例如 所 谓 混 
Aore, wE HAAA. 
定理 1.5 K (OL F, ш H) 为 不 可 约 Gauss RBS, Е Н 
之 一 组 基 {hj}, Maca, 4 


Haw) = |] Hs, (W, (4). (1.30) 


W (а) 128. : a € AY HR LOF p) ZR. 4 Ho = т; ži 
n > 1, M. AB (Hao :o An} 生成 之 闭 子 空间 ， 则 


Ln, н) = Cu. ——. (1.31) 


n-ü 


R1: 


此 分 解 不 依赖 于 Н PRR, H 
І(Ә, F, n) = T(H), (1.32) 


ЫШ] H 上 的 对 称 Fock 空间 . 

证 由 考虑 数值 模型 UR, BS 77:127), p P? UR, Boy) 与 
L*(Q,£, и) 的 同 构 关系 及 (1.29) 式 ,上述 分 解 的 存在 性 是 显然 的 ， 
现在 要 证 明 此 分 解 不 依赖 于 H PEER. 

E { 坟 为 五 中 另 一 组 基 ， 由 (1.30) 式 定义 相应 的 多 项 式 泛 
Ж {Ha} 并 得 到 分 解 : 


(N, Z, ы) = 由 元 


=й 


+ h; = y panh Н PIC), 由 等 距 关 系 ， We = Y. Gk; Wh, 
(在 І? 中 收敛 ). 
注意 到 对 于 中 心 化 Gauss 变量 £, REA 
ЕЕ, — £^? = (2p - DNUE|E, — EP), wp € N. 


因此 {En} 的 L^ Bete НГЕ i L ey, Жип ШҤҤ—& 
项 式 的 三 ЭГЕ. 于 是 


Di, C Qu. vn © IN, 
k= 


由 对 称 性 ， 相 反 包 含 关系 也 成 立 ， 从 而 Hn = Hn, Vn € N. 
看 令 


=. __ “ы ay 
ha = © h. a € A, (1.33) 


则 由 第 一 章 命题 2.7 可 知 ， Rha: a € An} 构成 HO" 之 
基 ， 于 是 
Н. = НӘ" пе, (1.34) 
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得 证 (1.32) xX. | i 

以 上 分 解 称 为 Wiener-Itó-Segal i£ РЕ (chaos) 分 解 . {特别 ， 
Hi 就 是 H.) 它 表 明 Gauss 概率 空间 上 的 平方 可 积 泛 函 空间 和 对 
称 Fock 至 阳 同 构 ， 这 是 一 个 十 分 重要 的 绪论. 


1.8 多 重 Wiener-Itó 3H 4* RA 


下 面 考虑 一 个 重要 的 特殊 情形 , 即 吨 = L*(T, B, À), Kn (T, B) 
为 一 可 测 空 间 ， 为 其 上 9- 有 限 无 原子 测度 . 前面 提 到 的 经 典 
Wiener 空间 和 和 白 品 声 空 间 都 属于 这 种 情形 ， 我 们 将 证 明 ， 些 时 混 
沌 分 解 表 现 为 多 重 Wiener-1t6 随 机 积分 
首先 给 出 守重 Wiener-It8 随机 积分 的 一 般 定 多. 
设 Bo = 1A € B: (A) < со}, Æ Bo БЕ X BR ELSE PR Er 
(4 三 A€ Ве. (1.35) 


H (1.1) 式 可 知 W(.) ABET 2200,7, н) RL, НУ] 
A,B £ Bo 有 

1° W(A)— N(0, A(A)); 

2° E[W(A)W(B)] = MAMAN B). 
由 此 推出 , Ж Aic Asoc HAASE, BMW CAD, Wa) 
HH Har, AA UnAn е Bo, WI 


w (U An) = 3; W(A,) (12838). 


XX ЖЕШ) ESL SR (T, 5) 上 以 为 构成 测度 的 Gauss E% 
随机 测度 , XE h c Н, Wh lé А SET ILI SRL 4. 


Wh = j h(t)W (dt). (1.36) 


BLESO DEM A BBLS. Won > 1,f € LT”, В", А), 
县 有 形式 : 


N 
f= X agi lap xn Aa (1.37) 


其 中 Ao , An € Bo, 两 两 不 相交 ， 且 若 jn 中 有 两 指标 相 
同时 ， ар... = 0. ТЕУ Е n BRL A 
М 
If) = 5 О.ф (Ад) m W(A;, ). (1.38) 
juni 
容易 看 出 ， 此 定 关 不 依赖 于 了 的 具体 表示 且 关 于 f ARE. 考虑 
其 对 称 化 : 


TR 


1 
Аз; itn) = n! >` Ду: ` Éin 


ces, 


由 定义 可 知 ， WO = 五 (为 , 从 而 不 妨 假 定 f є HO", 即 关 于 
се sty 为 对 称 : 


(hi... a = Golgi) (ga Y" Ҹа c Gy. (1.39) 


命题 1.6 在 上 述 条 件 下 ， Vac N, In 可 唯一 开拓 为 Н®” 到 
L'(Q,T,u) 中 的 线性 等 距 ， 且 当 m Z n BF, R(Im)LRUp). 

我 们 称 LO) 为 函数 六 关于 随机 测度 W HI n E Wiener- 
Ito 随机 积分 , 10 79 


Lí(f)- 上 0 


WEAR i fec H®” ç c Hm. 且 有 形式 (1.37). E n> m, HE 
们 有 相同 的 分 划 {41,… ,Aw}. 因 WC) 在 不 相交 集合 上 取 独 立 
值 且 期 望 为 0, d Eln fmi] = 0. 

现 设 m =n, 9 RER (1.37), 但 其 中 aj... RL boss. 18 
iE[W(A;Y] = (A), 1 < ; < n, й 


EUQ)G) = (n? 5 a4 b, 4 MAS): AA) 


JL 8 


= nl( f,g)go«. (1.41) 
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A uE JE fn (1.37) Bye dom не" а, REH ШЗ a FE 
АЎ 14, HAH A = A, x--- X Ap, A; € Во, 1 < 3 < n. Е A XR. 
F, WVe > 0, 可 将 每 个 4;(1 < ; < n) RAB 中 有 限 个 其 测度 小 
T 的 互 不 相交 集合 之 并 ， 设 这 些 和 集合 总 体 为 1B;j1<;y<mM; 于 是 


M 
la = 5 £j j Ву x. x Bj, з 


Fis Ja=1 


HK es, 二 0 或 1 BAA. ,ijn 中 含有 相间 指标 的 集合 Bj, x 
x Bg, 的 测度 之 和 可 随 。 任意 小 ， 所 以 14 可 用 形 如 (1.37) 的 
pa $k E HOT Hei. H (1.41) 式 可 知 ， 可 唯一 开拓 为 НӘ". 到 
L*(Q,F, n) 中 的 线性 等 距 上 映射 . E 
对 fe Н?" ge Н", 1 < r <S m A n, 我 们 定义 
f e giti, (tt ttmtn—ar) 
- L ft tner 8) (арос tn¢m—2r, S]A (de), (1.42) 


则 f arge HOM), 其 对 称 化 记 为 frg, 4 r= 0 PFBH fëg. 
mE 1.7 W fe H°", дєн, Ml 
Һ(РҺ(9) = hf S g) nlf &1 9). (1.43) 


证 明 由 五 芍 线 性 及 连续 性 ， 我 们 不 妨 设 f= Tax. xa, 其 
中 A1,… An € Bo 且 互 不 相交 ; 9 —14,A € Bo, У Arnt, An 
均 不 相交 ， 或 等 于 其 中 某 个 A;(1 < ; < n). 

在 第 一 种 情形 ， f @, g = 0. (1.43) 式 两 边 均等 于 


WA) W(AS)W(A). 
下 面 考虑 第 二 种 情形 ， 不 妨 设 4 = Ay, 此 时 
f elg= =M4i)iasx xn 
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Ta- lf $91 g) 一 АИР (Аа) LT W (A4), 


HEFE Ay 之 分 制 序列 { Bini: Bros: ` , Brnnm е 使 在 L*(T*) 
中 有 


lim D1 Bas xB, — la,xa,- 
JN 
于 是 在 LN) 中 有 


lim 9 W(Bmi)W (Bnk) 
jk 


= im (O7 ws) - Ув) 


= WA — MA), 
由 此 可 得 
Ia(f 9) = (W(A1)* — A(A)W(A2)-- (А), 


从 而 (1-43) ARE. E 
更 一 般 地 ， 我 们 有 
命题 1.8 уен?" ое нё", BI 


T. Ат 


(о) = У (8) (7882). Qn 


r= 


WAR 对 m НІНЕН, Ben > m. Mom = 1 Hy, AAA 
(1.43) X. Hem 代 之 以 m — 1 时 (1.44) зау, AL RE EE 
近 , 不 妨 设 9 = 902, 其 中 g £ HUY, € H, Н 91 @1 gz = 0. 
H (1.43) sf 

Imig) = Imig) (ge). 


于 是 由 归纳 法 假说 


ти —1 
Ilf mlg) = т! (7) (^. ) Líon-a-asl f. Br gi) (9) 


T 


一 n тп. — l 
r Dlr nt” |) (7: оът 1 一 2r) 
X Inim- f s gi) 1 02). 
АИ, 323 1 < r < m BJ 
m( f, g) = паа DS ig) Sı ga} + (m 一 r)(/@,gƏi )@g2, 


n—rHi 
将 此 式 代 入 上 一 式 子 即 得 (1.44) x 
下 一 定理 表明 多 重 随 机 积分 和 Hermite EMAA Ж 288 91 89 X 
定理 1.9 W h € H = L2(T), Н 15| = 1, WI 
Hna Wa) = I,(h8") Vn € NW. (1.45) 
A (hjjjw A H 2H, M 
Ha = To(ha), Ve € A, (146) | 


其 中 Ha d (1.30) REM, А, HM (1.33) REM. 
ШЕЙН 先 用 归纳 法 证 明 (1.45) xà. n= 1 时 即 (136) xk. + 
n € m WY (1.45) ARY, ЖН А20 CAT) 及 (0.43) WE 
Га (hO FY) = р (597), (h) — mI, (HOY) 
= Hm Wh) Wn — mH (Wh) 
= H,,+ WA), 


FRY n = mtl Bt (1.45) 式 仍 成 立 . 
因为 
P, = [| R. (Wa) = [Ei (h; )， 


J 


HE X028. hy e. hp = 0, ЕН (1.44) SX B 39 
І. (hS L. (ASO) = LL tay (he? ӘҺӘ), 


故 
Н. = aleh) = Ih), 


(1.46) 式 得 证 ， i 
我 们 看 到 , 4A = LP (T. B. A) 时, 同 构 关系 (1.34), 从 而 (1.32) 
AY CAG ВЕ LAR Л ЖЖл. 
定理 1.10 设 (LF H) A HIT Gauss HRS, 其 中 
H = L?(T,B,À), А A (T,8) LW о- S BREUI FEE. MH -— 1 
F c LAN, F, н), fEXEWE— IE I AE 


F= Y La. (1.47) 


ri 


X fa € H®",n > 1,Jo(fo) = ELF), H 


WF? = (ELFD + у ты]? (1.48) 


m=] 


其 中 1f ERE LT, B", A") mate se. 
uEBB 由 定理 15, 命题 1.6 及 定理 1.9 即 得 . | 
FI Tepe x 


£(h) = exp{ Wh - иң, heH (1.49) 
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具有 正人 区 分 解 ， 
£(h) = > EINE | (1.50) 


п={) 


事实 上 ， 由 (145) RI 
In(h®™) = [A] Ha (IA WA) 


在 (A.2) X t = [Alle = ||| Wa, 即 得 (1.50) 24. 注意 在 
同 构 关系 (1.32) RP, TERE PA F HE АЕ (1.2.32). 由 命题 
1.2.14 пра, RIK (£(h)hc H) 为 线性 独立 和 集 ， 所 生成 的 
线性 空间 在 L2(9) PAE. 

“4 T = [0,1],А 为 Lebesgue 测度 时 ， 我 们 得 到 经 肉 Wiener 5 
а], ЖЕ W, = W([0,t]),t > 0 A Brown 运动 ， 


1 tn ta 
= n! ens it lS HW, --- d Wa, 1.51 
Lf) / / J fit tnjd W, (1.51) 


为 n KRN НО 积分， 
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2.1 有 限 维 Gauss PE XE E [B] 


为 研究 无 穷 维 Gauss ЖЖ IB] FZ А (随机 变量 ) 的 微分 运 
算 ， 我 们 先 对 多 项 式 或 光滑 汉 函 定义 梯度 、 散 度 及 Ornstein- 
Uhlenbeck 算 子 ， 然 后 借助 于 这 些 算 子 定义 一 系列 的 Sobolev $ë, 
数 ， 并 将 这 些 算 子 的 定义 域 延 拓 到 相应 的 Sobolev 空间 上 去 . 其 
中 基 键 是 利用 了 无 穷 维 Gauss 测度 的 拟 不 变性 质 以 及 Ornstein- 
Uhlenbeck 半 群 的 所 谓 超 压缩 性 质 . 

RTA e Xi o Rae NTA Rae PER, Dm 
上 只 是 有 限 维 的 . 因此， 我 们 首先 讨论 有 限 维 Gauss 概率 空间 . 


BỌ- 


ünis| E3599 1, Жоп = у A 于 ”上 的 标准 Gauss SUBE, 
GR", F, 2: R”) 为 有 限 维 Gauss RAS lal, BE 33 4E— n 4 Hilbert 
空间 ， 则 S|. (E) 表示 FSR РАЛУ. ИЧ E =R W Bi 
Al Su. 

wy є Sua AUR” ЕЭС 206, НАВ Do = (9,0); 
为 再 teem ie, В Dy € Sa (R"). MP z, h € R" yp fE z AW 
方向 的 导数 为 


Dae(z) = lim e "[e(z + eh) — (а) 


= $ Вудуф(ж) 


j=l 


= (De(z), h). (2.1) 


Bw € &м(Е) AR LK E HR, ШЕ 梯度 Dw є 
м" E) ERT EH FAE — 88 SE: 


Ə 
(Dulce), h @ enge = Ac (ple + eh), 2-] 
€ =й 
z, h € I" e € B. (2.2) 
特别 ， 对 pe Sy,D*e = D(Do) e Su(IR" ® IR"), QD" = 


D(D"-1) e Sy (UR7)8"). 
RIIIE, Æ ó € Sy UR"), 则 Dy € SyR" @ R°) AH 
Jacobi GERE, НЕЛЕ zx 


div (2) = Tr( Dy(z)), (2.3) 


PRA v ARE. GR, divy € Sy. 然而 在 Gauss WRS R, E 
方便 的 是 考虑 如 下 算 子 : 


(z) = S (кра) — aple) 


j=] 


= (p(s) 2) — Тру). (2.4) 


AH] E45 (1.16) 式 的 符 导 ， 则 bw = Ord, RP OF AO; & 
L*(IR, y) P i 36a. 

一 般 地 ， 若 € Su UR" @ E), WE бр € Su) m (2.4) 
式 定 义 ， 我 们 有 以 下 分 部 积分 公式 . 

wE 2.1 + p € Sa (Ey € Sa” 2 E), M бу Є Sal E), 
Dp € Su (t @ E), H 


J (De) а) mresplde) = f (e(z),50(z))en(dz). (2.5) 
Rt PH” 
UERB Аш E — RBM. 由 各 分 量 的 独立 性 ， 


(2.5) 式 归 结 为 一 维 分 部 积分 公式 (1.18). ' 


Ce(z) = -6De(z) = — 5 818,o(z) 
j=l 
= Ae(z) — Ууда). (2.6) 
j=1 
LAN Ornstein-UhlenbeckR Z. ш (2.5) RAM ,D,6 Ж LW 
TH. SRAM aji DELI H) 6 рз, LA 


I? UR", a) АЖЕТ. 
由 扩散 过 程 理论 ，£- 扩散 过 程 为 以 下 随机 微分 方程 之 唯一 强 


8: 
dX, = —X.dt--V2dW,, Xo = z £ ЇН". (2.7) 
此 解 有 明显 的 表达 式 ; 
z 
AY = e tz + Va | eS gy, tc IR... (2.8) 
ü 


因为 随机 向 量 (X, — е“) (1 — e727)-1/ 服从 n 维 标准 Gauss 4} 
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布 ， 故 由 生成 的 转移 半 群 有 以 下 形式 ; 
(T,e)(z) = Erlp (Xt) 
= f. plea + ¥1—e-*y)u(dy) 
t>0,¢ € R", p € L*(p). (2.9) 


值得 注意 的 是 ， (2.9) RAW o € Jp(ayp > 1 БАХ, mH 
EXT P(e) 中 的 压缩 算 子 半 群 . 

GH 2.2 рь 1, d (2.9) RAMEN {1,4 > 0) 78 
L?(JR", п) 中 的 压缩 算 子 半 群 . 

证 明 SRR Gm? x R” 到 MR” 的 变换 Q: (xy) 
e ir /1— e ?ty. 由 Gauss 测度 旋转 不 变性 可 知 : и = (ах р) о 
Q. `, 从 而 Vp > 1, 


|. Weta LT enn) 
= fp OPH) (2.10) 
E^ 


НҢ Teele < Tels. ë 
EB Ж 8 ШЕВ, Ornstein-Uhlenbeck 半 群 具有 一 种 更 强 的 
压缩 性 质 ， 称 为 超 压 缩 性 (hyper-contractivity). 
定理 2.3(Nelson|l) 设 {Tnt > 0} A (2.9) MW Ornstein- 
Uhlenbeck 2E #. Xf p > 1,t > 0, & g(t) = e2t(p — 1) + 1 > p, 则 对 
—H e € L'(R" р) 有 


Heels S 19115: (2.11) 


证 阴 任意 固定 + > 0, q = q(tna* Ae B Hui, 
BI gqg -+ (qt) 1 = 1,0 = e t. Wik (2.11) A, RAIER Ve € 
LY (IR^, и) 我 们 有 


| J neda < 4. (2.32) 
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由 于 27: ЕЙ, [lel < Tov), WK OSM B е Ж v dESI; AAA 
TAARE, PHBE ç K b Н ЗЛ ЖЕ F 

W IB,,0 << 1) ZE {Во <t <1} 为 任 一 概率 空间 (0, =, P) 
上 的 相互 独立 的 两 个 Brown 运动 , 生成 o- 代数 流 {5,0 < t < 1). 
TE ТЕ SE SER 


AN еа osis 
Bi = 4/1 – a2B, - aB, (0 « t « 1), 


则 Bi 及 B: 关于 Z, 仍 为 相互 狼 立 的 两 个 Brown 运动 ， 注意 
也 [p(B1)?] = lelg E(B] = (lt, HRB ЕШ, 
存在 n 维 循序 可 测 过 程 X, E Y, dé 


1 
(BL)? = је + j (X,, dB.), 
Ü 


1 
P(B) = Il J (Y, dB). 


应 用 R6 SFI FA AE Re 


t 
м, = fiel / Oz aB), ogt<1 
a 


^ i 
N: = |351 +f (Ү,,4В,), 0<+<1 
Ü 


"ОЗ. 


? ж 
2(В1)0(В,) = M]? NIT 
1. 
= МОРАШ «f = MIT NM aM, 
Ü 


1 
«f мун -1дм, 
o 9* 
1 
1 sl . 
[A G- irene pa 
о 2p\p 


1 
a x 
+f age a ING! 1 (X,, Y,)de 





1 

1 (1 

«f 5 [= – 1}м! му 72у, |? de. 
о 4g" Mq 


于 是 
Elp(B (B: = lolll 
1 
-elf MIP NIT is (1- NIX. 2 


s[X,, Y.) + 7 - (1 一 к) мак has 





PLA a^ = (p—1)/(a—1) = (p—1)(g" —1), B (X, Ya)? < |X PIY}, 
TL su 8463 Б ИХТ M, A N, 的 二 次 三 项 式 非 负 ， 从 而 有 


E W(BY)CB1)] < 11,11. 
(B 
IE lo ( B1 )6(B,)] =f ГА plas + VI ау) (z)g(da)p(dy) 
=f ч V(z)Tve(z Juda), 
u 
й (2.12) 3& fB ur. 


| 4 = 


2.2 ЖЕЕ АЈБЕ ORE 


现在 我 们 要 将 算 子 D,6,5 的 定义 推广 到 无 穷 维 Gauss 概率 空 
BIE. 我 们 扼 道 ， 有 限 维 空间 中 微分 的 定义 利 电 了 Lebesgue Wi 
度 的 平移 不 变性 质 . ERA МЕРЕ Gauss 测度 与 Lebesgue 测度 等 价 
(38 n 28 S XE SE), 因此 在 有 限 维 Gauss 空间 定义 微分 运算 不 会 过 到 
什么 困难 .但 是 在 无 穷 维 空间 ， 却 不 和 存在 平移 不 变 的 测度 ， 我 们 
定义 微分 运算 是 利用 Gauss 测度 的 所 谓 拟 不 变性 质 ， 即 相对 于 革 
个 稠密 线性 子 空间 中 的 “方向 " 市 言 , 平移 算 子 将 零 测 度 集 变 为 替 
测度 集 ， 这 是 Cameron-Martin 定理 的 一 个 结 诊 ， 

E (0, F, ш H) 为 一 无 穷 维 Gauss 概率 空间 . 我 们 定义 


L™ = | ЕРО, Z, u), (2.13) 
lapaa 

L*z (J LPF, ш) (2.14) 
l< p oo 


分 别 为 投影 极限 和 归纳 极限 ， 则 L- RRP Ia, Li* 为 
其 拓扑 对 偶 空 间 ， 利 用 Holder 不 等 式 容易 证 明 ， L 为 一 代数 
ARB iz PT 8, 

ТЕ ЕЙ 3 的 抽象 Wiener 空间 (A,X pw) rh, H JE X we 
性 稠密 子 空间 ， 对 X ERZE J, TE GER h e HAAR 
BF: тъш) = f(z + h). 对 于 一 般 的 Gauss MRS, HEF 
数值 模型 ， 也 可 以 得 到 五 中 加 群 的 表现 . 

JEM 2.4 设 (Q,J, 4; H) 为 不 可 约 Gauss 概率 空间 ， 任 选 H 
之 一 组 基 ， 得 同 构 上 映射 了 : H — 2, 数值 模型 (本 2, Bee oo. 及 
F| 88 gi BT 


T, : DHR”, В, үсе) — L'HO, F, p). 
M he Н, 定义 L'* (0, F, н) PREF: 
p(h) = T, ° TJ(hY Š TO}, (2.15) 


-号 5 . 


其 中 7 为 作用 于 R” bie mn heat. BW. ph) 限制 于 DO 
A HABES, Н. 


p(h +g) = p(h)p(g, h,gc H. (2.16) 


Jë F, EX (2.15) AAR РА XEHR, DATE AR. # HH 
中 加 群 的 典 则 表现 . 

定理 2.5 (Cameron-Martin) dt (О, 2,6; H) 为 不 可 约 Gauss 
概率 空间 ，p 为 H PREM, £(h) = exp{W, 一 А2} 
(h € H) A igi, M| (л) € L>- H 


0), < exp{ 23 IMP), 1<p<o0. (ат) 
AX feLt'g8 
Elp(h)f] = ЕЦЕ (А, he H. (2.18) 
此 外 
lim t (E(th) — 1) = Wh. (2.19) 


证 明 由 典 则 表现 的 内 列 性 质 ， 我 们 不 妨 考 虑 数值 模型 
(R°, B=, 49:1. H h = {hj} E Ë. o = {r € НҢ”? Bne №, > 


TL 1 tt 
£a (h)(z) = exp] Y hya -3 S i) 
j—1 j=l 


Fa 为 I LH п ТАРА АЕ ДВ АЧ g- 代数 . 容易 看 出 ， {En (h), Fn : 
n € №) AR, А ElEk] = 1. Ff AIRF т 个 坐标 ， 则 当 
п> m AY, Hd R” УБЕ 


Elp(h)f] = Elm f] = ЕЕ, (ЫЛ. (2.20) 
JE | ex w < ex Pine) 
| bx H 3l z lal } 


| B6- 





ATH {Enh Fain € IN) 为 上? Щй, {ТЕ БР PUM E(k), H 
— 1 
IEH < exp{ Ph? 


在 (2.20) 中 取 极 限 即 可 证 明 (2.18) 3$, (2.19) RE RAR RI. 

(2.18) 式 表 明 ， Gauss 测度 а Æ “FE oh) 下 具有 某 种 不 变 
性 质 ，p(h}*4 关于 上 绝对 连续 ,其 Radon-Nikodym 导数 恰 为 E(k). 
有 了 这 种 扳 直 变性 质 ， 我 们 才 有 可 能 定义 无 穷 维 Gauss 概率 空间 
ERO AER. 

ЕМ 2.6 W (Q. F, H) AAD A Gauss WEZA, o H 
中 加 群 的 典 则 表现 ATE Ре Su, 其 梯度 DF є 5м(Н) 由 
КАЕ: 


(DF h)g = lim el[o(eh)F — F), he H. (2.21) 
一 般 地 ， 若 E 为 可 分 Hilbert zl, РЕ Sy(E) 其 RDF є 
Sul @ E) AP ARE: 


(DF h @ elige = lim ` (p(eh)F —F,e)g, ҺЄН,еє E. (2.22) 


ан ТН PS Pip Pt В) R Akas t. MATT ó ur Т 
Ñ kb E S y ШЇ. 
命题 2.7 EF e€ Sm 具有 形式 ; 
F == РИ, MAR); һа. ha € H, 


Ml YA cH 


(DF,h) = Сә РИА, e a Wan в, В), (2.23) 


E|(DF,h)| = ЕРИ]. (2.24) 


-O7 : 


HEAR ATE BRA, PE (hi By) = filij = 1, n) 
并 将 其 扩充 为 五 之 一 组 基 {hien FR, h= Y (h; h)h;. 考 
HECHO DER TH, pig X nr AH 
(DP, h) — 2 (W, + e( hi, A), `. VR, + e{hn, №)) 
€ “一心 
一 > GFW »Wh,, )(h;, h). 


j=l 


由 分 部 积分 公式 得 


[ЕУ] = 到 | 205 нл, 


= Y.) [ifm (az) 


j=l 
= 2% h) f. 8, f (23, en) (dz) 
-E (DF. h)]. š 


+ 对 光滑 泛 函 的 微分 运算 ， 实质 上 是 有 限 维 的 ， 利 用 有 限 维 
Gauss 概率 空间 的 结果 容易 得 到 梯度 的 如 下 性 质 ; 


D(FG)- FDG + GDF, GF € Su. (2.25) 
Ж Р = 了 pi Pnb ,Vn € Su. f HR” ERE BR, 
pil) 


DF = M8, f(91,+++ on) Do. (2.26) 
j=1 
= FCSw(E) 具有 形式 (1.11), m 


DF = Y ` DF, Q ex. (2.27) 
` k—1 


+ Dg - 


(2.24) 式 可 推广 为 
E[(DF,h& e) = ElF,eW,], he H,ec E. (2.28) 


УФС E Sa, Var GF € Su(ËE), H 


(D(GF), h8 e) = G(DF,h à e) + (DG, h) (F, e). (2.29) 
从 而 
E|G(DF,h&e) = ЕСИ, (Е,е)] - БРС, ҺЕ, е). (2.30) 
读者 试 自行 证 明之 ， 


Е {EZ PS FD E BU XE X (2.22) BT A: F E Sul E) 
W DF £ Sa (H & E). EX D'FzD(DF)eSu(HoHGE)..., 
如 此 下 去 ， 可 对 之 1 定义 DEF = D(D*-1F) € Sy (Hk б) Е). 

现在 来 讨论 D HEAT. ABR DF 为 H Hem, MA 
THAT Nue FPR, MD BHART 6 相当 于 
向 其 场 的 散 度 ， 

iE X. 2.8 SE BE V € Su(H), K MUR 56V e Su 由 下 
XB XE 

IE[GéV] = IE[(DG,V)g), VG E Sy. (2.31) 

— НЫ, ЖЕ 为 可 分 Hilbert $0], WV < Su(H & E), FRE 
óV € Su(E) 由 下 式 确 定 ， 


IEI(G,6V)gl = IE[(( DG, V wag], VG € Syl FE). (2.32) 


Fd BT ETE SESS ВВЕ BER. 
命题 2.9 BV c S (H) 具有 形式 ， 


V=Y Еһ, Fhe Sm, hr € H,k = dum, 
k—1 


则 


6V = $ (BW, — (ОЕ, he). (2.33) 


k=] 


- 30. 


OF € Sm, V € Su(H), MJ FV € Sy (H), H 
&(FV) = F&V — (DF,V). (2.34) 


WEAR 根据 (2.30) K, YGE Sy Rk=1l,--- ,m 有 
IE[G(D FA, hi) = ElGF Wh | ~ IE[F& (DG, hk)|. 
Xt k ЖЯ АГ Н Н (2.33) 式 给 出 的 5VY RRA ye X zÉ (2.31). 在 
(2.33) APH PF, fÑ 所 ,并 注意 到 微分 公式 (2.25)， 即 得 (2.34) 
yË. a 


Ж V =he H AK BH, Н (2.33) HAM, óh = Wa. 
因此 (2.24) 式 是 (2.31) 的 特殊 情形 。 由 (234) ж, YF e Su 有 


(Fh) = FW; — (DF, b). (2.35) 
E DaF = (DF, h}, hF = 6(Fh), 上 式 可 写成 


őn + Dy = Wr, | (2.36) 


其 中 Wa- ERRA Wa WAS. Е (2.31) APS У = Fh Oe 


E[G&,F| = E\|FD,G), F,G є Sy. (2.37) 


因为 Su 在 五 ”中 稠密 ， 由 定理 11.5 aA, D, BS, WA, K 
Hj fa a, 

同样 道理 ， 由 (2.32) 式 ， 对 任意 可 分 Hilbert 空间 E, D 作为 
І?(Е) 到 L*(HoE)'BW SERIE T. 6 作为 LH GE) 到 
PE) h yE sik F, 它们 都 是 可 闭 的 ， RAE. 我们 
将 其 团 包 仍 记 为 D 和 5, 下面 就 来 确定 它们 的 定 闵 域 . 


2.3 358 8) Sobolev 空间 


为 了 记 叶 简明 ， 在 不 致 混淆 的 情况 下 ， L?(Q; E) 中 的 范 数 一 
uA ll 而 不 论 召 是 哪 一 个 Hilbert 空间 . 
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Ew 2.10 HkEINI < p< oo, F' € Su (E, > 


k | 1 ўр 
Fl, = (IPI У). (2.38) 
j=1 
以 ЮР(Е) 表示 Su (E) ECT ECC ||: lep 完备 化 所 得 的 Banach 空 
H. 4 E= А В іа Db. 
HEX, Gb р= 2 时， D? Hilbert 空间 ， 具 有 内 积 ， 
k 
(Gea = (F, G) + 1 (DF, DIG); (2.39) 
j-1 
容易 看 出 , AL ALA) PRET, D? 就 是 梯度 的 定义 域 . 
AB 2.11 范 数 族 全 -lip;k E Nl < p < oo) 具有 以 下 性 
fü. 
1° 单调 性 : E 1 < p <q < ok < 1, Mi ||: Haw < ||: ding; 
2° 相 容 性 : 对 一 切 p,q € [b oo) 6,1 € IN, E (0) C Su, 
lima оо ПР, = 0 BART A ||. 1, 基本 列 ， 则 lim, co LES zs 
= Ü 


证 明 单调 性 很 明显 ， 现 证 其 相 容 性 ， 在 所 给 情形 下 ， 对 了 < 
Nj < {D Fa} 为 L3(H97) 中 的 基本 列 ， 由 (ES 的 完备 
HE, FERR Су. 为 证 G; = 0, 我 们 用 归纳 法 ， 显 然 Co = 0; Xt 
Gi =- = Gi = 0, ШАГАН PR F B hav ,hy € H, 
Hr (2.30) EE 

EFG & hi) 
= lim B[F(D Fn, 81 Ah) 
= lim (E[FWA, (D Fa, 9j 1 i] 
一 E((DF.R)(D! Fi lh) 
= E(W,QG;-,811) 
— JE((DF,h;)(Gj 4, 8171 hi) 


1 


= Ü 
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从 而 С, = 0. E" 
ЕИ ВОН Е, 我们 可 以 定义 {P(E eRe. 
eM 2.12 XJ kc N. А 


Dgj(Ej f DE. (2.40) 


lapaz 


D°(E)= | f) PRE) (2.41) 
RED 1<р< оо 
为 拓扑 投影 极限 .它们 都 是 赋 可 列 范 空间 . 4 E = 现时 简 记 为 
ID? 和 Dh., 

我 们 约定 ， 当 上 = 0 时 (Е) = P(E) ID (E) = L^*- (E). 

ЕН E X. (2.38) AR Sa (EF) 在 一 切 DCE) 中 的 稠密 性 可 知 ， 
Vk e€ N É p > 1, 梯度 算 子 DD 可 开拓 为 DE) 到 10° (H @ E) 
中 的 连续 线性 算 子 ， 从 而 也 是 DPE) 到 DEH @ E) 和 DC) 
到 D(H @ E) 中 的 连续 线性 算 子 ， 特 别 ， 公 式 (2.24)-(2.26) 及 
(2.28)-(2.30) 均 可 推广 到 Ю X DLE) 上 去 ， 并 由 (2.25) 式 可 
知 107° 为 一 代数 . 

MERE H = L? (T, В,А), А д (T, B) E c- 有限 无 原子 测度 . 
此 时 ISRAEL T 为 参数 集 的 随机 过 程 (将 LN; H) 
等 同 于 L2(T x 0)). Rel, BF e Di, W| DF £ IP(H), DF 可 以 
看 作 随 机 过 程 {DF;t e TY, 因此 


(DF,h) = J (DF)A(t)dt. (2.42) 
T 
X F c€ Su 具有 形式 F = ҖИ, ИА), hn Ee H, Bu 


D,F = УӘ, , Wh, Asl). (2.43) 


zia 
一 般 地 ， D*F a UAE k SHOE. 
Di. F = Do DE, (tee ta) ЄТ. 
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当然 ， 它 只 对 а.е. (hits u) [A5 ход] SE X. 
我 们 已 经 知道 ， Ғе? Не 


к=)у LS. fa € H. (2.44) 
n 
下 一 命题 告诉 我 们 ， 当 {f} 满足 慎 么 条 件 时 三 的 导数 存在 以 玉 
加 何 计算 它 的 导数 ， 
AE 2.13 WE (Q, F, um H) 为 不 可 约 Gauss 概率 空间 ， A= 
L*(T,B, X),F c (M 具有 分 解 式 (2.44), 则 F e DT 的 充 要 条 件 
是 


Упа, 2 < оо, (2.45) 
n-—l 
此 时 
DF = Y nl a(fast) (2.46) 
n=l 


对 aet ТЕ LAO PRM, 其 中 fne t Ж л МЕНЕН — 个 变 元 t 作 
为 其 余 一 1 个 变 元 的 对 称 函 数 ， 且 


EDF IP) = z| J ron] 


= Уан, (2.47) 


n=l 
证 明 ЖЖ F = 1,008") = H,(W,), EP h e€ H B (Ај = 1. 
HH (2.43) ж 
D,F = H (Writ) = nH _— (Wa AG) | 
= ni, Q(h S7 DAD, aet, 


BI (2.46) 式 对 F' = Ialah falti, `". ity) = hiti) m htn) m, R 
E Hn = n*(n — 1)!|Aj?" 
= nal fall. 


| 103. 


由 极 化 公式 (1212) пр, H {A9 : k € H) 生成 的 线性 子 空间 
在 HŠn 中 秽 密 ， 因 此 命题 对 于 任 一 多 重 Wiener 积分 F = Inl fh), 
fa Є H9" 成 立 . 

现 设 五 具有 分 解 式 (2.44). Hh m € N > POY) = S77 DIR), 
ШЕ ep? B 


ЕРЕ?) = 5 ` nn!|| fall. 


n=l 


“ЖЕ (2.45) 满足 ， 则 {Finen 在 D2 PRAT F. 从 而 
F € DY: 反之 , # F є P,G = pR? h c€ H, R. H 2 3 
{e;}, 由 分 部 积分 公式 (2.30) 得 
dim 更 [SG(DR ej) = lim (ЕСИ, F0] — БКС (DG, e;)]) 
= E|GW., F] — E|F(DG, ез) 
= IE[G(DF,.e;)), j=1,2,---. 


> m > n BI 
BIGDP™, ej] = E (n+ Qt (f. адел), 


Вр (DF, ез) YE Hn 的 投影 为 (n + DU (а (5, He,(t)A(at)), 由 此 
推出 


2 "ал? = > EIGF,e;] 
Tl 


j=1 
= [|| DF|||2] < oo. i 
. 下面 再 计算 问 量 场 的 散 度 . V c LO, H), 即 随机 过 程 了 = 
[Vi t € Ty 满足 
f E[V2]A(dt) < oo. 
T 
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AD 的 定义 域 为 Di, 由 (2.31) Raw, RHR TS 的 定义 域 
为 


Pd) -fv € І?(9; Н): Je > ОУС ep? 


| (f Deva] |< дісі). 


(2.48) 
X V e L*(0; Н), Ш A-a.e.t, Vc € L° ty F S. 
Vj = 5 nhat 5), a.e.t, (2.49) 
n=0 


式 中 fayil t) e НӘ", 它 关 于 前 п TE BOSL Н. КРО i, Ж 
们 总 可 选取 fon 使 之 关于 noel 个 变量 可 测 ， 从 而 其 对 称 化 


1 


Рл, Ё) = nil m I2 


+ >` Frail, обро бро stot) 
— (2.50) 


属于 Hee) H 
B f veto = Уза? < бо, (2.51) 
T тъ 1 


命题 2.14 (2,7, н; H) 为 不 可 约 Gauss 概率 空间 ， A = 
EAT, B, à), V e І; Н) 具有 分 解 式 (2.49), W V € DiS) 之 充 要 
条 件 是 


сж) 


>` nl] fll? < oo. (2.52) 


n=l 
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此 时 


ôV = y (А), (2.53) 
H. 
EKEV?) = У wl. (2.54) 


WEBB id (2.49) 式 中 前 m 十 1 项 和 为 VE" (2.53) 式 右边 级 数 
前 m 项 和 为 PO, W| (2.52) X BU m 项 和 为 BLP?) 容易 看 
tH, 5 EA $ РР (2.52) 满足 时 (2.53) 式 右 边 级 数 在 L^ Pee. 
设 Ge D2 G = У, alga) gn € HŠ" n © IN. t (2.46) 式 


e| f xvii] | =] mt Faso | 


n=l 


< IFE 1С]. 


H (2.48) ATR, q HX 4 (2.52) 满足 时 YE D(6), 此 时 6 V 
H (2.53) 法 给 出 . ' 
+ Vahe H HEE, M 


bh = Wh = f A(t) W (dt). 
T 


— h. npELEE EV 记 为 [e UW (gt). 在 第 三 章 中 我 们 将 看 到 ， 它 
重合 于 Skorohod 积分 , 是 It6 积分 的 推广 . 


83. Meyer 不 等 式 及 其 推论 


3.1 Ornstein-Ublenbeck +# 


空间 ， E 管 平方 可 积 泛 商 空间 O, F a E) > L2(0, Z, н) @ E 
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仍然 具有 混沌 分 解 (1.31). Asa aan, Ae Ra E= HR 
情形 予以 证 明 ， 但 所 有 结果 均 可 推广 到 一 般 E RR. 我 们 
LJ, RRR FAR S BÜIESGET&GE. RAR, BAR 
18 30595 HE 2S [a| Б By Ornstem-Uhienbeck ЗЕ 8k, 

EM 3.1 Xf Fe SM, 5E M. 


LF = -&DF. (3.1) 
由 8 Al D ВОЖЕНА Н ЖА НЗ, KAA L? 中 的 自 共 


HWAT, A Ornstein-Uhlenbeck 算 子 (简称 OU MF). 
命题 3.2 x Fe Su 具有 形式 


F=f Wi, Wh h hi, ,hn € Н, 


bii 
LF = X ORO; f Was Өө, Wy. (Ax, Àj) 
3,k—1 
- $ 8f (Wass WW, (3.2) 
j=] 
一 般 地 我 们 有 
£ = —- \ nA, (3.3) 
n= 
D(C) = {F € L2 : Sn Fl < оо}. (3.4) 
证 明 由 (2.23) $ 


РЕ = > 8, (И, , T ; Wa, Ay, 


j=1 


再 应 用 公式 (2.33) BD (3.2) 式 ， 特别 考虑 数 信 模 型 及 RO 上 的 
Hermite 多项式 (1.22), 由 (1.28) 式 可 知 


LH,--—ldH4, a € A. (3.5) 
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ERTER H, 是 由 (H, sa EA ja] = п} Ел, HEREDE 
Gauss RSS [8] MARE, 故 乙 具有 形式 (3.3), RED? 中 定义 
5i (3.4) 给 出 . B 

Ж Ме -2 = У), n, 80) HRAT., CEP PEM BR 
"T. 

Т ЕШ C 生成 的 半 群 . 

定 3.3 L? 上 的 压缩 算 子 半 群 


Т. = Yetu, 120 (3.6) 


n-—ü 


称 为 Ornstein-Uhlenbeck 半 群 (简称 OU 34 8). 

SEE {1.4 > 0} WE: 

1° ЕЁ: P > 0 = RIF) > 0,( 参 看 (3.9) 5); 

2° 对 称 性 ， IElGT,F] = E|FT,G). 

FREH, CE {Т> 0} 的 生成 算 子 , 事实 上 , ЖЕ 8 D(L), 
则 


Elt iF — F) — LF|?] = S (Ке 一 1) + т), 2]. 


n=O 


由 于 HeT - 1) cn AY tlLom tein — 0, RE 
WETS. 反之 , ЖЕТЕР) 在 D? tul SCE UE iS G, WJ Vn 


InG = imt! (RAF - InP) = -ndn F, 
ëk F € D(L) B £F & @.= 


AFA SHR АЕ MO. RAR OU 半 群 在 一 切 
LP(1 < p < eol 空间 中 的 压缩 性 . 考虑 数值 模型 UR, В, 499 12), 
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Mh={hJeP,ea{ejJoR™ Баст G 


Ex(h)(2) = exp{ hye, - 1 Y j 


—1 





| 
—. 
5 


在 定理 2.5 HEE, 34 n — oo Rt £. (h) ЖЕ Lh "UR a FB Ie 
W E(A), 于 是 


ht 
E(h)(z) = > ~ Holz), (3.7) 
其 中 A? = ПА, о = {o} € A. 因此 
he 
Jr€(h) = У He пе No, (3.8) 
cA. | 


其 中 An = (e € A: Jal = n). 
А 命题 3.4 在 数值 模型 R^", Воо усо. 12) k, et E> O F c L2 


а) = | Реа Vine Myla. © (зә, 


从 而 对 一 切 p > 1,T, 在 L? 中 为 压缩 算 子 . 

证 明 由 于 指数 泛 画 的 线性 组 合 在 IL qe. AEX Р = 
E(k), h e P 验证 (3.9) $. Spur F — &.(h), 直接 计算 (3.9) REIH 
ae tm Dn se A 一 2 2 i6 thy!) п оо ФФ 


on 


£(e "h)(z) = Уест, £(hy(a) 


m=O 


= E(k) (х), (3.10) 
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AW; (3.9) ERY. SO RARE HE (参看 命题 2.2) 可 证 T, 
ТЕ—ЪД LP 中 的 压缩 性 ， E 
H + OU >J PE Bae x Pie НЕЗ EH, RA th a 
(3.0) REN CREM. EM Fel ЕУ. HRPE, 
f FE BARI, УЕП OU Чё НЕ ЕДШ (BA E =a 2.3). 
定理 3.5 设 (Tt > 0) 为 OU HH. 对 p> 1, > 0, > 
git) = ep 一 1 十 1 > p, 07 Fe L? 有 


ITF | дї) < |F jl. (3.11) 


H EB S Sa 8] D14538] PS TB FR IE HE: 
Ж 3.6 对 一 切 p € (1,00), Wiener 混沌 分 解 中 的 每 个 子 空间 
Haze 2 HAPS, EEP L 范 数 均 等 价 . 
证 明 E g >p >l, >O tE gm eip- TEE n 
EKFcc?L,8 
e "LENS = | < Flip 


BD fr Ha rp L? 范 数 与 L* 范 数 等 价 ， E 
# 3.7 HH pel, w) Enc Nao Jn AL 中 有 界线 性 算 
T. 
WERA i p= 2 时 结论 显然 成 立 . 若 p > 2, HZ t > 0 j p e+], 
Ш F e pr 有 
ПЛЕ = ew HT Fl, < e™ || Jn Fl; 


< ev Fila < еер, 


* p < 2, Фа АЗЕ ЕИ, a 2. Mt>o dig =e +1, By 
x F.G 8 L2 有 


HE[GJ,F]| = iE|F J, С] 
< ПЕ Ilalia Gla 
SF ilpe™ Glls, 
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EJ 
lat lip < HE lp, 


从 而 J, H EEEE ГР E. І 


3.2 І” ЗЕ ТХЕ 


一 般 地 说 ， 给 定 一 个 实数 序列 о = {оо Јам 在 全 上 可 定义 
一 个 线性 算 子 : 


Xx 
T, = 5 рь. (3.12) 
nci 


BUR, p, = e7"',—n Bf, T, 分 别 为 OF 半 群 及 OU SIT. ВА, 
对 于 什么 样 的 序列 р, Т, WERA ІР 上 的 有 界线 性 算 子 ?下 面 的 
І? RETER 给 出 了 管 案 : 

定理 3.8 (Meyer) 设 p = (pa) 为 一 实数 序列 ，T, = Уу] p.J,. 
+ l € N £ 8 > oe 


Pa y ay(n 9)“, N np, (3.13) 
k=" 
其 中 实数 列 (oí) 满足 


$ lak|(no ^)* < оо, (3.14) 
k=O 
则 Vp € (1,00), T, 可 唯一 延 拓 为 L^ 上 的 有 界线 性 算 子 . 
注 此 条 和 件 等 价 于 ， 存在 于 0 点 某 邻 域 解析 的 函数 及 8>0 
T£ 
pn = (n^). (3.15) 
我 们 这 里 采用 Shigekawa[4] 的 简化 证 明 ， 为 此 先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 3.9 ГНЕЙ Т, пем. + 


LEI-4-e-44-Y3 h, 


k=n 
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Ге "же - 


В„ = 了 T L, dt = > ij 


= t 
Ш Vp € (1,00) Ж n £ N. de = e(p,n) > 0, 4E VF ED ke IN 有 
1° TTF lp < сет £20 (3.16) 
2 IRE < en Е). (3.17) 


if 1° p=2 BARREL. Ë p> 2, to > 0 {Ë p — e^ + 1, 
Шм > D H OU НАЯ ИЕА 
[Tee InP lip = I Е < ITT F's 


- (F etu, pig) ^ 
kn 
се" (улл) 


k= т 
< е" |Р ce" Е, 
ИП] t> to uEBH T (3.16) 3X. 4 t to 时， 由 压缩 性 可 得 
| Els < MaF] < ПАШЕ 
< е" |1, |е Е, 
FÆ (3.16) 式 仍 成 立 . 
# p < 2, SRR, BWR зт 之 证 明 可 得 (3.16) 
x. 
2° 由 (3.16) 式 可 得 || R, Fl, < cn iF ilp 


ғ}, =| | J T,L,T,I,Fdtds 








P 


-| [ f Т. Pdtda 


zu Í | n L P| dide 
< 15|, Í fÉ се "+ ав 
0 ü 


= en "Ff. 








* 112- 


HEHE, Ест) sk. m 
定理 3.8 之 证 明 AE 8 < 1 的 情形 . EH 8 = 1 dà 
1, = Тү + To, 其 中 


rig — 1 


= 2. Pod Ty = Y padn. 


ТАСТ Т 


由 于 J, AL? DA2OGRMESDECT. EDAR. É n > no, Fn € Hn, 
E RF, 一 lE, 故 


> ax RE F, = Y aun EE, = pF, 
k=0 
从 而 


oo 


15 = >» a, RE. . 


k=0 
但 由 (3.17) 式 及 条 件 (3.14) 可 知 ， 此 算 子 级 数 依 І? 中 算 子 范 数 
We, Mita Le 中 有 界 算 子 . 
Xf 8 «1,3 A2(ds) Ж BUR.) 上 的 概率 测度 ， 满 足 


| «a9 —exp(-u^th w > 0, 
0 
BB AZ 为 8 阶 单 边 稳定 分 布 ， 再 令 
TP = Í T àf ida), £ > O. (3.18) 
Ü 


因为 Ае ж AP = АР, 可 以 证 明 (72,0 > 0) 3 LP 中 强 连 续 压 缩 半 
BÉ. ED Fn E Han | 


TPE,- f T, Fd? (ds) 
0 
- [ево 
Ü 
=exp{—n"t}F,,. 
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以 T) 6 Ty, 类似 地 可 证 明定 理 结论 . a 
作为 ІР ey ePIC, RITA 
$E 3.10 Xj sc REM 


(I — Ey? = V ny" us, (3.19) 


则 当 scom, (I-£y/? TRH LEU < p < оо) 上 的 有 界线 性 
"Tq. 

WEBB 因 cle) = (z/(0 + z)) 2 在 z= 人 0 附近 和 解析， 此 时 
pa = (1 + т) = pfn), ШЕН 3.8 命题 得 证 . Ë 


3.3 Meyer 不 等 式 


下 面 我 们 来 证 明 重要 的 Meyer 不 等 式 (BE Meyer. CE 
AFI E Sobolev 空间 理论 的 基础 . 我 们 采用 Pisierf1 AS fay (LUE BE. 
证 明 中 要 利用 如 下 的 Hilbert 变换 


тра) = | fet fen y (3.20) 
Уж 


KHER, M: ER T Æ— H LPR < p < oo) 中 为 有 界线 性 算 
T (参看 Stein|1], Dunford - Schwartz[i] 或 Bass[1]). 

我 们 先 给 出 两 个 简单 的 引 理 

引 理 3.11 PLA 


DJo =9, DJa = J. ID, n> 1. (3.21) 
对 Ë 一 {Pr}, 4 p* = {Pn+ifs 则 
DT, = Т-р, (3.22) 


Hep Т, 由 (3.12) 定义 ， 
WEAR 注意 Hermite £3 {ha(z)} WE k(x) = nha (a), 
BH Ay So uF Е 20. ü 


-liá- 


引 理 3.12 Wl 


Q= (1- Cy 1⁄2 = n) 1⁄2J,, (3.23) 
=й 
fiij 
Q = zn f 11/22 tT dh. (3.24) 
g 


证 明 投影 到 每 个 子 空间 Hn, 此 式 妇 结 为 以 下 的 恒等式 ; 


(m+ 1) 1⁄2 = z 1⁄2 Í t 12g (nt ta. I 
Ü 


在 以 下 证 明 中 ， C, 和 С, ЖУ p 的 常数 ， 但 在 不 同 
场合 可 能 不 相等 ， 
Ж 3.13 Wp E (loo), MAC, > 0, EH- F < p A 


ПЕ [lue < Cy || F |». (3.25) 
WEBB 考虑 数值 模型 ， 对 0 < e Tr/2 (ESR t = |logcosf| = 
— log cos 8, et = cos 8, M T, = et" = (cos 0", 


ү? 
Q = = 1⁄2 J | log cos 8|! /? (cos 0) sin 8d8. (3.26) 
0 


Raye R”, ЕСІР, + 
Re F(z,y) = F(z cos6 + узіп 6), 
则 岂 (3.9) 式 可 知 ， vF EP 
(ЛЕ) (2) = IE" |ReF(z,g)], (3.27) 


其 中 EY RAR KF y? (dy) 的 积分 . BE DY 表示 关于 y 的 导数 算 
+, Wher 


БУ RəF (m,y) = sin8 R, Dx F(z,u), 
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IE" (D? Rp F] = sin GE" [Ro D, F| 


一 gin (соз 0)" DAF 
= V sin 8 cos" 0J,, D, F. (3.28) 
令 
pie) = 5 | log cos 8| !/* coast sgn 8. (3.29) 


B o 在 0 点 附近 的 阶 为 0, KARRA 


(8) = a + "(0) ) sgn 0, 


其 中 7(9) AAR BR. S 


nf? T/2 
J (6) ReF40 = lim f (v(0)ReF + (0). оЕ)а9 
—«/2 € E 


-T/2 — 
nig f USE R-P) „е, 
e0 2. /mllog сове! (3.30) 


我 们 要 证 明 上 述 极 限 存在 ， 
由 Gauss 测度 旋转 不 变性 及 (3.27) xh, 


IE* IE"| Ro F'(2, HP] = ||F| < oo 


МЛК Р Ө УЖ ЯХ, ЛТ 


af2 
/ Re Fiz, a) Pdg < oo а.е. (у x 7%). 
—m 2 


f plo Rese Кай! ~ f Hose Peel Ed dé’, 
е Ü 


' 116- 


由 Hilbert 2846 (3.20) 在 LUR) 中 的 有 界 性 ， JIC, > 0 1 


w/a a /2 р 
Í | J p(8) Ro. o; Fdo" 
JI — /2 —7/2 
于 是 由 旋转 不 变性 得 





d 
dé < с, | [Re Flea. 
—a/2 





[| И oO Ra F(z, y)d8 "| 


= ЕЕ" | | ГИС 8 Rese: Fle, y)d8' j | 
< C E” ЕКЕ (z, у) 
= pIE IE, 
WL (3.30) 式 中 极限 在 LAS x у?) "ndr d. 
B h € 2. H (2.24) Ж (3.28) HA 


w/2 - m 2 
ЕУ w, / (0) ns Fas| = E Di f Өд 
-7/2 --/2 
mw 2 


= j (0) E” |D! RoF d8 


T/2 


= => "un pti) }sin Ө cos” и) da DRE 


= Ye *2)7* ,D&F = D4QF, 


TE 


(3.31) 


其 中 最 后 的 等 式 由 引 理 3.11 wE. B D, OQ F 
表明 ， 对 ae.z [y], 


x/2 
DQF (a) = J? pi » ol) Rs Fs ud? 


其 中 Jr 表示 关于 变量 y 而 言 到 M HORE. ge LP HAR 
性 (# 3.7), 30, > 0 使 得 


|DQF(z)5 x CIE" | Г. (8) Re F(z, y)d8 a 


= (DOF, А), EX 
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KF т 积分 并 由 (3.31) RIF 
|DQFilp < СЕ]. (3.32) 


最 后 ， 由 命题 3.10,Q 可 延 拓 为 L^ PARAS, d 30, > 0 
使 ОРЦ < СЕ, £j (3.32) 式 即 得 (3.25) XX. | 

利用 对 偶 性 ， 容 易 得 到 相反 的 不 等 式 ， 

命题 3.14 Шрє({(1,со), 则 30,>0 对 一 切 FeP 有 


|. Fl» < CpllQF lla. (3.33) 
uEBH 因为 Q 2 = I £ =< I+ó6D, eH F G e P # 


(F,G) = (Q `QF,Q QG) = (Q ”QF,QG) 
= (QF, QG) + (6DQF,QG) 
= (QF, QG) + (DQF, DQG), 


Ai] ICL, > 0, x р ! -q7 =1Җ 


KEG) < IIQFIISIIQGI + IDF DRG] 
< Cral Fh pll QG [а 


但 由 (3.25) sÑ, 


Filip = sup{|(¥,G)| : GI, < 1) 
< sup{j(¥, G)| : ӘС. < Cy} 
< ССР, 


由 此 立 得 (3.33) xx. а 

注 由 于 QP =P ED RL PAR, Wd 313 及 命题 
3.14 FA, Q : Lp — D? X Banach 空间 的 同 构 . 

FB Se RES SES BE SUE. IAS eth, ARSE 
== [8] A PS ERE |}. s 和 1. |5, EAE RE RE c {# | |a < cl: |, We 
A le h zs Ж H: s 1l l. B ille Е hs 则 此 二 范 数 等 
fr, WAT 11 ~ Mb llo. 
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AF lal te wel RCH Pye G3. 


定理 3.15 (Meyer 不 等 式 ) X pe (1,00) Æ ke ІМ, JCk p > Ü 
Ж Crp > 0, PVF EPA 


CpliF Hy < IQ Filey € Ск 121. (3.34) 
证 明 用 归纳 法 .定义 算 子 
T: Dr(EY — ІР(Е) Q LP(H @ E) 


F 
ГЕ = (рь). 


RR Vk 1d DI* = I*D, Н (3.22) Ж (3.33) 式 可 知 ， 
PQ : D(E) > L'(E)OL'(HGE)^ÉSA И THBRSASX. H 


AS 


[E Filo ~ Ер. 
对 点 用 归纳 法 可 证 明 


IE* Fila 一 本 ae + DF |k- 
Пер (3.35) 


_ f2-£\'? 24-217 
M - (12) - Xi In: 
由 于 pl) = (2422)?  oo-'(e) 均 在 零点 附近 解析 ， 令 p, = 


(82212 = (13/2) 7. 由 定理 3.8 可 知 M 及 М: 均 可 延 拓 为 
L'(E) 中 有 界 算 子 ， 对 上 >1 令 


[1 Ù 


MJ A, RA, 'TEL'(E)eL(HeE TES. Н 


AP 





T QE = QË A)T. 
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ЖА Bi =T*Q*, Ш В 二 TQ S5, B 


В, = ]^"1rQ* !Q 
— T*-19*-14,_ 1 By 
= Вь-1Аь-1В\. 


对 用 归纳 法 可 证 明 B. 及 By WAR, Fm (3.35) 式 得 
IQ“ Fixe ~ IT" Q Fl 
= 18,2|, 
ы ||». 
BERI Meyer 不 等 式 (3.34). | i 


3.4 Meyer-Watanabe J” X. iX В 


S.Watanabe[1| 引进 了 如 下 Sobolev 空间 : 
定义 3.16 Xf p € (1,00) Ree IR, 在 P(E) 上 定义 一 族 范 数 : 


Fl, = E- £)“ FI. (3.36) 


以 DE) 表示 P(E) 关于 || - |Z, 完备 化 而 得 的 Banach 空间 ， 

注 当 s € NN 时 ， 由 Meyer REAM, |: zs ~I lsp 从 
її ID, (E) = DE) 以 后 我 们 均 略 去 ~, 记 为 DE) 显然 ， 此 
族 范 数 具 有 单调 性 及 相 容 人 竹 ， 从 而 当 p< p 及 s< # 时， 


IDD (E) c DP(E). 


Bp rq = 1, EH L'() 与 其 对 偶 空 间 AE) 视 为 同一 ， 则 
LP(E)* = I(E.VF,G € P(E), 有 


ЕКЕ, С} = EU - LYF, (E - LYP), 


从 而 


КТ», = sup( EG GI: | GIZ, < 1), (3.37) 


— Bug 
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Bü H Neg НЕЕ ЯК, H 
IDE = D° (E) (3.38) 
FE, 241 < p < g < co,Ü0 < r < s < oo 时 有 


Ю°(Е) c DH) c I(E) c р” (Е) c Ю? (Е) 
LJ LJ UJ 
DYE) c D3(E) c LE) с DILE) c DE) 


由 此 可 见 ， 当 s< 0 m, DE 中 元 素 未 必 属 于 LE), > 
0°(Е) = (| f) Wrz), (3.39) 


820 lepio 


赋 以 投影 极限 拓扑 ， 而 
ID °(E)= |] |) DE, (3.40) 


8»01«p«oo 
RDA AAR RAT, WU DWE) | (2.41) 式 定义 一 致 ， 了 DD ° (E) 
为 其 对 偶 空 间 ， 其 中 元 素 自 然 地 称 为 广义 泛 函 . 
由 Meyer 不 等 式 ， 我 们 有 以 下 推论 ; 
命 显 3.17 OF D 可 唯一 延 拓 为 ID (E) 到 ID-°S(H @ E) 
中 的 算 子 ， 使 Vp € (1,00) X s € R. 


D : D? (E) — D(H Е) 


AEE. "edd 
D: Юе (E) — Ю°(Н @ E) 
为 连续 . 
FARHAT, 6 = D", 有 
WR 3.18 算 子 АЕ D(H @ E) 到 D (E) 
PHS, 1 Ype (1, co) Rs € I. 


6:1D" (H @ E) —+ ID?(E) 
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РЕ. RF Sl | 
6: ЮН & E) — ID? (EB 
因为 £ = iD, 于 是 有 
命题 3.19 £ Z 可 唯一 延 拓 为 ID °S (E) 到 DME) 中 的 
By, {уре (1,00) K s€ И, 


£ ID? (E) — DUE) 
为 连续 ， 特 别 
£: ID? (E) —+ ID°° (E) 


为 连续 . 

命题 3.20 若 E, E; 为 实 可 分 Hilbert Fi, pg Є (1, 00), 
ke Вр +9 l = r-i <1, M 3C = C(p,q,k) > 0, 对 一 切 
F € P(E), G € P(E;) 有 


IE СЕ. < CVF ikel Eize (3.41) 


A mo BR ST 
(F.G)oF SG 


AY &£ 35 Xj ID x UE) X ID (E) — ID; LER ® E) ВРЕ SE XX pk FE gh 

a. #5, Ж E, = E, = R,F,G c ID, WJ FG Є DY, Mit ID 

为 一 拓扑 代数 ， EA, Vk e IN, 由 (2.40) 式 定义 的 DE Mo. 

拓扑 代数 CM ROB DS = 0°). 
LEAR 容易 验证 : 


D(F QG) = (D) @ G + F @ (DG). 
A— Ж k e IN £ 


k 
5(P e G) = y ` C ү] (Di F) (DIG). (3.42) 
j=0 
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由 Meyer 不 等 式 ， 


k 
IF S GIT, < NDF ® С), 


< (Eiri) эш) 


< ПЕЕ „ПЕЛА, 


(3.41) RHE. B 
由 对 侦 性 ， 我 们 有 o 
X 3.21 在 命题 3.20 fF F, IC = C(p.g,k) > 0 
IF СЧ < СЇР СЇТ»: (3.43) 


特别 ， ID°(E) 和 ID SS (E) 均 为 Ю°- S. 

Ж i PAPA (2.25),(2.26},(2.34) Ж (3.2) 等 均 可 推广 到 
bu Sobolev 空间 上 去 ， 特别 当 Sm 和 Su (EZ) PRINZE D™ 
和 JD^ (E) 时 这 些 公式 均 成 立 . 

命题 3.22 hf В" ESM, с, € D”, W 
F = fpr Pan) € D”, H 


DF = д;}(Ф\. , Pn) Рз, (3.44) 
j=l 


ЕР = Удур, en) С; 


1=1 


+ s 9; р, ‚Фп X Dpi Dex)n. 
jk-l (3.45) 


特别 ， 者 FQG e D™, m 
£(FG) = FCG + GEF +2(DF, DG)g. (3.46) 
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W F,Ge DY,V € D(H), w 


EI(DF, Vs] = ELFSV), (3.47) 
(FV) = ЕБУ —(DF,V)g, (3.48) 
FDG) = -FLG — (DF,DG)g, (3.49) 
E|F LG] = ~E|(DP, DG)y] = ЕССЕ). (3.50) 


读者 试 自 行 证 明之 . 此 外 ， 务 部 积分 公式 (3.47) MRT HEP SIS S 
tB. PMX se R, F € DP ,,У e Dl (H)(p l +g = 1), # 


(DF, V) = (Е, 6V), (3.51) 


等 式 两 边 分 别 为 IDE (A) x D: (H) 及 ID? x Dt, EER RID 
线性 型 ， (AER MR, JD 7 x DOS 上 的 典 则 双 线 性 型 《.,.) 可 
以 看 作 期 望 的 自然 推广 ， 因 为 当 FG e ID* 时 {GY = ЕЕС. 
FRE F € T, G = 1, WJ (F,1) E. F b) r" X ga. 

fm. 我 们 证 明 OU & (T, t > 0) 8 —4- 9] АЕН Ей, 
ELTA BS ESS B] rh [К] "HS yr Pr y. 

tM 3.28 Міо Ope (1,0) É EAK E Ek z < s, 


T: ЮР( E) — > DPF) 
为 连续 ， XJ F e (Е), TF > t | O Е DPE) uk k F. 
证 明 AREE OE = RAT, MO RM, Ris = 0 8% 


THJE. ЩЕ + < 0. 由 3.16 зея, Yro € IN. Эе = cíp, np) 使 
VF c LP m > mo A 


Zita F ilp < ce "*| Fil, 


因此 


2.7. | сву € се", 
WOT Л, | een) < ce "*(1 + n) 77%. 
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为 
> ` IQ" Talleg < оо, 


所 以 Ort, е Z(LP). (B. 9" : LP — ID? $ Banach 22 [8] FR, Ae 
T, DE — L Ей. RCT Mot 的 交换 性 得 到 ， a 

X 3.24 X P € L*-(Q; E),t > 0. N| TF c (Е). 特别 ， 
# F 28 Wipes, MU TEF £ ID. 


§ 4， 非 退化 泛 函 的 分 布 密度 


Malliavin 随机 襟 分 学 最 重要 的 应 用 之 一 就 是 研究 Brown 运动 
轨道 泛 冰 分 布 密度 的 存在 性 ,光滑 性 以 及 各 种 性 质 . 设 (0,7. ui H) 
为 一 Gauss WRTH, FAHER” 之 一 就 是 研究 Brown 运动 轨 
道 泛 函 分 布 密度 的 存在 性 、 光 滑 性 以 及 各 种 性 质 . i (Q, F, uH) 
为 一 Gauss 概率 空间 ， F 为 其 上 R” {WK (m 维 随机 向 量 )， 
其 分 布 po Е! 是 BUR™) 上 的 概率 测度 . Malliavin 分 析 提 供 
了 一 种 极为 有 效 的 方法 来 研究 在 什么 条 件 下 po FU! 关于 RU p 
Lebesgue 测度 А 绝对 连续 以 及 其 密度 (B po Fo! 关于 AT 的 
Radon-Nikodym 导数 ) 的 各 种 性 质 . 


4.1 Malliavin H ERS FRH 
EN 4.1 F= (Fp, Fn) € 0108"), > 


ij = (DE, DE; Ym, 1 < z, < m, (4.1) 


ki 阵 Xu) = (0300) езет 称 为 Malliavin th Fr ER. + 
det (ш) > O a.s. Н 


[det Efu)! £ LT, (4.2) 
则 称 三 (或 下 本身) 在 Malliavin # X TAER iE BR EIR b). 
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引 理 4.2 dj F c DLUR™), WE Malliavin HA zie X € 
ID UR" gR”) di F ЧЕН, 则 其 道 阵 X (we) = (те (о) азс 
as. ЖЕ, H 5-1 є DYUR™ oR”). 

ШЕВА XP 6j = 1, т, log] SII DEDE; Am e; eL. 
由 定义 (2.22) 式 直 接 计 算得 | 


(Doi, h)a = (DF, h @ DF) yen ~ (D Fj, h РЕ)нен, 
Wh c Н, (4.3) 


Al Fi, F; e D7, Doi € L? ,从 而 c; c Dr. 由 恒等式 


TIL 


yu = У тсы. 1<%)<т 
t 


Pk St ni f$ 


TFL 
Ру; = — у; Жыл ты, 1 < 1,3 < m. (4.3) 
k=l 


既然 у; SF (det) RA У PRK BR, HEETE c 

L7, B (4.4) 式 进一步 推出 D^; є LY ,因此 +; £ DP. V 
ik 根据 同 梓 的 推理 可 知 ， 若 下 E D°° (T), 则 协 方差 阵 x; e 

DPR” @ R"); € F IEEE, W E e ID?(ER" @ mm). 

XT IREE m rp Ж SE P A f P Aq ШЕ НН, Ж RE BJ 5 BB 
积分 公式 (RBI D AS WHER OU A C АЖЕН) 和 以 下 
的 调和 分 析 引 理 . 为 此 我 们 先 证 明 有 限 维 空间 的 一 个 不 等 式 ， 

5188 4.3 (Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 ) 8 m > 1, ië m* = 
m/(m — 1), N Ve € CUR) 有 


1 TFL 
ИКЕГЭ (4.5) 
j= 
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ir 8A 2 r = (£1, Em) Я] j=l -m 有 


olz) = Í дуе(а)агу, 


le(z) < 人 lóre(x)dz;, 
"m сю i/(m1—1] 
m" d wiri dr: . 
(а) SUNL j i] 


将 上 式 依 次 对 21,… ,zm 积分 ， 注 意 f |дур|4хт, RRMA оту, 在 
对 zi 积分 时 ， 对 其 它 m — 1 个 因子 用 推广 的 Holder 不 等 式 





{< Пи. (4.6) 
j=1 j=l 
即 得 
f_i as < Полар, 
p уш 
于 是 
TTA m 1 т. 
vello < [P lbe" < — 2 lelh. ' 
j—1 j-1 


КЕ ДЕБЕН ЛИ ЯУ ir S| BE: 
S EE 4.4 Wy A BR") БЕ, ED j=l, m, 
TREE c; 使 veccoum)d 





/ Ojp(x)v(dz)! € с Н, (4.7) 
m" 


1 » 关于 Lebesgue #MW EE 98 F ESE, 35 m > 1 时 具有 密度 oc 
г (mY Жр т^ = m/(m — 1). 

证 明 ` m = 1 Pf, AREH (а, Б), $ A (а,Ь) Бру 
BG LAS aS Z op AB PRE, EX e, € COUR) E pon — v H pa v. 
tH (4.7) BUFR rila, 80) < cí(b — a), BU » KF Lebesgue 测度 绝对 连 
Br. 

当 m > 1 BF, 取 腾 光 函 数 V. € COURT), TES FR 


p (z) = |. Pelt — yjv(dy), € 0, 
W|p.e€CPUR").HBHVpcCpUum")g 
lim lH p (z)o[z)dz = I. qz vida). (4.8) 


( 作 一 些 技术 性 处 理 ， 不 妨 设 pe © CPR”). TORO 足够 小 时 
有 











| [totae =| Í octets 
m пт 
< llel, j=l, ,mm. 
由 此 推出 
lazel <с; j-—]1,--,m. 


由 不 等 式 {4.51,3e > 0 f£ 
llo. || m < l y loo. |: < e. 
т < 


AL’ ЕКЕ, BREF RT (o) 在 LT pew 
А XX р, 由 (4.8) BU £H 


| мше = |4), we OPR"), 
кт R™ 
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从 而 v(de) = p(z)dz. ' 


4.2 АСЕ 


我 们 先 在 F € 加 > (TR) 的 假设 下 来 研究 其 分 布 密度 的 存在 


性 和 连续 性 . 
定理 4.5 W F = (Fien Fm) € D3 (We) 且 非 退化 ， 则 对 
i=1,:--,m, 36; є LO 使 Ye c CSUR") 有 


lop o F] = E[®, (у о F), (4.9) 


从 而 F 存在 分 布 密度 p “Gm > 1 BF, pc L™UR™), 其 中 
т" =mj(m—1). 

MERA 由 引 理 4.2,F Hp EE E = (0) 及 其 道 阵 1 = (yi) 
YET DY (T R”) 对 i= 1,.…,m, 令 


Zi = >` yi DE, Ф; = ó Z; 


< 
RI Z: e DP (D, 由 (3.49) 式 ( 它 显然 可 推广 到 DI 情形 ) 计算 得 
Ф; = 一 Y ouch + (Dy, DE;)g), (4.10) 
Rib є LM. 由 公式 (84) RR HEB] DP WE) € 
Digo F) = S (av o F)DF; € Ю°(Н), 
因此 
(D(eo F), DF) = Уо» ОЕ), j= lm. (411) 
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HF © 非 退 化 ， 解 此 方程 组 得 


dipo F = Š 6; (D(e о F), DF;)g 
3=1 
= (D(yoF),Z)#, i= 1,-.- , m. (4.12) 


由 分 部 积分 公式 (3.47) 得 


Ед, o F| = E(D(yo F), 2,)н 
= (e c FY6Z] 
= I; (e c Bi, i-1,--,m, 


(4.9) 式 得 证 ， 记 up = no Рі 为 所 之 分 布 ， 则 


| агба) (a) | = E apo Р] 


= |Æ (e c К\Ф;|| 
< ЖФ. |]: 11. 


HT S| 38 4.4, 得 证 定理 结论 . 1 
Ж Ж F e 0500") Н (ае) € EP, p > 4m, 则 利用 Holder 
ANS AH ATG ir, ВРШЕН Ф; є Lr = p/4m. 
i 8 <1. 4 


AIT) = "V. a lez) — el ) | 
ame lee С”): чь ED со) ыз 
为 B-Holder 连续 函数 空间 ， 我 们 有 
定理 4.6 在 定理 45 KBEF, xF—3 8 <1 É r > 0, F 
分 布 密度 p 满足 
pr e ug nm. j АЛА) 


: lod: 


ne RB Xp ile TP Ф q (z) = ЕФЕ = xj, 其 中 Ф; Є LV 


由 定理 4.5 STIH, РЕ Ve € Cy? UR) 有 


[А _ B;e(z)p(z)dz = El; o F| 


= Ж (фо FYB: 
= El(y o Р) ЕФЕ] 


= f o(a)qi(2)o(a)de. 
mim 
上 式 表明 ， 在 广义 导数 意义 下 


Gp = —qip, =l, ‚тп. 


ic WV ell = (225 (8;0)2)12, WW vp > 1, 


m p/2 ті. 
p~? Vol? = (> d) «Ya. 
i=] 


1=1 
两 这 对 plz)az 积分 得 
[Wate ae < m° ^ BIO. FP) 
#— 1 
< m? S ` ||, < oo. 
i=] 


E урт = Xpr-'( Voll, te 


[9р Рр =p? Í VolP o Pde < оо, 


(4.15) 


BU p/P 属于 Sobolev 空间 ИРС"). 但 由 Sobolev 嵌入 定理 


(Пит) c Г\ unm), 


p>1 Bal 


(4.16) 
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Ae Т. ' 
d ЖП ЯА жЕКЕ НЕР ТЕ, ШК ЕАГИ. Bouleau - 
Hirsch[1,2] ЕН T 4n FR: 
定理 4.7 W p> 1,F € DUR"), HUJ Las. прай, W 
F 存在 分 布 密度 . 
其 证 明 较 复杂 ， 可 参看 Bouleau - Hirsch[2 ] 或 Nualart[1]. 这 里 
只 证 明 m = 1 的 情形 ， 此 时 只 要 假定 p= 1 В. 
证 明 Fe Di, 且 不 妨 设 F 有 界 , ШЕ < 1. 为 证 下 之 分 
af ЯЗ Of SE, A i UE ЗН ЈЕ Borel 可 出 函数 g:(—1.1) 一 + [0,1], 
只 要 f `, g(u)dy = 0, Ri [до FJ = 0. 
ER PGF] {gn} C Cs( 一 1,1), 使 


lim д. (0) = g(y) ae. [no F РАЈ. 
A> 
У У 
фу) = Í ga (z )dz, vy) = uu 


由 复合 函数 微分 法 则 ， 加 o F £ Di BH D[v«(F)] =9,(F)DF. m 
Jn — g ae [A1] 可 知 


lim tno F = ро F. а.з. Æ Ll, 


又 由 gn — 9 a.e.[no +) nf án 


lim Dy, (F)] = g(F)D а.в. 及 Ll(H). 


H po F = баз, HAT D HMA oF IDF = 0 аз. {Н 
ОЕ g > Оа.ѕ., до F = ü a.s.. B 

注 从 证 明 中 可 以 看 去 ， 如 果 除 去 X as. MAH, PRAT 
得 出 在 集合 (det E > 0) 上 po F7! 绝对 连续 ， 即 对 任意 Borel Ж 
B, AF Lebesgue 测度 为 0, Wi íF £ В, det > 01 = 0. 一 维 情形 
还 可 参看 严 加 安 [3]. 
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аз 分 布 密度 的 光滑 性 


下 面 我 们 将 在 F є D° (IR) 的 假设 下 来 证 明 分 布 密度 的 无 
SF UAT PA PE, 这 里 我 们 采用 S.Watanabe[1] 的 简捷 而 富有 启发 性 : 
的 方法 ， 即 研究 广义 末 数 和 泛 函 的 复 台 .因为 到 的 分 布 密度 p(z) 
可 以 形式 上 写成 6, о F], 即 Dirac 5 ARM F 的 复合 的 期 望 
E. 显然 jea 忆 不 可 能 是 通常 意 必 下 的 泛 函 ， 我 们 已 经 知道 ， 当 
реє SIR M, B ФУ ¿o F е DM. ЖӨ Fs, Meit: 
pre po F J Sm) E DT NAB. 我 们 的 目的 是 将 它 延 拓 
AY SR B ID 的 具有 某 种 连续 性 质 的 线性 映射 ， 从 而 6. o F 
ТИГ SC BR. 

考虑 Schwartz Г S eg [HR] SR. ЦЕН ZI f, 
我 们 引进 与 第 一 章 83 B fn rp AS ААА БЕ fr B9 — E CC: 


А5 = 1 + lal? — AY fll, кє 2. (4.17) 


以 Tay 表示 SUR™) AF ||: 15, 完备 化 而 得 的 Banach 空间 ， 于 是 
仍然 有 (参看 Reed-Simon[1]) 


SR") = lim Tox, 
k 
S'UR") = lim 7 24. 
k 


5118 4.8 jt 6,,y € IR^ X Dirac 5 BA. а = [ол + ,0) € 
INS |а| = 5а, д, = OP ++ Oa", Жоп > m/2, WJ 6, € Than: 
者 e| < 2k, Ш 9,6, € 7-2, 3., ВШ 


RT 3 yt by c T.2n-2k 


Aj 2k 次 连续 可 微 . 
WERA ó, 之 Fourier PRA e (69. 从 而 


FUL = ATENO = (1 + je) ne 6»), 
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进行 递 变 换 得 


_n 1 m gez) d 
a-awe-(z) [regt 
4n>mf2 时 
M + Jal? – А) Sy [loo < ||(1— А) "él < oo, 
É 5, © Ten, ИШ y (1+ Jel? — А)", € To HHS. >К 
la] € 2k É o € Toa ok PF, д.р E Tan, H. 
(055y, фу = (-1) ^18, ely), 


CHR ET ун ó, € Tan- 为 2k W Xe SE uj bX. E 
定理 4.9 (S.Watanabe) # F £ DO(R™; 且 非 退化 ， 则 vp EE 
(1,00) Ж n € No, Je = сір, п) > 0, Vp € SUR") A 


I o Ер < elel Zan: (4.18) 


从 而 上 映射 pn — vo F ГЮ — SERA S*UR™) S] ре BUR PESR 51, 
限制 于 7 24 时 为 到 DP, ЈЕВ. 

证 明 类 似 于 定理 4.5 的 证 明 可 得 (4.11) 及 (412) 式 ， 所 不 同 
的 是 ， 此 时 рє SUR™), APR RBA D". 

xG e DS ¿=1,:: m, $ 


тт 


ФС) = y ` (Yi GDF;). 


j=l 
FH (3.49) 式 得 
$,(G) = — Y {YGLF; + (рон; G), DF;)a} 
j=1 
= — У t; CF, + DY, DF;)nyG — ( y ` Yi DF), DG) н 
j=l j—1 


= VoG + (V1, DG)g, 
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其 中 更。 e DY, Ф, є DDS9(H). H (4.12) 及 分 部 积分 公式 (3.47) A 


E|G(8ue o F] = у E(yi;GDF;, D(oo F))r]| 


j=1 


= 5 Ж (фо F)é(yi;G DF;)| 
j=1 
= Ejly o FPO t=1,---,m. 


以 де FR p 9;(G) А G, 依 此 类 推 可 将 i EAE 5 938 
a = fæ,- ;Om), 得 


E G(ap o Р) = (ро F)®,(G)). (4.19) 
当 lol 22m Bf, %,(G) REEI: 
$,(G) = ФС + (Vi, DG)g + (Vo, D” G)gss., — (420) 


其 中 Py € ID? (HË) 为 т, Fj(1€ 6j € m) 及 其 导数 的 多 项 式 . 
eH, ЧА =1 + |5|2 — А A 


IE[G(A" w o F) = Elle o Р)ФА(С), 
其 中 $ (G) HAF (4.20) 的 形式 ， 于 是 


EG {y o Е) | = |IE[G(A" A. "e o FJ 
= LEA "wo PF)e4(Gyl 
< ПА "vlial$4(G)l: 
= ФАС) 1101122: 


Фрі +q 1 = 1, Ш 


lle © Е|| 2р — supi |J [G( o F)]| : IG [lan < 1) 
< ellen вар ФАС) : Glan, < 11. 
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由 (4.20) 式 可 知 
e(p, 2) = sup(||# 1 (CG) : ||Gllang S 1} < оо. L 


Exe BE TI XE T Е S*UR™) MIERZE F є 
ID" GIR) 的“ MB a: To F. Watanabe[1] FAIR TH To FJ 
T {ЕВ F : Q — R" PR) 3 E] (pullback), 而 Malliavin[5] Kil 
BZA T 借助 于 下 B] tee (lifting up), 因为 它 将 有 限 维 空间 上 
的 广义 函数 据 升 为 元 窃 维 空间 上 的 广义 泛 明 .下 面 我们 将 看 到 ， 
JEG BR ЖҮ BJ RRA te SF АЕ F (随机 向 量 )F 的 条 件 期 望 GET, 所 
ELEC BRET RT EL i0 A 


(ET) :S* UR") — DD =, (4.21) 
(E'yTEToF,WE T = &„, WJ 
priv) = (8,0 F, 1) (4.22) 


EE F 的 分 布 密度 ， 于 是 我 们 得 到 以 下 重要 结论 ， 

定理 4.10 WF e JDS(IR”) ЧЫН, WFP 具有 无 穷 次 可 
徽 的 分 布 密度 p(x). 

TEAR 由 定理 4.9 及 引 理 4.8, Hn > m/2, MJ Vp € (1,00), 
k € No, ЯГ тэхн 6; o F € DP 4, A 2k MESA, 但 
k EFAN, dp (4.22) AELH оғ 属于 Coo (mm). 

^ SLT (4.21) 的 对 偶 上 映射 r 它 是 D: 到 Tan 的 连续 映 
Hj. А pple) = (ős, IE"1) = (UEP 1)(z).Yw e SUR™) 有 

Ely o F| = (po F, 1) = (р, IE*1) 
= Í «рађа, 
ит» 


XC BLUE ВЯ T H (4.22) 式 定 义 的 pr A F BU 4 ap ВЕ. E 
在 定理 4.10 KEM, EA GED EH 1, 可 得 
Ж (фо FG = (po F, С) = (р, ЕС) 


- | plz}{6, o F, Gidz. 
mm 
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由 此 可 见 ， 在 集合 {x : priz) > 0} 上 
(6, o0 F, GY = pop(r)E[G|F = z], ae. (4.23) 
作为 推论 ， 我 们 得 到 以 下 关于 条 件 期 望 正则 性 的 重要 结果 : 
X 4.11 若 n> m/2,p € (1,co),k € No, G € Diny ME 
集合 (z: prle) > 0} 上 条 件 期 望 EGF = z] 具有 C* BE. % 
al, Ж G £ D°°, WJ E|G|F = z] ВЗ С° і. 


4.4 {| 


Je Ж ER] FH LT AE ST AAR T VE Hórmander дЕ 
Ha Е ВН. BARE — RAE. 这 里 只 举 两 个 简单 的 例子 . 

ËJ 1 (Donsker ó BR) 设 H = L?(R,;IRÓO,(W(t),t c PR.) 
为 概率 空间 (0,2, JP) 上 的 d HE Brown 运动 ， FY 为 由 它 生 成 的 
完备 o- К. АЯ] ҺЕ Н, > 


d an 
Wido) = > ] њат, 
M (Q. ZW IP; H) 为 不 可 约 Gauss 概率 空间 . 对 固定 t+€ R, W(t) 
AR 值 多 项 式 泛 兰若 取 {e1,… ,ed} 为 RW, Wu 
DW,j(t)-—ipge; j=l ond. 
于 是 W(t) e D^ (RÀ) H 
gilt) = (DWi(t), РИ (OE = бї, i,j =1,--- ,d. 
4e>O bt, W(t) ЯЙ, MAMRE C 分 布 密度 


pi{e) = (55(W (#)), 1) 
= at) ^ exp(— |a /2t), 
其 中 5,(W(t)) e ID? BRA Donsker 6 函数 ， 对 于 Ре 0°, 条 件 


АҢ 28 
ДЕРИ) = z] = pii) - (64 (W (0), F) 
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RA С° 修正 . 
SATA (例如 参看 Ikeda - Watanabej3l), 抛物 型 方程 


Oru = Aut Tou 
的 基本 解 可 形式 地 表示 为 
p(t,z,y)—JE ic + W [t)) exp | / u (z + Wide | . (4.24) 


di vc CR hn > [d/2] + 1,0 的 所 有 导数 增长 的 阶 不 超过 多 项 
AB 


| lim v(x) Да]? = a < оо, 


则 当 a < 1/2t 时， 可 以 证 明 Jp > 1 使 
t 
6 sep] | v(e wr)yae | e 05. 
Ü 


因此 ， plt,z,-)€ C?*( pp), RB k= n — 1 - [4/2]. 

EREA 2 之 前 ， 我 们 先 证 明 一 个 有 用 的 命题 . 

命题 4.12 设 (0,7, ш; H) 为 不 可 约 Gauss 概率 空间 ， B yi， 
on Є 07, f 为 18° 上 的 Lipschitz ВЖ (Lipschit 常数 为 К}, 
МЕ = f(yp1,.… ,pn) € Di, B 


DF = Y ` G;De;, (4.25) 
1=1 
其 中 随机 同 量 G = (G),---, Gn) 满足 |G] < K. 
证 明 tik foc СЕ"), 由 微分 法 则 (2.26) RAR PS BE Vr 
HA F € DT HA G = fler npn) < j < n) BF (4.25) 成 
3L. 
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现 设 f X Lipschitz 函数 (Lipschit 常数 为 K), WEE C” K 
数 序列 {fm} -ERAT f B. IV fil < K. 于 是 


Lm) 
Fm = f. (а, Pn) — F, 


H (DEA 在 L2(Q; H) 中 一 至 有 界 ， 从 而 存在 子 序列 {DFm} ТЕ 
L7(0; H) page, A {Fw} 在 Di Pee. A Dy 是 弱 序 
列 完备 的 ， 既 然 F, 在 O PRR F, ke (Eu) 在 DI PH 
Е, 因此 Fe I>. 

53 —J i8. (УЛ, e ea) 一 致 有 界 ， 从 而 存在 子 序列 
在 12(9; IR") PARATE С, 于 是 (4.25) SX ar. ' 

Bl 2 (连续 过 程 极 大 值 的 分 布 密度 ) WE LX(,0 < t < 1) 为 
Gauss BER ilH] (0,7,4;7) 上 的 连 细 随机 过 程 ， 满足 条 忻 : 

1° Isl|supo<;<i X(£)*] < оо; 

2 X(t) € D2Z,0 < t < 1; 

3° H f xi fi (DX(t),0 < t < 1} 有 连续 修正 ， 且 


E| sup | DXG] < oo. 
0<z<1 


则 随机 变量 С = SUPO<t<1 A(t} c Di. XXE B. É (rx) 为 [0,1] 
中 全 部 有 理 数 ， 对 性 一 пе N, 将 其 前 n TERRE, 1080: 
oto < t... AA max{£i, Lipschitz RR, Ht 


Gn = max( X(t),--- , X(t,)) € ID2. 


3j n — oo hf G, # 1200) PRAF G, B (DG) Æ L2(9; H) 中 
一 致 有 界 ， 从 而 G e 02. 

由 定理 4.7 容易 证 明 ， 著 在 集合 {t € [0,1]: X(t) = G) 上 有 
ПРАХ (#0) a #0, WG MarR. MERTER GH, 
参数 集 [0,1] RRR RER Sal. 例如 ， Florit - Nualart{1] 
证 明了 两 参数 Brown 运动 (Brownian sheet) PAR AAA С° 分 
布 密度 . 
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第 三 章 Wiener 7 Bš Hbi МУ oS 


在 应 用 中 最 重要 的 Gauss 概率 空间 是 经 典 Wiener TH, ЖЕ 
要 的 Wiener {2 pj RL ТІВ Itó 35 gf, BD Itó BG EL TR УЛП Ito BA BL 927 
方程 的 解 . 在 本 章 中 ,我们 将 着 重 阅 述 Wiener 泛 力 的 随机 变 分 理 
论 及 其 在 抛物 型 偏 微 分 方程 的 基本 解 正则 性 研究 等 方面 的 庶 用 ， 
特别 是 给 出 关于 偏 微分 算 子 亚 椭 图 性 的 Hórmander 定理 的 概 举 
方法 证 戎 . 此 外 我 们 还 着 重 介 绍 新 近 发 展 起 来 的 两 个 重要 方 H: 
JU $8 4p AT (Quasi sure analysis) HAE Ae КУ Ba I 分 析 (Anticipating 


stochastic calculus). 


81. Itó 泛 函 的 微分 分 析 与 热 核 的 正则 性 
1.1 Skorohod 积分 


本 节 恒 设 Н = URL R) = CoRR"), Bp R, 上 在 
0 点 为 0 的 IR^ BERKAS BEC Pt < [a| — I 22 36 YF ELI 
Fréchet 至 间 ， p A (NBM) 上 的 Wiener MIRE. Hte P... € GQ, 
令 Wi(w) = w(t}, ШИ, ем р (0, BO), O E BJ d £& Brown 
im. 设 (te Ri) 为 由 此 Brown 运动 生成 的 自然 e- FRR, 
F= У. 为 BOO) XF a SER o- ARM. MACH, 5 


Сиз d ED 
Ил, = f h(t) dW, = Y ` f h;(DdW2, 
Ü 1+9 


MJ (2,7, u; H) 为 不 可 约 Gauss PASH. RA c Н, & Alt) = 
f, h(s)ds, nil H= [^ : h c ALC? ZJ Cameron-Martin Y: Zi [Б]. 
W 二 为 可 分 Hilbert 2 [н], Wü E AER Fe Lo E) 有 唯一 
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分 解 ; 
F = EIFI+ у IL) (1.1) 


га 1 
Eh fc НӘ" @ E(n > 1) 注意 НӘ" = (R; (R°)S”), & 
fa є EC URS)?" e E), Нр L2 UR”) 中 对 称 函 数 构成 的 子 空间 ， 
jd A, = issu) € IU iG < to m xt) Д] 


LU) =n! f falti indd Wa dW (1.2) 
An 


An (RBA По 积分 . 
4 E = OUR. R”) 则 L2(Q; F) = L2(R , x OR”), 因而 
X € L2 (Q: E) 可 以 看 作 IR" (REB EGITE,. FP ñ THE 


X, = ЕХ. + > In Fats (-, Hh te Ri, (1.3) 


m= 1 
其 中 fati Е Lum. п)" e т"), 对 固定 t € Ry. feit) Є 
LAUR. (R98 g R”). 
d E AILAN 4 Hilbert ZE, Xe LQ H p E) => PUR, x 
Q; R° & E) B Xe D(6), WRITE X ms iX 记 为 


АХ = / A aly, (1.4) 
ü 


并 称 为 过 程 X ft] Skorohod 积分 . 
定义 Li SPL X: R. x Q 一 R”, жмет, Хх 
(0) x Q EAA Хорхе A B|0,t] x 7 AMY, WR A 循序 过 程 ， 
18 РЕ Fa АН jaw yh. RZ, EOWA 
EELE (例如 参看 Delacherie- Meyer(1]). 所 以 ， 我 们 讨论 可 
测 适 诬 过 程 时 ， 均 采用 其 循序 修正 ， 下 面 将 要 证 明 ， 当 总 为 循序 
HH, E Skorohod 积分 重合 干 [tó 积分 
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| 1.2 jb Fe LO, E) AAA (1.1), M vt e Ry ` 
EIFIF) = EF] + sh ав. (1.5) 
n-1 


证 央 EE F = I.(f.),n 21. i AnG) = (0..4) € 
Anite < t), 则 由 (1.2) KB 


TL 


ЕРІ] =n! fe дй, WA, 
Ant) 
= “(М1 у aS.. 8 


HETA, # X eL UR x 0; R 具有 分 解 式 (1.3), M X 
为 循序 过 程 的 充 要 条 件 是 ， Vie RL ne N, 


fnil t) = fanl ea. Ae.. (1.6) 
5121.3 i F € РЕ), W Vt € R,, EJF F] € ID2(E) H 
D,IE|FIE, = EDE] Fa] oath as. (1.7) 


WEAR 由 (H.2.46) 及 (1.5) $È 


Р. ЕРІ] = > nlnm fal DLE p.l) 
n-l 
= E(D F| Fa, Lio,s] (t), as. i 

a AFA, WW, ЕН (1.7) A, t> stt, DF=O0as.. 
引 理 1.4 # X € DIAC E), B| 6X £ ID2(E) Н Vt e R. 

Р.Х) = X + Г D, X dW. (1.8) 

0) 

WERA He X 具有 分 解 式 (1.3), 则 由 (1.2.46) 式 得 

Р.Х. = Satna (fata (st, 8)). 

==] 
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Hy (11.2.53) 式 计 算 其 Skorohod 积分 
j D,X,dW, = У; ninl faril, t, .)), 
n=1 


其 中 fit) Xm fea 中 国定 变 元 t 后 关于 其 余 n 个 变 元 的 
对 称 化 ， 另 一 方面 ， 由 (0.2.53) 式 6X = 977 LLL), Ж 


D(6.X) = >` n, mi Fal t)) 


n=l 


= bfeatG 0) у nba) 
n-ü 


nl 
= X, +f D, X,dW,. f 
ü 
5|38 1.5 E X c IDZ(H @ E», 则 
LEX = 6LX — 6X. (1.9) 
WEAR IH (1.8) 式 
LEX = -DEX 
-- f D,(6 X)dW, 
ü 
_ / XdW, — f / D, X,dW,dW, 
Ü Ü 
一 -ÊX + ó X. i 
定理 1.6 HX € L2(Q; H @ R”) = PR. x Q; IR" e B!) 3j 
Poe, MX c D(5)H 


ex = | A, dW, 
Ü 


EST X Kp Its #14. 
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证 明 Ut X 具有 分 解 式 (1.3) НЯ... 满足 (16) x (n € 
N) 因 


1.(#+104) = nt f fu4alti, объ DAW - d Wans 
Anit) 
计算 其 第 ?二 1 KB ti 积分 得 

] msnm aw, 

Ü 
= 7! j Inu (t, ttt a Ens ай, tc dW, dW, 
Anl 
一 (n + y f fatti; "tt th, toa, tt ай“, dW, | 
Ani 


= fntl (Fass ) . 


由 (IL2.50) 及 (1.6) RTA faril? < Hlal. 从 而 


ont £l? < Dn nil? = 11 < oo. 


rimi n=l 


由 命题 11214, Х e р(5) R. 


6X = $ (ыя) 


n=O 
= x In n E : dW 
> | dac m aw, 
= f A; dW, (Tó $347). i 
0 
作为 推论 ， 3x4) MP (8 Be ра LR B8 BLUT 2 Clark-Ocone 
公式 (参看 Clark[1], Haussmann[1], Ocone[1]). 
定理 1.7 WF € DE), W 
F = EJF + | "Ер, MW, (1.10) 
ü 
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ШВ AD OA SAR (1.1), 由 引 理 1.3 有 


EDFA] = 》 n, (f, Dan D) 


n=] 


BA nfa Doy ЖЕ PEROT ERLE fa 由 (IL2.53) 
Xd] AR Skorohod 积分 得 


f Ë ED, F|F;]dW, = Y In( fa) = F — ELF. r 


注意 {EDF FA] te IRL) 为 循序 过 程 ,因此 (1.10) 式 中 的 随 
机 积分 重合 于 Ito As. HS 4X 为 循序 过 程 时 ， (1.8) 式 和 
(1.9) 式 中 的 6 X 均 可 理解 为 It6 积分 ， 因 此 引 理 14 自理 1.5 可 
以 分 别 推广 到 X € DHH O E) 及 X c Ю(Н @ E) 的 情形 . 

下 一 征 理 是 It6 积分 等 距 性 质 的 一 个 推广 . 

定理 1.8 3E X,Y € (Н) = L7UR,; D2), m 


(BiexeY) = f ЕХ] + / / IEE[D,X,DiY,]dsdt. (1.11) 
iERB 由 引 理 1.4 及 分 部 积分 公式 (IT.3.47) 


E|[£X6Y|-— E| / Ë X,D,(6Y)dt] 


= E| Í хуй] +E| Í x( Í DYaw,)a 
220 M Ür 20 
— n IE X, Yt + J EX, f D.Y, aW, di 
D c О с Аш 
=f єх, — | е| | (D, X,D.Y, ds dt, 
ü Ü ü 


(1.11) 式 得 证 . | ' 

+ *# X E Y 为 循序 过 程 W4t>s BF DY, — 0 as., m 
Мазь? в, Р.Х, =0 as, (1.11) 式 最 后 一 个 积分 为 9, 我们 
重新 得 到 了 Ia 积分 的 等 距 公 式 ， 
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1.2 随机 微分 方程 解 的 光滑 性 
下 面 考察 Tta 随机 微分 方程 


{ t 
X, = z+ / b( X, ds + / C(X,)-dW,, t> O, (1.12) 
Ü Ü 


Erh ze Rm bp: R” — R” Bo: RT” — R” © T 3 Borel 可 
fil pe ae, ME Lipschitz 条 件 : AK 0,vr,y € R” 


(ж) — ВШ) + lolz) — оу) < Kle — yl. (1.13) 


由 随机 微分 方程 理论 (例如 参看 Ikeda - Watanabe[3] 或 黄 志 
xe [4) 可 知 ， 此 方程 着 在 叭 一 强 解 X = X(xtw,BH 

1° Ж vr ER" X(2,-,) AP BG 

2° X aawl, Х(, ш) SEF D ERE, 

3? Хаас, Yt Ee R, ХО, ш} 9 IR" — R" WE, 

4 X p22, 1250E R>0,4C = C(p, T, R) 使 


sup E| sup |X (z, Hi| < C. (1.14) 
|z|= R OKET 


AAN Ro 无 穷 次 可 微 且 一 切 仿 导数 有 界 ， 则 

5? f aawl Yt e Ri, XO tw) 为 JR — R” i Coo d 
^r E] HE; 

6 xf p>2,T>0,ke NW Ë R»0,3C = C,T, k, В) 使 


sup Æ| max Üa X (a, t)?! < C, . 
ав | max sup | гу | B (1.15) 


其 中 a= (а, · + , &m), lar = у. Om, Әд = on +++ Gem A KF X 
对 £ € R4, & 


J, = Ja to) = (85 X' (2, t, rei jem (1.16) 
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为 X KEM z 微分 的 Jacobi 矩阵 ， 则 五 RARE ЯЯ 
Жеш F Eô 随机 微分 方程 ， 


t d t 
A= I+ | Ахлу f AO y J. dW, (117) 
o k—1 Ü 


t d 
Ji2r-d FOS AM XD) - V[AUCX y? Ms. 
] doo DAPP) 
d t 
~ >| J; LAU (X,) dWF, (1.18) 
k=1 70 
ER Im x m Pree, AD (x) = (8;b`(z))i<;;<ma AM (a) = 
(Jri (0). <a; Sma (А — 1,2, i, d). 
下 面 考虑 XAT “PEA HB. Вр Malliavin BY F if 
89 SP d 
定理 1.0 设 方程 (1.12) 中 的 系数 bb 和 og HCH ра Н -— 0 fid 
导数 有 界 , NSE — X = X(=z,t,:) € Ю° (本 ”fw € R™,t > 0), 
EHAE E, m (г, і, ш) 可 表示 为 


{ 
У. = л f J al X I !ds|J?, as., (1.19) 
0 


其 中 а= sc*,J, А Х, ЖАРАН z 微分 的 Jacobi HE. 

证 明 Hitit (1.14) 可 知 ， X, < L7-(0; RG > 0). A 
为 J ERU 分 别 为 方程 (1.17) 及 (1.18) 的 解 ， 故 仍 有 Ja Jr! c 
Lee (Q; R" & IR"). 

Hi Picard ШТ 

x? = т; 

xed ava [ых умыл f (Oy, 

; + f ocx! jd +] ox! )'dW,, n>. 
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应 用 命题 11.412 及 引 理 1.4 BHU X c PD (H gR”). 
ХХ X 为 连 绿 适应 过 程 ， ABI s> t BP, DX, = 0 a.s.. 当 
s< t, НЯ 1.4 RRS РА ЛУДЕШ OG 
p.x, | D,b(X,)dr + o( X 2X онха dw 
t 
_ f ALX D, X dr + o(Xy) 


Df AU (X,1D, X dWË, (1.20) 


其 中 ox 为 矩阵 o Z 38 k P| (k=l d). 
5 —J; m, HH (1.17) 及 (1.18) 式 可 得 


I =+ fa АЖ, EFT dr + У / AU (XJ, Jr 1dWS, 


从 而 
AJDie(X,) = о(Х,) + / APX AJ JZ of X Mr 
“Sf AMX doe X AWE. 
к—1 + (1.21) 
比较 (1.20) 及 (1.21) 式 ， 由 随机 微分 方程 解 的 唯一 性 即 得 
D,X; = ZJ la(X, lols), as. (1.22) 
因此 有 


У = f (DXX Ds Ne) ds 
Ü 


t 
= A| f 7 Dle(X,.MJri')'ds|J', as, 
Ü 
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H 
Х.н = Tri € L7. 


以 方程 (1.20) 代替 (1.12), BWA EA HS SR, HARA 
ib, VkeIN,te Ry, DEX} e L7, 因此 X, e ID (IR). E 
Al FH OCT PE SEDE А 5 Ro, 并 应 用 命题 11.412, 及 定理 
IL4.7 可 以 证 明 如 下 结论 {详细 证 明 可 参看 Nualart[1] 或 Bouleau - 
Hirsch[1,2]): 
定理 1.10 WA (1.12) 中 的 系数 和 o 满足 Lipschitz AH 
(1.13), 则 其 唯一 解 X = X(z,t.-) € DP UR™ (v> € R™,t > 0), + 


1 
T = inf L > 0: f lider a( X,)<0},a8 > 0}, 
0 


则 在 集合 q >r) E, вох XT Lebesgue 测度 绝对 连续 . 


1.3 BUS Harmander 条 件 
考 碟 二 阶 偏 微分 算 子 


] TIL » tri ; 
L= 7 2 ° 3(.)8,Ə; + 2. (8, (1.23) 


RAH TE] Cauchy 问题 : 


| Ə,u(t,z) = Lu(t,z), t> 0,2 € IR™: 
u(0, т) 一 (x). 


(1.24) 
我 们 知道 ， 著 o c C2URT), W 
uy(t,2) = Ely(X (x, t,-})] 
X (1.24) 的 解 ， 由 定理 ILA 10 PT 3, RE X, Ын, E 
[det £j]! € Len, 
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Rug BOTE X 的 转移 概率 Piate) = poo X(z,t..) 1 (FE С Ж 
度 
了 全 二 更 [5 和 (让 

Jr BE; e (1.24) WAAR {所 谓 WH). 

FH feit л} Jy ЖЕ EB T: НАП, SE а(х) 一 致 正定 , BD 3g > 0 f 
a() > nf it, АЕ pR З BS. 1967 £, Hórmander[i] @# T 26 
T FE fi Gl (hypoelliptic) AP BJ — PA MSMR, RES 
名 的 Hórmander 定理 .为 了 叙述 这 个 定理 ， 需 要 先 将 算 子 工 写 成 
WEARER. 为 了 记号 简化 ,以 后 我 们 均 采 用 Einstein 约定 ， 当 
一 个 指标 重复 出 现在 上 标 及 下 标 中 时 ， 均 意味 着 对 此 指标 求 和 . 
& 

Аһ) =o, ()0;, k=l, d, 


1 
4o0 = [f - 590707 0)8,0 0а, 
Б=1 


则 Ao, 41,--- ,A 均 为 JR". FA Cx 向 量 场 . 注意 


d d 
УА = 298,0; + У; ә, 
k=1 二] 
页 
] d 
L- ; 2,4 + Ap. (1.25) 


k—1 


ae ъ= yer Ak "ex, 其 中 Ар = (Ojmiheicm, A Ao() = 
b'(.)Ə;. 因为 1t6 方程 (1.12) 等 价 于 Fisk-Stratonovich 方程 : 


t Ё 
X, = z +f B(X ajde +f o(X,JodW,, +> 0, (1.26) 
0 0 
所 以 此 方程 也 可 写成 向 量 场 形式 ; 
dX, = Ao[X,)dt + А,(Х,) o у. (1.27) 
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此 式 应 当 理 解 为 ， Vf c CRT) 
df(X,) = (Aa f)(X,)dt + (Akf)(X4) o aW? 


AUTRE, BV e CUR”, R), WAR V Ra C fs 
i. V()2 VC)X»M. 注意 方程 (1.17) 及 (1.18) 分 别 等 价 于 Fisk- 
Stratonovich 7; f£. 


dJ, = AU (X,)Judt + AU (ХА o dW (1.28) 


É 
dJ! = —J; AP (X,)dt — Jj; LAU (Xi) o dW. (1.29) 


其 中 AMY (2) = (B; (2))ieigen. 由 Stratonovich 微分 规则 得 


diJ, VEX) = (dip ) e VOX.) + J; ` o dV (Xe 
= -J IA (XOV (Xpdt — JIAP (XV (Xj o ews 
+J AVAX dt + J, I Ak VX) o aW. 


由 于 LAS (EV (a)i = V3 (z)859 (e) = (У 50) (а), &CB fa BIA 8 
AEV (z) = (V Ao)(z). 
同样 地 ， 
AU (үу (х) = (ИА), k=1...,d. 
于 是 


ЛАХ) = (АУ — V Ag) Xi)dt 
+. HAV — VAX) o dW 
= J Ay, V]CX)dt 
+ dA, УХ) o dW, (1.30) 


AFP [s] 表示 Lie FES. BAYH (1.26) 和 (1.28) 联 立 起 来 ， 其 
MR 三 (X,,J,) ARIA R” x UR" e R 的 随机 过 程 ， 初 值 
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Ж Ro = (2,1). 对 和 任 一 向 量 场 V. RAE pl E eR f. : FU x 
(т o Jun) — R” 如 下 : 


KEJ VE) #r= (eJ) (10) 

干 是 方程 (1.30) 可 写成 
{ ар (Re) = flag УРО) + ДА, vu Н+) o aw} (1.32) 

fe (Ro) = V(z). 


为 了 将 此 方程 转换 成 Ito 方程 ， 引 进 以 下 记号 ， 
[Ak У} = Ak, V], k=1,:-: , d, 


{Ao,V} = [Ao, V] + > Ула, (Ax, Vj]. 
在 (1.32) 中 以 [АУ] RE V, 得 
д, vi Fs) = fray ta, vy (Ride 
+ flay ta, vi) odWe, j=l od. 
于 是 
fia, via) > dW/ = fi, v (Re) ФИ 


d 
1 . 
t 2 > fia, [Ag Vy (F dt, 


故 方程 (1.32) 等 价 于 It6 方程 ; 


I dfy (Ri) = fra vy(R )dt + fra, vi (Re) бИ, 
fe (Ro) = V(z). 


我 们 定义 如 下 向 量 场 的 集合 Va 及 Va: 
Vo = {41,… Aq) GE Ao 不 在 其 中 )， 
Pa = ЧА, И}, {A Vh V € B14 l edh n> 1, 


(133) 


y, = U Ӯ, n € IN. 
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ІҢ Fiórmander 条 件 , 是 指 : 
(Н): BEES [Aki4o Ак}, = 1,---,d} 生成 的 Lie 代数 
在 一 切 z € Ж" 处 具有 维 数 mGER 4o 只 在 Lie ESF HM). 
BR, ЖАЗ: 
(H): Ve € R” AN € № A Vi, Vn € Ум, f£ Vx) 
VÚ (z) 线性 独立 . 
它 又 等 价 于 以 下 条 和 件 : 
(H)': Vz £ R” 3N e No ff 


i LV (z))? > 0. 1.3 
inf max (l V(æ)) > (1.34) 


HEP 5 = 5"71 = {gz e В": |а| = 1), В m HERA. XE 
Е, ЖУ, RHS EA АВ, HEARTH, GERD 
于 m, 则 各 行 线 性 相关 ， 从 而 存在 iE S {# (1.34) 左边 为 0 反之 ， 
ERRA m, 则 各 行 线 性 独立 ， 从 而 对 任意 iE 5S,(1.34} 左边 均 大 
FO, 

Hórmander 定理 断言 , ARE (H) F, LA TREA F, 即 对 
R” 中 一 切 开 集 U 及 广义 函数 u e D'(RT), E Luly € CW), 
则 uj; € C°S(U). 

H Ze S. A ot y RS VE RIA, 25 L 为 椭圆 算 子 (ЕП а(х) IE 
4E) 时 ， 必 为 亚 椭圆 算 子 . ATU PARR, 我 们 先 
看 一 个 例子 : 

fil (Kolmogorov 1934) Ië m = 2,d — 1, Alx) = 2103, A lz} = 
Әу, Mij 


L= 5322 UB (1.35) 
1 2 


此 时 
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从 而 工 不 是 椭圆 算 子 . 但 
[Ai, Ag} = A (2102) — 110904 
= у д» + Oy — zida = da. 


20 (01,82) 为 0° 上 切 空 间 的 基底 , 故 条 件 (Н) 满足 , 由 Hörman- 
der 定理 ， 工 ATHAR F. 
FB L PROLE X, = (X¿, XF), 它 是 如 下 Ité 方程 的 解 ， 


[on + И, 


1.36 
XP = s2 + Ју Xlds. (139) 


TR X 是 Gauss ФВ, Н 


т = ЕХ] = ( T1 ) 


Хо + Dit 
_ d t t2 
Vi 一 cov( X) mm (уз їз) Н 


_ 2 / 22 --3t 14 
Vol = = . 4 = —. 


HEBES EA 


p(t, x,y) = (22) det V) 12 exp{—§(y ~ me, V, 1 (y — me))} 


_ va (zi — 31)^ бро — £2 — (zi + 32/2]? 
“л | юлт твр 


(1.37) 
显然 它 是 关于 了 的 Cs 函数 ， 此 即 方程 Oy = Lu HAAR. HH 


(1.36) 可 知 
_f1 0 a (1 0 
= (1 i). jy -( 1). 


由 (1.19) 式 计算 其 Malliavin £7; 2: F f 


И £ FIN 
B= (2, eia) = w. 
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dg PR ite bb Jr Pebe SE Ë 40. 

证 明 Hormander 定理 ， 关 键 的 一 步 就 是 要 证 明 在 (Н) RETF 
所 对 应 的 Malliavin 协 方差 阵 非 退化 ， 

1.4 Hórmander 定理 的 概率 证 了 朋 


ВІ ТЕ 2 8 9], Hormander 定理 的 概 案 证 明 首 先 由 Malli- 
avin|l| 给 出 ， 此 后 Bismutil], Kusuoka - Stroock!3|, Ikeda - Watan- 
аһе{1] 也 给 出 了 各 不 相 启 的 证 明 . 我 们 这 里 采用 Norris[1] ЖД 
Stroock[3! 的 思路 所 提出 的 简化 方法 . 先 证 明 一 个 引 理 ; 

引 理 1.11 ik X 4 —fE Is 过 程 ， 


x oss | үза + у: f УКЕ 129, (1.38) 


k=l 


其 中 Y? 仍 为 一 维 но 过 程 : 
Y? - f nary | ZhdWE, :> 0, (1.39) 


式 中 rye і, Y = (Yee У) EK Z = (Z1,..- 24) Al d SE dé AP 
Hf, BAK > ORRIN TOO 
sup {YP + |Z?] + [Y] + |Z,|) < K, 
Dt 
MU) Va > 8, < (g — 8)/9. є АРАМЫ, 3e 0 f£ 
«tf Kpat < e, | (YPP + [MiP jae > ef < cexp{—e "}. (1.40) 
0 0 


WEAR 记 A, = F Yods M, = | Y,dW, Qi = [o AQZ,AW,, 
№; = ГК Aal.dW,, 
81 = [NI]. < E], sup |N] > бу}, 
t= 


S5 = м) < є, вир Л, | 之 62), 
fX 


$3 = {[Q\, < єз, sup Qi] > ёз}. 
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AP АР GEGEN HRMS (Sas! 
理 后 的 注 ) 可 知 ; 


u(S;) < 2exp(—-62/2e;], ¿= 1,2,3. 


选 q: = (q 一 vj/2,92 = (41/2 - v)/2.93 = (292 — v)/2, M q > a > 
Ф > 93 > 1. № á; = є(ї = 1,2,3),€4 = ejet, єр = 62912,65 = 


ese? (61,02,63 为 得 定常 数 )， 别 
52 је e”, ¿=1,2,3. 


ATES, ABE ц e 充分 小 时 可 选 适当 的 常数 ci, cx,cs dE 
(140) RAW PSF US. 为 此 只 要 证 明 : 4 e 充分 小 时 ， 
E wg US H f X2dt < es, MGA fo YEP +H Y dt < e. W 
r < Т, 下 面 分 三 步 来 证 明 ， 

1° 设 = K2, WI 


[N] = f Хју < K?e =a. 
0 
Hic g 51, DA sup,z, [Ni] < 64 = e^. {Н 


š T 172 
f X.Y) ds) < (rf (X.¥2)ds | < KRT P al? 
0 0 














sup 
ї< т 
ree 
{ 
sup / X,dX,| < © + KETY 2, 
Liz ü 
由 1t6 公式 
z 
LM], = X? 一 g? — 2 f A X, 
D 
ШЕЛ 


/ [M], < e* + 27(e™ + KT 2649/2), 
0 


A g «9/2, 3$ e ROHN, des > 0 ERDF coc. TERE 
[M] 为 增 过 程 ， 对 5>0 有 


T 


61M]. s < / MI) dt < срє?!, 
T—Ó 


IM], < [M]. + K*6, 


HE ó = є9/2, Д 3c > O fii [AL], < eget 7/2, 
2° Wb ea = eyt? BH. ¢ So, VR SUp, 4 - LM,| < 65 =e?. [X] 
15 Xidt < et, && 


MOSES T: |X,| > c7) < 4/9, 
AHH At 为 一 维 Lebesgue WE. D] X, = z + A + М, 
A (0 < t < T ` |= + А, | > єїё® 十 eq «c5 


A fj vt € [0,7], 3s € [0, T|, [s — £| < 9/9, fb lat A,] < 69/9 em, 于 


是 
t 
f Y’ dr 


特别 有 [а < (1-7 K)e*? cet, PD Vt € [0,7], jA] < (04K jer 
€? ), Al фо < q/3, 4 e TE Ar BD |А, < Зе. 
3^ 由 Ttó 公式 ， 


f acra | урал, 
Ü 


= YA, — / Ai Zodt + Z, - dW,), 
Ü 


[z + AL < |z + A + < (1 + KJ + em, 








(1.41) 


注意 到 [YFA | < 3Kev, | [f AZüdt| < 3KT WE [Q], = 
h AUAPdt < oK* TE, А cy = ӨК?Т,єз = cse222. Dd ш d 55, 
JH supisr |6] < 65 = e. 特别 ， [Qu] < ez, By (1.41) 式 即 知 


/ (Y2y*dt < 3KO + Te? 十 cg， 
Ü 
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因 gs < 42, 24 e 充分 小 时 上 式 小 于 2c, 十 是 
[Р + тү, |2) < 2e 十 се < €. a 
D 
+O M WER, a > dc > 0 t>0 4. 
с c? 
Z, =: exp {= M, — 2-10), J. 8 > ü, 
出 Z AAEM ES. H Edd K ET SR 


ni [M]; <a; sup |M,| > с} 
sc 


< ei s sup. Ze > ехріс 2 /2a)1 
< 2exp( 02/94), 
EAA XE SË Jy FE BR ROS S x. 
定理 1.12 设 方程 (1.12) PRR b Бо AC ARH- 
‘a PRA FA, A (1.25) Sana LEAI (H), Wi] H BË — 
Ü X = Xita) 具有 C^ 转移 概率 密度 pU 2,:), 亦 即 热 方 程 
дм = Lu RA С Н Ж Е. 
HEAR КЕТЕ (HU) 条件 下 ， Yi > 0, 协 方差 阵 >, JEB 
ft, Bü (det ,) e L. 注意 由 定理 1.9 及 (det Ji)! € L?-, д 
me ur BH M Fl A BE 3E3Ë £6: 


x, =f Jota (X,)(J7 "аз. 


E] E £ > 0 Ж c > Ü, 4 
Te Sinf{s > 0: [Х,ам isp? I ze ty A t, 


Wü] т. APA, НА] € {0,83 
me SOS (et = M - TI 2 zd 
ae 
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出 方程 (1.12) 及 (1.18) ARATE ATA, Vp > 1 48 


E| sup [X. — |Р“ v ПА — IP = O(e'?), 
s= = 


AA 而 
тЇ cL". 
由 条 件 OH)" 及 方程 (1.33) ХЕЕЕ BJ Xe SERRE BI NI, Vis € 
5 = STL JN е IN, V € Vn, 以 及 b ZH Sy, WEA с 
ВФ 6 > 0 8 


` 3 1 Р 2 “> ` ‚ ^ 
inf inf (2, fe CR,))" > ó, (1.42) 
MT Vp > 108) и. Te 为 T), 


sup 2 fa fyl Ra} ds < e} < uiór < €] = ole”). (1.43) 


ic Sa 
W V = {Ar {Arn n An Ан р}, HPO < 7 < N.1 
ko < d, Ü < kic Kj < d. & Vo = Ак, Vi = {Ак Volo US 
Аһ, Ир = V, RNASE: 1 i—5,3— 1, OF 


li LAN 


sup uf f (L fve,(R, y ds < e} oc) 1<р—< оо. (1.44) 
Є So Ü 


“a= j ЕРНЕП (1.43) st. wx (1.44) 式 对 i 成 立 ， 要 证 明 它 对 i 一 1 
HRI. TERM le SRC при V RNA 


l a(t, fv (Rp = (L fra УА) + (8, fray vy Rea 
(I. fe (Ro)) = (E V(z)). 


由 引 理 1.11 Xf ç > 8, 当 上 充分 小 时 


T r d 
ud Í a. taa (Ras < e, f Улын Re) ds > ef 
Ü Ü кы 


=o) 1 < p < оо. 


(1.45) 
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由 归纳 很 设 可 知 


7 d 
sup 4f У (L fias va (R.))2ds < e} = о(е?), 
k= 0 


[£ So 


从 而 
sup uf | ал (аз < ө = o(€), 
fe бу ü 


(1.44) НЫЕ. RPS, 24 i= O BNA ke f, d fii 
sup "vi (L fa (R,))* ds < e) = o(eP). 


因 SARE, TTE AROS d 
r d 
| nt f dh fa, (R,))*ds < e} == 0(є”), 1<р<оо. (1.46) 
Ё тст, 上 式 中 T+ 改 为 t 时 仍 成 立 ， 但 


1 d 
+ 2 
it / 3-06 JA (Ras 


t 
= int f |J; o(X,)* ds 
ics J. 


= inf (i, Eu) 
丛 好 是 Y. 的 最 小 特征 根 Amin. 因此 ATL є Lo-, 由 此 推出 


[det ,] 1 є L™-. ' 


82. Wiener = [ü] rH f] fu # BE р 5i 30 4^ 98 АТ 


Malliavin 4} #7 $26 T FEE ER 4f 2 УЗЕ НЕ 9297 
维 空间 中 去 的 可 能 性 ， 本 节 设 (A, Х,а) 为 一 抽象 Wiener 空间 ， 
DIK € Nop € (1,00)) AXE ра АЈ Watanabe-Sobolev 空间 . 
在 有 限 维 Sobolev 空间 W*?UR™) +, 我 们 知道 , Ж kp > т, ME 
中 函数 有 连续 外 正 ， 但 在 无 穷 维 空间 中 m = oo, 因此 没有 理由 指 
BID 中 泛 沙 也 有 连续 修正 ， 为 了 讨论 其 正则 性 质 ， Malliavin[2] 
引入 了 Ck p)- 容 度 及 (k,p)- MEAN Bee, BEIT POS Wi 
然 分 析 (quasi-sure analysis) 的 研究 领域 . 

经 典 概率 论 人 允许 色 上 略 零 慨 率 事件 ， 即 零 测度 集合 ， 因 此 可 以 
ARTE JL F P АТ. 但 在 无 穷 维 随机 分 析 中 ， 某 些 零 测度 集合 往 
往 是 不 能 忽略 的 .例如 设 F < D° (R”) ABEZE, BE 
第 二 章 84 的 讨论 ， 韦 三 而 oF 可 以 解释 为 在 下 = y MRS 
a. MN {2 уен" A< nu] BE AB Н AUTERA ECT u 绝对 连续 ， 从 
而 z ERR vy PR, was, 成 立 的 命题 未 必 pass. RI. 
因此 更 粮 细 的 分 析 只 容许 忽略 关于 一 族 (可 能 相互 奇异 ) 的 测度 的 
"YER З 7, 即 所 请 Mislim sets), 这 就 是 所 必然 分 析 . 

经 肉 的 随机 过 程 理论 研究 轨道 空间 ， 但 许多 物理 问题 要 求人 
们 研究 Riemann 流 形 上 的 回路 空间 floop space). Ek ar G AHE 
竹 扣 固定 的 轨道 ， 而 拟 必 然 分 析 则 是 研究 回路 空间 的 重要 工具 . 


2.1 (k.p)- "um 


W (Е, Х, р) AMR Wiener 空间 ， F X; B(X) KF u 的 完备 
{E o- 代数. 
EX 2. WRENN Ll <р<о BX PHO, 5 


Ve. = {ое DË : g>0,e(z)>1paewre О, (2.1) 
Ca, P(O) = 也 于 es: e € Ves); (2.2) 
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对 X PLR TSE А, $ 
CfA} = inf {Cy O (O) QE HO 5 AJ. (2.3) 


ША Cop ЖА X 上 的 (p) E. S Crp(A) = 0,А RA 
(k,p)- PRR, ARAM MA ke No R1<p<co fi, И] AR 
Al PLE, REDDERE r(e) 不 成 立 的 eE X 构 成 kp- BAR (AH 
Bu A, ЮЖ), 则 称 m(z) 为 (kp) 所 必然 或 所 处 处 (相应 地 ， 拟 
必然 或 WARA 成 立 ， 简 记 为 (k.p)-q.s. 或 (k.p)-q.e. [相应 地 ， 
q.s. 或 qe). 

容易 证 明 容 度 具 有 以 下 性 质 (以 下 我 们 均 设 1 < pq < оо, 
k,l € No, A, B, A, B; FAX BJ T Ж): 

3138 2.2 HOAX PIR, 则 存在 唯一 元 素 eo EVE, C ID, 
使 

Ck P (O) = llealley- (2.4) 

WEAR 注意 由 (3.23) 式 定 义 的 算 子 Qe = (I — £)- 57 为 
І? — ID; 的 Banach 空间 同 构 ， 从 而 D} AWS (参看 附 
ж B). 既然 VE, 为 DE 中 闭 凸 子 集 ， 故 存在 叭 一 元 素 eo € VO, 使 





FLYER |е ||. 达到 下 确 界 C, (О). I 
注 AA 
k (y. phi d 7 k/2-1,— 
Q" = (IE — £ r> | 1/2719 vp di, 


故 Q^ 保持 正 性 . 反之 , “ео = Qoo c LP, Wo 2 0as. 这 一 
3r3: RI DLuEBH SR F: 

4 В = {z : y(x) < Ору = 815, W y > Oas., #& VA > 0, 
eo + Àv € VO, & f(A) = lleo + AVE, = lle + А1в|[Р. 因 f(A) 在 
А = 0 杜 达 到 极 小 值 ， 故 布 导 数 


f+4(0) = |. lol? odu > 0. 
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由 此 可 见 (B) = 0. 
命题 2.3 我 们 有 
1° 3; Ac, u(A) < Cz (А). 
2° E k< Lp <a, W| C, (A) < С.А). 
3° A AC B, W| Cz 4(A) € Ce l). 
4^ 车 A= US A; lU 


Сю А) € ` C's pA), (2.5) 
j=l 

Ch (A) 5 СР (А). (2.6) 
3—1 


9^ (Borel-Cantelli 5| 38) 


Y Cr pl Aj) < oo — Cio (lim; 4;) = 0. (2.7) 


j=l 
ЖЕҢ RO AFR, O < k Sil <p<g, WHER 
ШО) = Су (0) < Cro(O) € С (О), 
分 别 取 下 确 界 得 证 1°,2° 及 3?. 在 证 明 4^ 时 不 妨 设 А, HARA 
(2.5) Ж (2.6) REARS. HEL, Уј e N,: > 0,3e; € у 


f£ [е1 < Съ А5) + 27. Ф e Yo, Bl e 8 VA. R 


elio < 5 1 ь,р < Y C, P (A;) te, 
2 1 


由 任意 性 推 得 (2.5) R. 为 证 (2.6) 式 ， 注 意 由 引 理 2.2, vj € N, 
dea, € Vii, C IDE, fH C, ,(A;) = lleaiilkp Н Q* : LP D 为 
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Banach 空间 同 构 ， 设 ea, = Обру; € ЇР HB ç; 2 0 G € N). 9 
e = sup; vj, v = Q“, My > sup; ea;, PJ Bl v € Ур, 因此 
CE (A) < [Illes = [ёр 


< > [0315 = > lea; lkp - 
= > CRAs). 


(2.7) 式 是 可 列 次 可 加 性 (2.5) 式 的 简单 推论 . 
由 性 质 1? npn, (k,p)- 零 容 集 必 为 ре SH, Mitt (k, p)-q.s. 
可 推出 u-a.s.. 拟 几 然 成 立 的 命题 均 几 乎 必然 成 立 , 由 性 质 4° 可 
Ali, RITU d E IAE SEO AR JE EL. 
下 面 的 引 理 是 Tchebycheff 7.45 x0 BJ — fp $2 85 B J x. 
9138 2.4 Б y Ea, p = Q'4(k e IND), W ve > OR 
€ (1,20) 'H | 


Сь»(®: le(x)] > €) € lelik, (2.8) 
证 明 ABR VAR. 注意 
k __ __ _ k f et 
Qh = (1-6) "t= кыы | е-е Tat, 
р 8, (e| d AFR. Ad =o. tye = Of, – Әр, 
Ж {әр} > €) C {Qp > e} U (Q*v. > e}. H (2.6) X 


CP (lel > 9 < CP (Qv. > e) + CP (Qh. > е) 
< e?(IQ*v. I? + I *v- II2., 
= e? (lv, le + 12) 


一 € "llli, 
FHE (2.8) R. ' 
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2.2 所 连续 修正 


定 2.5 X ЕВ o, Яа Уе > 0, FAS Oe W Cy (Ос) 
«eH ç т OF 的 限制 为 连续 函数 ， 则 o RA (k,p)- WER: ж 
Vk E No E p € (1,co), A (k,p)- PEA, Wl pA HIER. 

+ W K AAR, OAH (O n K) = 0 RAS, Wu 
ess(K) = К\ОЖ K ри 本 质 部 分 . 易 见 ，pless(K)) = w(K), 
Rp {ЕК БЕЕН o = 0 рае. T К, Ш е fkess(K) 上 处 
kb A 0. 

R ЛЕЕ ИАЛ, уф 为 (p) ESTER: FE 
Е READ PSE FF SY (O, }, lima ChiplOn) = 0, E Vn, pjo: Ж, 
ess(O2) = Oz, HAAR BJ BR ES Pt (定理 2.12), HK OS WER. 这 
样 的 序列 称 为 BRAS), SS U, p 为 拟 连续 
的 充 要 条 件 是 ， 存 在 上 述 开 集 套 (О), 1 limao Cam(On) = 0. 

TU XE SEIT BROÉS RD BON Е. 

定理 2.6 # v (Е, p- WEE, n 

1° ф= 0 p-as. = р = 0 (К, p)-q.s.; 

2° p > Ü р-а.5.==> р > 0 (К, p)-q.s.. 

证 阴 32 10.) 为 联系 于 v HARE, po Он-а.е. F OF 
E О? = ess(OF), р ТЕ O2 БЖ 0 (Уп є N), 于 是 


Cr p(x: а(х) #0) < C, (Y, O.) = 0, 


1° 得 证 . 应 用 1° Рі В voy, HR y e CE UR), Yt < 0, plt) > 0, 
"4 £ > 0,0(8) = 0, FR [z : ple) < 0) = (z :wp(z)) Z 0) 2° 得 
i. I 

R27 Боши, OAX HAR, M 

1° g=0 р-а.е. Ff O — 9-0 де. FO 

2° ip > Ü wae. Р O — @ > 0 qe. + O. 

定义 2.8 Hy Hi, BIS et 为 (Е,р)- WERE (相应 
地 ， 拟 连续 ), Н р“ = e was., Ш р" 称 为 y Z (К,р)- 拟 连续 ( 相 
应 地 ， 所 连续 ) 收 正 , 或 3E X (redefinition). 
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由 定理 2.6 可 知 ， 拟 连续 修正 在 os. 相等 意义 下 是 唯一 的 . 

下 面 是 有 关 容 度 的 Lusin M: 

定理 2.9 # v c Dh, 则 存在 (k.p). 拟 连 续 修正 o", CRA 
(kp 零 容 集 外 是 唯一 确定 的 ; A o € °S, MA ERLE SEE IF 
o", C BRIT ie SE Ah t: E — Be BU. 

证 明 只 需 证 明 前 一 结论 ， + Q = (I — £) 12, 


C = {p E DY : o = Обр, vt AES, 


ДС 在 IDE PRAE, 从 而 对 р € IDE, 存在 {w} CC, yy = Өр, 
Ate, Н. 


[рун — Yellen + Hey — elep <4, 7 21. 


& 
n = Ut {ж : Pipl 2) 一 THES 2» 271), LH > 0, 
H S| 2.4 
С.„(0„) € У Crollo- pl > 277) 
jon+l 
< Y 21р villes < 27". 
j= —1 
moO; L, HW 


2. Sup lei) - ~ e; (z)| < оо, 


NE {фу} е, > 


ip" (x) — | mj oe Pi (2), т = U. On} 
0, ze], ©. 
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Bl ot X y Z (kp RERET. i 
命题 2.10 (Tchebycheff 不 等 式 ) # p € DP,e > 0, Wl 


Съ ъа: le" (2) > e) < e lel: (2.9) 


其 中 ф* Ae Z (kh МЕЧТЕ. 
EM Ф = 0% = Ок Qe ve EP V or = (Qy) 
(Ор )* (К, р)-а.ѕ., Aik, ERJE— (k p- 零 容 集 外 ， 


(lel > erc 9%) > gute) > е}. 


ERR JF RE {Om} 使 Imm- Cr О) = 0 RAB OF 上 
(Ое) 及 (Ор) BR. BR, Ym E NA AE Gm 使 
Ко)" > E} r OS = Gm n Ое, FE HEM 2.1 5 


cP (e"l > e < CLIQ "S" > J + CP, Y >) 
— Eg рг , 
< РӘ. | о 1) + 2С p Om), 
> т оо, 得 
СЕ qe | > e) < e PCy HE) 
= ehe = «Рр? „. ' 


定理 2.11 # fen} 在 Di PRAT р, 则 存在 子 序列 {pn} E 
FEE {Om} {E BM nos Ch p (Om) — G, HER Ox, E, ln; f 
Р v". 特别， ph, — v". (k, phase 

证 阴 Т1 o = 0. Hj (2.9) 26, ть O 

Jim. Cis (lel > є) = 0. 
选 子 序列 {nz}, VJ 
Сезш, >I") < j, 
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于 是 存在 开 集 б, 2 {let,| > 371) 使 Ckp(0;) < j 2. W Om 
jam O;, 即 满 足 要 求 . 
2.3 容 度 的 胎 紧 性 、 连 续 性 与 不 变性 


下 一 定理 表明 ， 容 度 上 共有 胎 索 性 (tightness). 
定理 2.42 X PAPE RR FU: 


Ay, C Ke C СКС. 


lim Cy ,(K2) = 0. 


WEAR 由 定理 14.18, 存在 另 一 Banach IH Y 使 (Y) = L, 
H c Y c X, HRAMH i: Y > X AE.  v(y) = liylly, 
它 在 X 上 uas. ÆN. H Fernique 定理 (1.4.20), А > 0 ## 
Elexp(Ay*)] < so. АЛП p € L?-. H П.3.24 > 0, o € DH. 
NN 


(T.o\(y) = f le ty + И = e Əte||yn(dz), 
4 & = e7t, őz = V1 | |z |y (dz), W 
Sillylly — бо < (Tp < Si |lully + 85. . 


A (me) (0,n) c fy: yy < Gmm 62/5) AY 中 有 界 集 ， 令 
Kn AHE Y НЕ, WK, AX PER. A Ty >n и-а.е. 于 
Ka 由 定理 2.6, 其 (А, p)— 拟 连 续 修 正 (Ty) > n (Е,р)-де. 于 KS, 
由 命题 2.10 
Съ L Kn) S Ck, (g : C)" (y) > n) 
<n mele, — 9, 
定理 获 证 . 
命题 2.13 XJ X 中 子 集 А, S 


VA, = (e eID: e" > 1 (k,p)-q.e. FA}, (2.10) 
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NVA, 是 m^ рит, Н 
Cr p(A) = ак: € Vép} (2.11) 
从 而 存在 唯一 元 素 ea € VA, C DR 使 
Ск,р(А) = llealle,p- (2.12) 


eA ЖЭУ А BJ (К,р)- 3315. 

证 明 Vé, 的 闭 性 由 定理 2.11 可 以 看 出 . 因 DP 与 L? f] Hj, 
ABA, MEE ea 使 (2.11) 和 (2.12) 两 式 的 右边 相 
Ж. 先 设 AAR. 由 定理 2.6 可 知 ， 若 如 > 1a.e. FA, PA 
p* 21(khp-qe 于 4 从 而 


[ель = CrplA) (4 为 开 集 ). (2.13) 
次 设 A 为 任意 集 且 开 集 O 2 A. 于 是 
vec va, 
取 [llo APRA, Cr (О) > lealleo, 再 对 一 切 包 售 4 的 开 
JEON FERA, 8 
Ck pl A) 2 lleallep- (2.14) 


为 证 相反 不 等 式 ， 设 eh 为 ea Z (kp WEEE, W Ve > 0, 
3 FR Oc, C, ,(O.) «e Hey F Of ER, e > 1 + O° n A. $ 


О. = {x € OF: е (2) > 1—-€} UO,, 


MO. 为 开 集 且 Re > A. i О, Z FS AY ea Beate >l—e 
а.е. Р 9, ВЈ 


Ck, P (A) < Съ.) 
< (1—e€)"'llea + eellk,p 
< (1 — є) (ел + €); 
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> e | 9 BR Cy (A) < едр: E 
利用 平衡 位 势 ， 可 以 证 明 容 度 的 连续 性 . 
定理 2.14 RE С. АЖЫ FES IE M: 
1? 若 集 合 序列 LA.) 单调 非 降 ， 则 


Съ (Аъ) ^ Cyp(UnAnd: (2.15) 


2 ARRIER ТК, НЧЕ, p 
Cepl Kn) - Ce p(n A). (2.16) 
WERA 1? jj A= U. An An Z F S rH en, MUJ llenllen = 
Cy ol An), fen} A IDE hA FRAU. Н Banach-Saks-Kakutani 定理 


(参看 附录 В), 存在 子 序列 {en} 使 sw = LY t en, 在 DE 中 收 
敏 ， 设 其 极限 为 ea, 由 定理 211, {Sm} 存在 子 序列 {Sm} 使 


lim S5, = еа, (pas. 
j—ee 


由 此 推出 es e VAL. 由 (2.11) 式 可 知 


C. P (A) < le а |х р < sup lenleg 
TL 


= sup Ck pl An), 


相反 的 不 等 式 是 显然 的 . 

2^ id K —[), An, M| ve > 0,3 开 集 O, D K, ff C, (O.) < 
Cipl A) +e. A {0N Kn) 为 单调 非 升 肾 集 列 ， 其 交 Oš n K =f, 
处 而 dno, 35 m 2 no 时 Oz n K, = 0, ВО. 2 Ka 故 


Cp Kn) < Сь»(К) + є. 


Ф e 10, f8 
im Ck p ICs) < Ckpl f), 
相反 的 不 等 式 也 是 显然 的 . 
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GE 定理 2.14 ЖЕҢ, Crp A Choquet 容 度 (参看 Dellacherie 

- Меуег[1), #85 Choquet 容 度 定理 ， 对 任意 Borel B B É e 0, 
TEREK C B, 使 

Ck p(Ke) > Crp(B) — є. (2.17) 


В Borel RAC. > RJ 8. 

oF FE A АЕ X K Edom X 的 拓扑 结构 ， 在 一 般 的 Gauss Ж 
REE (О, H) P, Q PMA, “Re H 的 一 组 基 
时 ， 得 到 一 个 数值 模型 (RX,8”,y”;1?), 从 而 可 以 定义 R° 上 的 
(k,p)- BE. AMBRE: 所 必然 分 析 是 否 内 药性 质 ? 或 者 从 
St Wiener 空间 角度 来 说 ， 车 (H, Х,а) 和 (H, X2, nz) 为 两 个 
抽象 Wiener 空间 ,那么 它们 上 面 的 容 度 是 否 等 价 ? 这 个 问题 首先 
由 15 提出 ， —Albeverio, Fukushima 等 [1] 给 出 了 肯定 的 管 案 ， 
其 中 关键 是 利用 容 度 的 胎 紧 性 ， 因 为 连续 单 射 限制 于 紧 集 上 实际 
上 征 拓扑 同 有 是 ， 下 面 的 定理 就 是 这 个 结果 的 一 种 表述 . 进一步 的 
讨论 可 参看 巩 重 洲 与 蕊 志明 1]. 

定理 2.15 设 (E, X. O 为 抽象 Wiener =j, (FE H 的 一 组 
属于 X* 的 其 {a}, 由 上 映射 z — {< z.e; >on 定义 的 连续 单 
ЯТ: X — AO 建立 一 个 数值 模型 R”, B”, ую, 12). 设 Ch, R 
Ck, 分 别 为 X 及 R° HEXA (k.p)- ARE, BU 

1° GX) 为 R” huk Е, 

2° Vk € NVo,p € (1, oc) K X Z T # A, 


C, P (A) = Ck y (+A). (2.18) 


MEHR ЖЖ уе = дог l Be HEX БНК X 的 范 
ith, Ak 
Cy (А) < Cy p(t A). (2.19) 


HRR, X RIRÉCRSEOESU[K.) 使 Cy (KS) «2, 5 K, = 
Kn MJ Kn A R” 中 紧 集 ， 且 


Y* GG KE) =0. 
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aux 
p > 14™-a.e. РК ==> ро, > 1 pae TÉ, 


由 此 推出 
Ck ((4X)*) < G, (K£) = Chp(KE) — 0, 


1° 得 证 . 
W fE O > A, 使 
Ck plO) < Ck p (A) + є, 


Ric: K, — K, WAR, W OÖ 2 ,4 使 (On K,)= On Ё„, T 
R H 10 c (On K,)U K° 有 


Ce PA) < Cy „(ду = Cu (1710) 
< Ck (0 n K,) + C, (Ке) 
< Ok pl A) +€ + lin, 


4 n — co, c | 0, 即 得 与 (2.19) 相反 的 不 等 式 . I 


24 E XZBSAREENE 


在 有 限 维 空间 中 ， 正 广义 沙 数 都 是 测度 ， 在 抽象 Wiener zs 
E (H, X, ы) 中 Sugita[3] 证 明了 正 广义 泛 函 (在 3.Watanabe 意 
X F) 都 是 X 上 的 Borel 测度 ， 在 核 空间 情形 ， Kondratiev - 
Samoyienkolll 和 Yokoi[1] th WEAR TIES S 17 БЕ (ft Hida X F) 
都 是 测度 ， 因 为 Hida P 2S Ж H, Meyer-Watanabe J” 325 gg Ei 
Г, ВВ ЕЕН SE fep 8, 所 以 我 们 在 这 里 只 叙述 Sugita 
的 定理 ， 详 细 证 明 可 参看 Sugita[3], 经 典 Wiener т [и] fei VÉ ПО Т 86 
证 明 参 看 Huang|5]. 

我 们 假定 ke No 1 < p< cop lig l =l. 

定义 2.16 设 G e D ° 若 对 一 切 pe 10% o > 0 as, 
(С, е) > 0, M G RH IEP MSR, 记 为 Ge pL, 
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容易 看 出 , AGe DT n DP, WJ G > oas, HOT 均 保持 
正 性 不 变 ， 

定理 2.17 (Sugital3) — G € 07°, 存在 (X, B(X)) 上 唯一 
有 限 测 度 vo 使 


(С, v) - | ve'(re(dz) Ve = D”, (2.20) 
х 


其 中 以 * 为 vy 之 拟 连 续 修 正 . £ Gep, WI) (2.20) 对 一 切 v £ Dt 
成 立 ， 其 中 o" Ay Z (kp) WERE LE. 
注 由 于 拟 连 续 修 正 qs 唯一 确定 ， 而 vc OF E rcf 
(EER 2.20), KETA (2.20) 是 确定 的 . 
特别 , СЄ, Ш (2.20) 对 一 切 w e L RL, 于 是 vo << и, 
H аро = Gdn. 
HBA G € D? ., Mj Q*G € LZ. Н q—1 = дір, Gl € LY, 
A 
p = Q*(/Q*GI* *Q*G), (2.21) 
则 wo cD R. 
G = Q "U0 pr R Ep). (2.22) 
(2.21) 和 (2.22) 式 建立 了 D? 和 р, 中 元 素 之 间 1- 1 对 应 . 
定理 2.18 Шелд ХТЖ AR (k p- 平衡 位 势 ， 今 


Са = Q (Q eaP ?0Q ea) (2.23) 


Wi Ga € D NDIS, 它 所 对 应 的 测度 va( 称 为 4 的 (c p)-3E fi 
测度 ) 的 支 集 含 于 4 h, H 


f. e^ (z)va(dz) = (еде, = GAI... 
= СЇ (A), (2.24) 
BRA CA gk F А 的 (k,p)-BE I. 
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证 明 rh (2.21) 2, ea = (САМ G Gah AYE й Н 
v 20as, 由 定理 2.6, Ж (kp HE SEIS E e" > O (Е, phas. M 
À 2 0, 6а + АШ? € vá. 5 
FO) = flea + Аё] = IQ "(ea + Мр) |). 


因 FO dE А = 0 处 达到 极 小 值 ， 故 右 导数 / (0) > 0 但 
FO =p j Q te AJP (Q ea (Q р) и 


=p J (Q*G )(Q dg 
— p(G 4, v). 
ft C4 € DY, n DT. ERE LAH RUE e > 0 (k.p) ge. T ATI 


TE YAS Ë, MA (Ga v) = J v'dva > 0. 由 此 推出 
(uE BB 4g 1 a] BH Sugita[3]) supp(va) C A. 而 


J e pA = (Ga, ёд) 
x 


= (G4, QUQ GANT Q" Ga) 
= (8С, |Q" Ga 人 Ga) 
= IQ CG A| 一 IG ATI? nos 


另 一 方面 ， 
(G4,ea) = (QUQ Fea P ?Q ea) ед) 
= (|Q tea r 207 ед, Q ед) 
= || “ealls = [ел „ 
= CE SCA) 
定理 证 上 毕 . B 
定理 2.19 $ Gep, ODI”, to 为 对 应 ve 的 外 测度 ， 则 
ХХ BHQJ— UT 5e А 有 
vald) < IGI - e a CK P (A). (2.25) 
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ШЕ BA A (za = T; nl, nl Gn ТЕ 0%, фй Р С, 由 此 推出 
(ЖЕ Е), ИСЕ ve. W O ARNE, eo 为 其 (k.p)- 
平衡 位 势 ， 则 


(Geo) > Í Gudu = ve, (O), (2.26) 
e 


X з — co WH, lim, 06, (0) > vo(O) Ежа 
(С, eo), Ae 


(С, ea) < |!Gll-«,gllealle.p 
= [IGI - s, Cx, oO); 


因此 (2.25) 式 对 开 集 O 成立 ， 对 一 切 含 4 ARTE ORTAR, 
BD (2.25) R. ? 

+ HARARE, Ye > 0.3 АЖ E E СК) < є, & 
exe 为 其 (k p- ЗР, TE Vn 


vg АК) = | Таан < f ene Tiin Ср 
K5 e 


= Теке, С) < П леке Ne pll Ско 
< EG 11ка 


由 此 可 见 [ve HR 38. НАА SB) F PS EE SE р XC n] FH OC 
А MORE, Move, BEA EBE F h НЕЦ ar F sc 的 相应 有 限 
维 分 布 ， 根 据 luc.) HARER А HEH vo, SRAT vg. 

由 定理 2.9 p| CAE on rx 58 Hic. 

Ж 2.20 Gep AD”, Щ vo € (k,p)- 零 容 集 上 无 负 
fy. ES, 3p G ep”, Wve 在 疏 集 上 无 负荷 . 

Ж 2.21 i$ BH Borel Ж, W BW (k,p)- ЗЕ? Ж = Ж 
ж: ve(B)=0,VGe Dš r DL”. Sal, B Arii ie z TEES RUE 
fi. vo(B) 20, VG € DI. 
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WERB DRILO AERIS, H Сы В) > 0, ДЕЖ 
8 K C В # СУК) > 0 HK 之 (kp)- 平衡 测度 vic, Bü 
supp(vk) C K H рк(К) > OC Mh (2.24) А, Cy O (K)= 0). В 

ЕЛГОН ЈЕ SEE BED Br B RU BE OA 有 限 能 量 测度 . A te, 
MR LA Zelus Ху Pr 48 A BD po RR". 

ТЕЛУ АЧ, ЖИПТЕ PAR ot op AP yE FE. 

定理 2.22 ig F € ID^ UR") 且 非 退化 ， or 为 其 分 布 密度 ， 
yc RF)U WEH), > 


Vy = pl: |F = у), (2.27) 
Mi dk € Nop € (1,00), PRP yoy, Æ D, Hee, H 
vip € CSS (RT), G € P”, A 


J eee Pau foods Jo (228) 


证 明 НЕЕ IL4. 及 引 理 11.4.8, 3$ k > m, Wyo 6, ° F f 
ID", 中 连续 . A 6,0 F € ID,7, Bi (114.23) 式 可 知 prly) 16, o F 
怡 好 是 条 件 概率 v, A 


E[G|F = y] = pr(y) (8, о F,G) 


= f С duy, 
X 


因此 (2.28) 式 成 立 . E 
Ж 2.23 ( 降 维 原理 ) 在 定理 2.22 JE(E F, АЫФ АУ Ау 
题 在 一 切 条 件 F = yy ERF) PF MILE D ЗУ. 
和 证明 因为 疏 集 是 “普遍 零 集 ”. 上 


2.5 随机 过 程 的 拟 必 然 轨 道 性 质 


在 经 典 Wiener 空间 中 ,Brown 运动 轨道 的 许多 性 质 , 如 Holder 
连续 性 ,不 可 微 性 ， 重 对 数 律 , 单 点 集 的 不 可 达 性 (HEME d> 3 hj) 
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无 重点 性 (d > 5) SEE, ЛЕ LO КЕЛЕ. ПП BL A uE BER ELA 
然 性 质 ， 例 如 参看 Fukushima|!] 和 Takeda[1]. SEE 22 Hi Ay $É [E xE 
PARE aE, X 2518 EE, Doob 不 等 式 和 车 极 限定 理 
等 ,其 中 测度 也 可 代 之 以 容 度 使 之 更 精密 化 ,例如 参看 Yoshida[1l], 
f£ 426) [3] 和 Оешв[1]. 这 里 我 们 只 简略 介绍 有 关 随 机 过 程 轨道 连 
续 和 扩散 过 程 轨道 光滑 逼近 的 所 必然 性 质 的 一 些 结 果 . 详细 证 明 
可 参看 任 佳 刚 [1,5]. 

回 到 上 节 的 经 典 Wiener 空间 ， 设 (X(4,t € [0 1]7) 为 其 上 随 
机 场 . 我 们 称 {X (2), € [0,1]8) 为 其 (k;p)- 连 续 修正 (或 相应 地 ， 
co- ЕФЕ), Ж: 

1° Vt € [0,1], X*(t) A Xt) 的 (k,p)- WHER (相应 地 ， 拟 连 
5) ЖЕТЕ; 

2^ Xj (k,p)-q.e.c(38PV Hi, аеш), X* (4,0) XE SE. 

我 们 有 以 下 推广 的 Kolmogorov ЁШ: 

定理 2.24 ( 任 佳 网 [1]) Er k € No,l < p < co. Ж Зе > 0,c > 0 
及 正 整 数 8, 使 

1° үгє 10,1], X(t) є Db; 

2° Va,t € [0,1% (X(t) — X(s))8 = 1°, B 

IX) — Х(з)) [кь < elt - s49, (2.29) 
其 中 |t — s| = 355.4 lti- зу], WI X FE (5 p)- EREE. 

证 明 不 妨 设 vt X(t) AS (k,p)- WES (否则 取 其 (k,p)- JD 
HEEB IE). Жи R6 48 0 cv < a/B,(1— ë)(a + d — Bu) > (1+é)d. 
Ww 

I, = {(27", +++ 8227") 0S ,ia < 27), 
Т.(5) = {(s,t) € T, x T, : [t — s| < 2790-9), 
T = UT, = (1 — êja + d Ви) — (1 + ôd > 0, 由 命题 210 得 


Cro U 4X()- X(s)| > е s) 


(se Tu (8) 


< е >` |t E |48 < c2? 
(s.t) zT, (8) 
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у 5277 < oo, tH (2.7) X, X] (k.p)-q.e.u, dno = no(w) 使 
n 7 np,(s,t) € T, (6) 时 有 


X(t) - X(s}| S it — s|. 


任 取 st € T' |£ — s| < 9-"9(0—58) p| E n ng f n/( 1) > 1 ё 
A 
97i 30 6) zT |t __ si < 9-0(0—8) 


对 每 个 坐标 逐一 讨论 ， 可 证 
X(t) = X(s)| < elt sl". 


此 式 说 明 X(-.,.) 除开 一 个 w 的 (Е, р)- SARE T ENE 
续 ， 从 而 可 连续 延 拓 到 [0,1 上 ， 记 此 延 拓 为 X"(.w). Xf—9] 
te [0,1]? {ta} c T t, — t, d (2:29) RA, CX(t,)) ТЕ Dr 中 收敛 
FX), 从 而 存在 子 序列 (t...) E X (ta) = X ltn) > X (К,р)- 
q.s. He X*(t) = X(t) (k,p.-a.s, 显然 X* AX 的 (e p)- ЖЕН 
IF. a 

X 2.25 Ж Vk € Nop € (1,00) da = alk, phe = c(k, p) Æ 
З = B(k,p) 满足 定理 224 的 条 件 ， 则 X FE oo- 连续 修正 . 

考虑 Fisk-Stratonovich 方程 (1.27): 


I dX, = АХ) + АХ.) o aW], (2.30) 
Xo = x, (0 <t < 1), | 
其 中 Ap, А, As A R” ELM C 向 量 场 旦 一 切 俩 导数 育 界 ， 
Vn Е IN, $ ta = 2-"n[2n4] t} = 2-*([2"4}4+1),0<¢ < 1, Wit) = 
IW (t) — Wi(t))i- 1,--- d. RIBAK (2.30) BU E f 
方程 序列 : 


I d X „(+) = CAaCX 4G) + A (X. (Фм (0)di. (2.31) 


X, (0) = z, (0 « t < 1). 
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ELANIKE (2.31) WIRE Хе) a.s. Wap УЖЕ (2.30) BRE X CO CRI ИП 
参看 Bismu& 2D, EP [i] uEHH Y HH F DD; idv ХЕ Е: 
定理 2.26 EERST, FEME S, m vo ESA 


lim sup А (t.u) Aw = 0. [2.32) 
тоо сус 
证 明 我 们 只 给 出 证 明 的 思路 ， 详 细 证 遇 可 参看 任 佳 网 [1,5]. 
令 


X(t) (s = 0); 
Z(s,t) = | X«(t) + (8 — 3) Gy ок} Xale) — Xn (t) 


(zi < 8 < zn € IN). 


(2.33) 

HF Z(0,t) = X(0,Z(1/n,t) = X,(t), BREWER Б LIS (2.33): 
[Z(s.t),(s,1) € [0,1]? HA co 连续 修正 ， 则 定理 得 证 . 

由 随机 积分 的 情诗 ， Vp > 1, 存在 不 依赖 于 п 的 常数 c, 使 

Ye, t e [0,1] 有 

EX, (t) — X, (8)|2P] < elt «>; (2.34) 

Ez|| X,,(t) -X (IP < 27. (2.35) 

为 证 Zis, t) 满足 定理 2.24 的 条 件 , 只 需 证 明 : Vk c Nao p € (1,00), 


sup sup ||X;(8llk,p < oo. (2.36) 
Ü0xi«1nclIN 


而 这 可 以 利用 X(t) 989 S3 ЕТЕ ЕЛЫ BREL ИЕ Л 809] АУЕН ES 
计 ， 通 过 类 似 于 定理 1.9 的 证 明 方 法 非得 . E 
$ 3， 非 适应 随机 分 析 


kó 泛 蚂 的 一 个 显著 特点 是 ， 它 作为 一 个 随机 过 程 是 笑 应 于 
Brown 运动 所 生成 的 o- 代数 流 的 . 这 在 应 用 中 受到 一 定 限制 . 例 
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n ЖП Ж Е БИЛЛ. {ЖОЛ Жк a (BREL, ARR, X RET 
望 它 的 解 仍 然 是 一 个 适应 随机 过 程 (除非 扩大 原来 的 e- 代数 流 }. 
前 面 我 们 注意 到 ， Skorohod 积分 (HEAT 6) 是 Itó 积分 的 推 
广汉 对 非 适 应 了 过 程 仍 有 意 浆 .因此 ，NMalliavin 分 析 提 供 了 非 适 
应 随机 分 析 的 一 个 有 效 途 径 . 

ARIA HH BRE 8] Б [8] Е 8 Brown 运动 .因此 我 们 假定 
Н = 12([0,1]; IR^), 0 = Co([0, 1]; RS, 为 其 上 Wisner WE, HA 
记号 都 和 51 相同 . 


3.1 Skorohod 积分 的 Riemann ЯЛТ 
Hfl H Riemann AMI Skorohod #844. 41% 
Tar 0 = t < tr <. < ef = 1, n € I 


为 [0,1] BJ APS. Se НЕШ, ЖП ЕЕ Е n 记 


Aj = (tj-1, ty], |A;| = t; — tji 
W(A;)= W(t;) — W(t; 4), (1 < j € k,), 
lt, | = Tq |А; |, 
Fas = ciW, — W, : (s, t] P A) = al, 1 < 了 < Kp. (3.1) 


xj X € L2(Q; Н)  L?(I0,1] x 0; R*), + 


T. eo = Say f, хв) (3.2) 
e a ( ELX,|Fa- sas] 1a,- (3.3) 
则 有 以 下 简单 命题 ， 


命题 3.1 BX € LO, H), 则 当 |r,| — 0 If z+ (X) 及 CX) 
在 L°(0; H) PERF X; Ж X c DIA), WEERA DH) 
FP ik 9. 
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证 明 易 见 映射 Хп, (X) R X — FX) 为 L'(05 H) 中 
HAMAS. © B, 为 [0,1] 中 由 分 割 z, 生成 的 有 限 o- 代数， А 
为 [0,1] 上 的 Lebesgue WE, M) Ахди A [0,1x 中 上 的 概率 测度 ， 
H 

Tal X) = ErxalX Bn x X], nely (3.4) 
为 五 Ae, HË apu m, CA LOH PRAT X. BY 
地 , #% G, 为 [0,1] x Q 的 子 集 族 {Ayx Aj: A; € Zasil < j < ky} 
生成 的 o- 代数 ， 则 


SX) = Ey [X|G,], me N (3.5) 


1529 DP AAR, BZ LO H) s pile T. X. 
# X < РИН), Xf r € 0,1), W 


D.m, (X), = > re ( 人 | D. X,ds ) la.(t), (3.6) 


DT, A h = Y af. ED, X, [Fas ]ds | la: (mila, (t), (3.7) 


(f ДАЈЕ BA S SIH 1.3) 类 似 讨论 可 知 Dra (х) 及 DIX) 均 
在 17(0; Ho H) ФТ DX, 从 而 w. (X) Ж (X) BE (Н) 
ru oe x. Г 
以 下 的 讨论 中 ， 为 记号 简单 起 见 ， 设 d=1. 
命题 3.2 Ж X € £7(0; H), B| (х) £ Did) A 


_ El 
ёт! X) = > IA; (人 EX, | Fas do ` W(A;). (3.8) 


BA |в. 0, r(A) 在 (бун, M| X e D(6) R 5X 
等 于 此 极限， 
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WEBB ЖК X e D(H), 由 (IL3.48) 式 并 注意 到 (3.7) ж, R 
和 们 有 
6E[X,|£4:114,) = IE[X,|£4:] W(A;) 
一 / ED, X Fa: |1A: (r)lA,(r)dr 
= EX, РАА). 
因为 DIH) Æ LGH) AR, ЕХ] X € L2(Q; Н) 也 成 立 ， 


MA (3.8) z. 由 命题 3.1 及 上 的 闭 性 容易 证 明 后 一 结论 . 四 
命题 3.3 Ж X e ЮН), +, (X) € ЮН) B 


inni X) = Ў ал [АД (f. X,ds) -W(A;) 


E —— D. X,drds, 3.9 
x [| Á 人 (89) 


洒 {т„} > 0 B бт. (Х) 及 STA) 均 在 L2(Q) Ф EX. 
WERA ЕН (1.3.48) X, RL < < kn 有 


1 
$(X,14,) = Xs. W(A;) - | DpXela,(r)dr 


= X, WIA j= f эх», 


由 此 推 得 (3.9) 式 ， 由 命题 3.1 7€ 6 M DHA) 到 L2(0) 中 的 连续 
性 即 得 后 一 结论 ， Ë 
FHS Stratonovich 积分 的 定义 . 
定义 3.4 可 测 过 程 X = (X,,0 < t < 1), ж f! |Х,|й < oo 
as, H 





s.= H [ om) wia) (3.10) 


j=l 
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34 jra) — 0 APRA Be Se, M X 称 为 Stratonovich ЯТ, 此 极 
ЕЕК у Stratonovich 积分 , 记 为 h X, o dl. 

由 (3.9) 式 可 知 ， 为 使 S, Bea, 4520 (3.9) XX Je — AR r ll i 
Ж. АЯЛ gum А-ы DX, FEAR т = s 两 侧 的 正则 
EAER. 为 此 ， 我 们 给 出 一 个 充分 条 件 ; 

E X € DI(H), HDX RABE, 使 t 一 > DontXsvt Rt 
DaveXent 为 0,1] 到 (О) 的 关于 s € [0,1] 一 致 连续 映射 ， 且 

ess sup JE[|D;X,|] < oo, (3.11) 
Ota 

则 记 为 X eD. 特别 ， 若 DX. ABBE, RU X e DD. 

£ X e D, (8), 则 下 列 极限 存在 : 


Dj X, = lim DiXe+e 


D, X, = lim DiX te, 
EERS LO Pies, H3&T t —s3k. W V = Dt + p-, WJ 
我 们 有 以 下 定理 ， | 
定理 3.5 # X e DY (H), N| X X Stratonovich WR, H 
1 1 1 1 
/ x, o dW = / Xx d. + F (VX J,dt. (3.12) 
0 0 2 0 
证 明 由 命题 3.3, 只 需 证 明 当 |r,| — 0 时 
K; 1 . ] 1 
— D,X,dids —"—, Í | 
P aj. 人 t tds ; |/ (V X),dt (3 13) 
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E - at Í DiXds~ 5 | DEXi 
> |А; 人 і 2 Јо n | 
t 
© El > ` art, at | (DX — D£ Ki)ds 
j 1 z t 


t; — t af + 
DF Xidt — = D, Хий 
EPA АД 2Jo t 


< sup EID X, — Dy Xil 
gjatesi] 
a—t= т. | 











+ ЈЕ 





1 + i; — t 1 
| э Уеа) 
4 Ht — Ü 时 ， 25 1A 5] t 一 1А, (t) 在 L*([0, 1 rH т 
1/2, 由 ЮН) HELARAN, EC a 0, 类 似 地 可 
НЕ 


— 0, 








1 : 1 f! 
d D.X,ds > | D, Xd 
EY Tas 4; d ° Ji di i 
于 是 (3.13) 得 证 . i 
注 OX 为 循序 过 程 时 ， Di X, = 0 (VX) = DIX. HX 
ХЭР, ДЕН (3.12) ҳа, X SW HE H Sp XS 
| 1 
[X, Wh = n Df X dt. (3.14) 
Ü 
3.3 非 适应 了 过程 的 to 公式 
ЖУ e ЮН), Xf t € [0,1], > 
X, = 6(V1po,q) = f | V,dW,. (3.15) 
D 
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RBM Skorohod 不 定 积分 . dit V EGHAM, wA it, X 
未 必 是 蒜 ， 也 未 必 有 连续 修正 下面 给 出 它 具 有 连续 修正 的 一 个 
ЖЕ. 
命题 3.6 8 p> 2,V c L7((0, 1]; DT), Ш X, = f; VdW, R 
A EEE IE. 
TEAR FA 6: DPH) — L? 为 连续 ， 故 3C, > 0 村 
161125 < CSV IS + DVIS) 


在 上 式 中 以 V1o44 КЕ V, 应 用 Holder 不 等 式 得 


f | V.dW, И < Oplt — ж)Р-! T2 J vna] 
+ e| f (fi олу) dr] | 


= C(t в d г ar. 





d 





根据 Kolmogorov 连续 性 准则 ， X 存在 连续 修正 . B 
Б {ть} 为 [0,1] BIA RRUT T, + 
Ea 2 
та} = „ау, . 
ОЧУ) LIU, aw, (3.16) 


^ X BP APS. BA i Pe 
定理 3.7 HEV € D(H), WY [aa] — 0} QV) Æ LA) 
"pii F Г Vids. 
WEAR 着 U,V € DIH), Ш 3C > 0 th 
ЕО (U) — Q7" (V]] 


s (PE e-ma) 


2 了 


(eic (人 (U, + voa) |) 


< CIU — Vili allU + Vile. 
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МЕЧЕ, ЖАЛЫ V 具有 形式 ; 


Tit 


ys У; Pills; as]: 


el 


其 中 0=s0 < 5 <... < Sm = ly € ID? B {si} Am 之 分 点 ， 
于 是 


V = Уи s) — W (4) -f руга}, 


+ 一 二 


"TY E (omaa- 人 Devito) 


= $e WAGY -awia f. D gids 


i=l j 


+ (人 Davids) | 


H Brown 运动 平方 变 差 性 质 可 知 ， 上 式 当 m — 0 时 在 L) 中 
Wea У f(s; si) = h Vids. 8 

HERRERIA, E X, = fo VOdW, 有 连续 有 界 变 差 修正 ， 
hij V = 0. 

Malliavin & 4740 Skorohod £8 4r FL Ait Bj Fo Р PEN. 

命题 3.8 BACF,Fe 1, I| 


F = 0 a.s, ҒА = DF = 0 а.е. F[0,1] x A. 


证 明 设 o € CHU), > 0,0(0) =1 H. n С [-1,1]. + 
e(t) = v(t/e), e > 0, BJ supp(ye) C [-e s]. 4 pelt) = f^. ve(s}ds, 
Ni] DEF) = v (F)DF. Vh e H, 


Ele CF) Dr Р = [EDO GA (F) 
= Eleh] < elelo 150]. 
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Dego, 得 
1 
E [15-5 f уой = Ü. L| 
Ü 


命题 3.9 AEF, Ve DY (H), ill 
V, = 0 а.е. CF[0, 1] x А == 6V = D as. FA. 


ПЕЕВ 由 命题 3.3, ТЕ (3.9) 式 中 选取 a.s. Was eE 
命题 3.8 即 可 证 明 该 命题 . 上 

利用 此 局 部 性 质 ， 我 们 可 以 扩大 算 子 D 和 5 KHER. Ы 
ke INo,p > 1,F A E (Eit i. SHER {An} CF Riz 
E FEX {Fn} C IDIUE), 满足 以 下 性 质 : 

1° A, T Q а.в.; 

2° Vn c IN, F = Р, as. + Ap, 
Rize F A 局 部 DUEL) 5, 记 作 F €locmDL(E) EG, 
4 F € Іосі 时 ， 可 以 在 每 一 集合 AQ LEX DF = DP; з 
V € locIDÉ(H) 时 ， 可 以 在 每 一 A 上 定义 OV = 61, 而 不 会 有 会 
沪 ， 利 用 局 部 化 手续 ， 以 前 的 许多 命题 都 可 以 推广 到 局 部 IE (E) 
空间 上 去 . 

下 面 是 本 节 主 要 定理 ， 

定理 3.10 (Its 公式 ) # f c CR), V є locLA([0,11; D$), 
U € loetA([0,1]: DT), Ж | 


t t 
Х+ = уай”, Jd 
і f +f U, ds (3.17) 
共有 连续 修正 ， 风 
t Ё 
fO) =F) + | хах, ez | Х,У), ads, (318) 
ü Ü 


Яну = Dt + po. 
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iE 由 引 理 1.4 可 知 
t t 
Р.Х, = Vilis (s) «f D,V.dW, «f D,U.dr, (3.19) 
0 0 
从 而 
(VX), = V, + 2 | D,V.dW, + 2 | D,U.dr. (3.20) 
D 0 


特别 ， 当 U 及 V WH, 后 二 项 均 为 0,(8.18) 式 成 了 通常 的 [td 
公式 . | 

ШН OA Re, 不妨 设 LT 及 f" BRA 
V € L'(0,1;D3).U € L4((0,1); Dt). 设 {ra} 为 [0,4] 的 分 割 序 
列 ， 由 Taylor 展 式 得 


k. 
FIX) = f(0) + 3^ FX XG) — X(t; 4) 


j=l 


En 
+ 5 "x (t) — X (15-17, (3.21) 


i=l 


ER X; 为 介 于 XG) M ХО, 2) 之 间 的 随机 变量 ， 因 为 对 ;一 
l,- PER, 


X (0,;) — X (t; = V.dW, + tU ds, 
( ;) ( 7 1) 人 人 


FO» f. V.dW, = 人 FIX (t; 4) V,dw, 
V, 3 {X j-1 1 
+ DF (X(t;.1))ds 
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再 由 (3.19) 式 得 
Df (Xaa) — fF (Xe Da Xi 
= f” | V, Ё; 8 a B'T T =! ar | ' 
f Qu) Liot aJl +f D, V, dW. +f D.U, ar} 
当 s € A; 时 ， 第 一 项 为 0. 于 是 定理 归结 为 证 明 ， 当 [mu] — 0 BJ 
T AR OS Sr: 


t 
roa» f. Uds — f f'(X,)U, ds, (3.22) 
t 
>. PAG) Maas — j, PMs (3.23) 
tji 
二 人 Pos f D,U,dr ) ds 
>| тхо ( f эш, ds, (3.24) 
У rox ow f D,V.AW, )аз 
t Я 
— | rav f D.V.AW, ] ds, (3.25) 
SS PU) - Xt)? ә / f^ (X,)V2da, 
; 0 (3.26) 


(3.22) 中 的 Stieltjes 和 显然 as. Woe. 注意 


exit) - xt» ( vw, «(f vas) 


了 


+2 | vaw, f 17,08, 
А; А; 


由 于 f” 有 界 连续 及 h Uds ЕЗЕР, УАФ 0. HR 
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方面 ， 由 定理 3.7 容易 证 BB: 
2 Ё 
rf vaw) — f уа: 
7 A; 0 


从 而 (3.26) 式 得 证 、 (3.24) Ж (3.25) 式 的 证 明 类 似 , 例如 对 (3.25) 
式 我 们 有 如 下 估计 : 


Ef Pasa f D,V,dW, — roof. D,V.dW, Vads 
xj ros (f. D,V.4W, | Vds 
"IA Fu) Paal 人 D.V.dW, ) Vads 
< У: 人 | 


t 
+ sup sup |f” (Xa) - rx) f 
J 0 6BEA; ü 





< 








+. 








IVa lds 





| D,V,dW, 
ii-i 





ds. 





V, | D,V,dW, 
0 





W V € L*(10,15 D$) C L2(|0,1]; 05), f" 连续 ， 上 式 右 边 第 二 项 
а.в. WO T 0, 由 定理 1.8 及 Cauchy-Schwartz 不 等 式 ， 第 一 项 之 
期 望 不 超过 


us (| f ај) (e f. f руа 
|У 上 | f ] / DD V Pdudras]) 


AT RECTO. 最 后 只 剩 下 (3.23) 式 ， 我 们 证 明 它 在 LO 中 收 
Sr. Mb Skorohod 积分 算 子 二 为 DD — (0) 的 连续 线性 算 
子 ， 只 需 证 明 


kn 
VIP = V, P(X( 1a (s), OSs <1 


j=l 
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在 DUH) Pua VX.) BRAVO 在 L2([0,1] x Q) PRAT 
VF'(X), 镜 下 要 证 明 DV™ 在 L2([0,1]2 x Q) kak DIV F(X), 


— 


Ш 
DV") = (D.V,) У РОХ 1))1А, (s) 


V.S FX ND XI) 1a, (в), 
1 


нує Di), 显然 第 一 项 和 收 敏 于 D.V,f'(X,). 为 证 第 二 项 和 
т V,f'(X.)D. X,, 利用 (3.19) 式 将 DX (tj) 分 成 三 项 之 
A, BRA 


V, 2 XGA A on, sd Ma, (s) — V.f"(X,)V-1p, от) 
以 及 
v, Xr» f DrUude) 14,5) — V" (c) Í D-Uudu 
j ü 0 


m 


ПП 


E 人 veraces (f. oaa) anas 


"n2 ` 4 ve | | | n? 
sui (e f vids) (e f | f сауа ac) ны 
0 К 0 0 


一 一 Ü, 


B L2([0,1]2 x Q) 中 
tj-i 
VY ra» f D,U,du) la(s) 
— V,f"(X,) f D. U, du. 
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2 ul Hi S 
tja 
V, "CX (ty D, V,dW,, |14,(s 
2,7" (t Xf J als) 
— V.f"(X,) J ` D, VdW, 
Ú 

定理 得 证 . E 
基于 Stratonovich 27, EAZ AR. BIE, SVE 


ГЮ, 1]; D3), DV RHE, ME t£ ОМ Rt ОУ» 
3X; 10,1 到 (0) 的 关于 se [0,1] ВЯ, Н 


ess.Supo«r, s <E || D, V.1*] < oo, 
mia V e 14(0, 1]; 205). 
定理 3.11 HV c lDoeL^([0,1]; 01), DV € loeL* (I0, 1]*; ID), 
U = locL*([0, 15; IDG), f € C^(IR). € 
1 t 
X= ] V,odW, U. ds 3.27 
/ +f (3.27) 
REŽIE, Mi 
fO) = FO) + | POGQU As + / (ХУ, odW,. (328) 
(0 О 
HEAR HH (3.12) X, 
t i Ё 
_ | 1 
x= | VdW, + / Uds + F (VV ds. 
根据 По 公式 (3.18), 
X Ü | '(X SU, ds + 1 Up 
х) = +f PU. +2 / f GV), ds 


Ё + 
+f FX a) VdW + 1 J f" CX,)(V X), Vids. 
° 2 Jo (3.29) 
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再 由 (3.12) 07% 
t š 1 i 
/ o u 'CX V, dW, + = VFX: W, ds. 
[ токови, = | #xOvaaw, + | чуу) 


而 
V(P (XV) = f'(X.XVV), + JX) VV X), 


代入 (3.29) 式 即 得 (3.28) =£. Ë 


3.3 SFI RPL AE 
考虑 随机 微分 方程 


1 1 
X, =m + / b(t, s, x,)ds+ f T(E, S, Xa dW, O<¢< 1, 
0 0 


其 中 п 为 随机 变量 ， b(t) 及 c(t,. 2) 为 依赖 于 参数 ix 的 随 
机 过 程 (未 必 适 应 )、 其 中 随机 积分 为 Skerohod 积分 ， 由 定理 1.8 
арц, Ж О L^ 估计 涉及 它 的 导数 的 合计 ， 而 导数 的 估计 涉及 其 二 
ЙТ ҤЕ. 因此， 通常 的 Picard 适 代 过 程 是 不 封闭 的 ， 这 正 
是 问题 的 国难 所 在 ， 对 于 这 一 类 方程 ， 已 经 有 许多 特别 的 方法 ， 
ERE, SUT RHEE, BSR 
Xx. 但 整个 说 来 ， 理 论 的 发 展 仍 然 是 不 成 熟 和 不 完善 的 ， 关 于 
AY Ж ЛЕВАК EA aT Ж Pardoux 的 综合 性 论文 [1]. 这 里 我 们 着 
重 介 绍 由 Buckdahn[1,2] 发 展 的 Girsanov FR HH. 

在 经 典 Wiener 25 [а]. Girsanov[1] 将 Cameron-Martin 甘于 
Wiener 测度 在 平移 下 的 氢 不 变性 结果 (定理 IL2.5) 推广 到 了 “ 随 
机 平移 ”的 情形 ， 但 所 小 及 的 随机 过 程 是 适应 的 . Ramer[1] 与 
Kusuokal1] 在 抽象 Wiener 空间 中 ， 将 Girsanov 定理 推广 到 了 非 
适应 情形 ， 关 于 非 适应 Girsanov 变换 ， 近年 来 还 有 许 名 研究， 例 
如 参看 Buckdahn|1],Enchev - Stroock[1], Ustunel - Zakai[3,5], 张萌 
Bj [1]. 这 里 我 们 简要 介绍 Kusuoka 的 定理 . 
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EX, 3.12 dt (H,X,p) 为 抽象 Wiener 空间 ， J: H 一 
X ARAB. X 上 的 H RV, 车 对 paes € X. 映射 
hero Via + Jh) E H PE., SEA Hilbert-Schmidi $T 
DV(z): H — H, 使 

1° [|V(z + Jh) - Vie) — DV iki = of All); 

2° DVia+ J-): H — Ly (HT) ER, 
Wap V У H 连续 可 微 , ам V c Cu). 

可 以 证 明 ， CL(H)c locID?( A), B DV 重合 于 Malliavin & 
数 (EXC Ct (H) = H @ H). 例如 参看 КїзпоКа 1]. 

我 们 先 给 出 有 限 维 情形 的 一 个 引 理 ， 

引 理 3.13 Vt UR", В", y" IR") 为 有 限 维 Gauss 概率 空间 ， 
v € ou EF), Dy = {диб уса л< 为 Jacobi Hike, + 

n(z) = |det(I + Dé(z)lexp(-($(z),z) — Lb(z)?). 《3.30) 
ЖН ТЕ = 2+ (т) CMBR T : RR” 一 IR^ 为 单 射 ， 则 
y" oT! < y"; E T ARH, M| B" 上 存在 概率 v dE o ~ y", 
voT = ү" H dv/d4" = п. 

WEAR 对 R 上 一 切 非 负 有 界 可 测 范 数 上 有 


J. tGayn(ayy"(az) 

= (2л) ^" /.. f z)exp( —i[Tz|*]det(I + Du(a))|dz 

- f fyy"(dy) < f Fa” (dy). (3.31) 
TUR”) m^ 


Wy oT < ү". ЖТ ОХ, (3.31) 式 中 最 后 一 个 不 等 号 成 为 
等 号 ， 令 v(dz) = n(z)y"(dz) BHS vo T = y". ' 
为 将 此 结果 推广 到 无 穷 维 空间 ， 需 要 引进 所 谓 Carleman- 
Fredholm 行列 式 ， 设 S € Z. (B), RAR IE {A Rie 

jË det(£ +S) = [LO - A) 仅 对 5e ca (H) 有 意义 .我 们 定义 
det4(I + 5) = Па + Аде ^з. (3.32) 


2 
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称 为 Carleman-Fredholm {FA A. BU, 34 S € Co (H) PJ, (3.32) 
式 有 意义 ， 而 且 可 以 证 明 ， 5 detal + S) 在 CoO (H) 的 有 界 
集 上 一 臻 连续 (例如 参看 В. Simon[2]). 845, 4 S e Ce) (H) 时 ， 


det;(I + S) = det(I + Sje 275, (3.33) 


利用 公式 (11.2.4) ple) = (pir), s) Tr Dia, 我 们 可 以 将 (3.30) 
AAE A 

Wa) = jdeta( + Dé(z))lexp(—69(z) — 3 (2)2). (3.34) 
TURPE BEBE ЕТ, BIBLE EB) A F ig. 

定理 3.14 (Kusuoka[1) WE (H. X, Y 为 抽象 Wiener 空间 ， 
V e CH(H),Tz = z-JV(r). T: X — X WMH, EX u- 
aer € X, RR Ir DV(z): H — H ой (Bl det0-- DV (a)) z 0), 
ВХ) 上 存在 与 上 Fe ER v vo TO = p E. 


dv 
j, = 188207 + DV)lexp(-v — IV). (8-35) 


特别 , 在 经 典 Wiener ЖЕН] О = Cy((0,1]) 中 , FMT Q — Q 
为 如 下 形式 : 


Tw = w+ ГА V, (uds. (3.36) 
() 


车 V 为 适应 过 程 ， 则 当 t > s PF, DV. = 0 a.s., 由 此 可 推出 
ldeto(7 + DV)| = 1 a.s, 于 是 (3.35) 式 化 为 通常 的 Girsanov Z xb 


" | i f “аЙ 1 Vid 
— >= p — — — 


下 面 考察 非 适 应 线性 随机 微分 方程 : 
t + 
X4 = X. b, a CT. а P ' 
ot f хаз | X,dW, O<St<1, (3.38) 
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其 中 Xo 为 有 界 随 机 变量 (不必 Zo 可 测 ),b = (b.(2),0 < s < 11 É 
z = {o,(w),0 X s < 1) 为 有 界 随机 过 程 {不必 适应 ).Buckdahn[2] 
je MS — АЕ, 


£A. 
Түш = u + | oT w)ds, O < t< 1, (3.39) 
0 


ПЕВ T Sn КЕШ: 

定理 3.15 Ho € L°SS([0,1] x Q), De € L??([0, 1]? x O), M 
由 方程 (3.39) 确定 唯一 一 族 可 道 变 换 {Т0 < t < 1), H w e 
[0, 1], 50 77 1 < и, Ж Radon-Nikodym St L; = duoT, ! /dp 满足 
方程 


t 
L: = і «f Fal dW, Ü <t <1. (3.40) 
' JD 


be L"*([0, 1, x 9), Xo e L°(N}, й 
X, = xa ep] | мету ds М» (3.41) 
g 


为 方程 (3.38) Æ L1([D,t x 2) 中 的 唯一 解 ， 
WEBB 我 们 只 给 出 证 明 的 思路， 详细 证 明 可 参看 Buckdahni2]. 
先 对 如 下 形式 的 g 证 明定 理 : 


ot = RW, MAL nl. rin E [0, 1], (3.42} 


其 中 f € £°([0,1) x R"), B Vt € [0,1], f, € CR UR"). ER c, W 
AE A PE: 


| (a) — о, (а) < C Sup ls) — (s) Ve ,w’ € th t € [0,1]. 
<a 


利用 Picard BER TJUE AB (3.39) 存在 唯一 О fE (Tew, 0 < t < 1, 
Hit {Aw.0<t<1} 满足 方程 


tA 
A, = ш — J CU, Awads. (3.43) 
0 
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id oiT) = fex(Yw)0 = t < 1}, 直接 计算 其 Malliavin 导数 及 
Carleman-Fredholm 行列 式 ， WW oc{T) € CL(H),I + Do(T) 可 
道 ， 由 定理 3.14 可 得 


— +t z 
Еа = exp | — / r. T, dW; 一 J) Ta{ Ta)” ds 
t s 
-f n (Dea, XT.) D.les (а), 
0 Jo (3.44) 
记 (3.44) KA йн А тн, Wl 
L, = Eei = lA)! (3.45) 


满足 方程 (340). 因为 形 如 (3.42) 的 过 程 类 在 DD pAg, xj 
满足 定理 条 件 的 c, 存在 形 如 (3.42) 的 过 程序 列 (c") 在 DIH) 
中 收 训 于 с 并 使 {co"} 及 (Do?) —KAKR. ШИЛ Bu, FEE 
HTTP 及 逆 变 换 Ar, R-N 导数 Ln 及 nD 满足 (3.44),(3.45) 及 方程 
(3.40). 不 难 证 明 ， 当 一 oo В, fen(T"=)) 在 D(H) ЧН 
{L? :0 << ln 1 一致 可 积 ， 从 而 定理 前 半 部 分 得 证 . 

显然 由 (3.41) 式 定义 的 X 属于 L'([0,2] x О), 为 验证 其 满足 
方程 (3.38), 我 们 对 任意 G € Su, 计算 [f oX D. Gds). 作 测度 
变换 pro рот) = L, p tH 


t 
E| f s, X,D,Gds| 
0 


E| Í e XA). exp | n ьт, } DuGaa 
= e| f c. (T) Xo exp l Í hs (Tdr VD.) ds | 


注意 到 由 (3.39) 可 推 知 GU.) = c,(T,)(D.G)(T,). 由 分 部 积分 
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和 再 一 次 测度 变换 可 街 


a J | б›Х,р,бз 
— el f Xo exp | Í „тё } S GUT ds 
-E [xo exp l f i. (T. ds G(T) — хуб 
- f хөлт) е { Г туг акта 
= JE weta) exp | f b. (As re — E[X4G] 
- zf Xo As), exp { [ bs («Ade Са 
-E (x. - Xo 了 oodejc | 


从 而 由 (1.3.47) 3i 


t t 
f C4 X VW, = Xt — Xo — / bsXsds, as. 
Ü 0 


唯一 性 也 可 通过 逼近 和 分 部 积分 而 得 到 ， 定 理 获 证 . 
i£ Go 为 适应 过 程 ， 则 (3.43) 式 化 为 


Акш = ш – | T,lw ids, 
(3.44) REA 
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ФЬ 亦 为 适应 过 程 ， 则 (3.41) 式 化 为 


} { i 
1 
X, = Xo A) =i f TAW, — ;| па + f bads). 
0 2 Jo 0 


ч Xo 为 可 测 时 ， 它 就 是 经 典 Doo 随机 微分 方程 的 解 . 


第 四 章 白 咯 声 分 析 的 一 般 理 论 


E] 4347 (white noise analysis) 是 1975 fE gp & IH = (T. 
Hida) 首先 提出 的 一 种 无 窃 维 随机 分 析 ， 其 基本 思想 是 把 Wiener 
IZ PAA АРЕ 15 6. ARKH, SO Bo 看 上 在 0 点 为 0 
NER Me, EA IR Е 030384 — Fréchet 25 
HJ B(2) 表示 Q EB Borelo- ft, PH (Q. B(Q)) „ЮЖ 
Wiener Е. + 


И. (ш) = o, te R, wend, 


Hj {W t € Zt) 为 一 Brown ay, Н W, = 0, а... Fi Wiener i> 
B f(w) 可 以 看 作 Brown 运动 W ЈЕ АЎ P. 0—2, 4 
0. = (uen: gma +P 7 (0| =0}, 

则 由 Brown i235 iis B ERAN PR) = 1. & Z = Q, NB), 则 
(Wa t € В} 限于 (91, Z, P) 4539 Brown 运动 ， 由 于 0, c S*(m) 
(S* (IR) 为 Schwartz 缀 增 广义 函数 空间 ), 可 将 Brown 运动 W 及 其 
PGRN Mika W 看 作为 S*UR)- 值 随机 元 ， W BDE TIRES 
“ORR ”, CERERA EH (S*' IR). B(S*UR)) EASi u Ж 
为 AIRE MESUR) B(S (UR). u) EENI pg Erg GS 
eR. 这 样 一 来 ， 可 以 把 Wiener 1 B f(w) E I 20 EIRAS Fla), 
EP F= fogt, До) = ш A 58 S*(IR) 中 的 可 测 映 射 ， 这 一 
看 法 的 优点 是 可 以 利用 S*(T) 作为 核 空 间 对 偶 的 线性 拓扑 结构 ， 
用 “二 次 量子 化 ”方法 从 IR 上 的 Sobolev 空间 SUR) 出 发 ， 建 立 
FIR Piz HI Sobolev 空间 (S) RES (S) 为 {(S),. p € Na} 
的 投影 极限 ， (5) 为 {(S)_p.p € No} 的 归纳 极限 ， 分 别称 (S) 
5j (S)" AR US IZ PS XCIZ PRESB]. 这 样 我 们 从 Gelfand 三 元 组 
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SR) — LAUR, dz) — S*UR) E Ж x BAT Gelfand 三 元 组 
(S) L*(S*UR), n) > (3) 后 者 称 为 经 典 的 Hida HE SATE 
эн. 下 面 将 看 到 ， Hida UST ES [BE] (S) E Meyer- Watanabe fg 
Wie РЕ] DO? 小 ， 并 且 (S) TER FAIR AF] DP? H, 
从 而 Hida J” S 3% ра 23 ie] (S)* th Mever-Watanabe | Xi PR = [BJ 
ID K, 它 能 包 傅 物理 中 许多 概念 ,使 量子 物理 中 许多 形式 演算 
得 到 严格 的 数学 解释 ， 因 此 ， 白 噪声 分 析 在 量子 物理 中 得 到 了 成 
JJ mi pz АҢ. 

E “二 次 量子 化 ”方法 容易 推广 到 一 般 的 Gelfand 三 元 组 
(i, Kondratiev-Leukert-Potthof-Streit-Westerkamp[1] ;)， 下 面 我 们 
将 要 介绍 的 构造 白 噪声 分 析 框 架 方法 是 “二 次 量子 化 ”方法 的 一 
种 自然 推广 ， 它 是 首先 由 Kondratiev-Streit[1] 提出 的 ， 这 一 方法 
的 菇 本 出 发 点 是 在 定义 泛 隐 的 Sobolev 范 数 时 ， 对 混沌 分 解 的 第 
n 全 因子 来 以 (09 这 一 权 系 数 以 得 到 较 小 的 检验 泛 丽 空间 (相应 
Jh, £e X80] XE guarde. 这 给 白 噪声 分 析 的 应 用 提供 了 炙 活 选 
择 框 架 的 余地 . | 


$1. 和 白 噪 声 分 析 的 一 般 框架 


在 第 二 章 中 ， 我 们 研究 了 不 可 约 Gauss 概率 空间 (Q. F, p H) 
上 的 泛 函 ， 在 那里 ， 对 基本 概率 空间 (0,7, yp) 中 的 只 未 作 特 别 候 
X. RARER O 有 折 扑 结构 ， 只 是 为 了 证 明 的 方便 ， 我 们 才 使 
用 了 所 调和 的 Gauss 概 二 空间 的 数值 模型 UR, Boe ye; 1723 ,即使 
如 此 ， 我 们 也 未 利用 m° 的 拓扑 结构 ， 在 那 一 章 里 ， 我 们 引进 了 
Meyer-Watanabe J 435 B, (dE REI” ЖЕЙ р 的 混沌 分 解 中 ， 
序列 (fa) 仍 是 {HO 中 的 元 素 ， 这 对 某 些 应 用 (如 对 量子 物理 
是 一 个 限制 ， 在 本 节 我 们 将 要 介绍 的 白 品 声 分 析 的 一 般 框架 在 一 
定 程度 上 拓 广 了 Meyer- Watanabe 广义 汉 汕 的 范围 , 这 一 拓 广 强烈 
依赖 于 基本 概率 空间 (9, 下, u) 中 的 线性 拓扑 结构 . 具体 来 说 ， 
我 们 要 求 О 是 某 个 可 列 Hilbert 核 空间 的 对 价 空 间 . 
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1.1 Wick Ж ЯН & Wiener-It6-Segal 同 构 


É E — H < Е* 为 一 Gelfand 三 元 组 ， 即 H 为 一 实 可 分 
Hilbert 空间 ， E 为 一 可 独 Hiblert Bh, "xk 2 88 dr Ji А. E] 
НФ, BE RAE HEH H н mri EISD.H sk НӘ" 中 的 
内 积 及 荡 数 统一 用 OG) 及 | -| 表示 ， 今后， 我们 恒 将 НӘ" 看 成 
为 H9?" HES, FO 中 的 原 内 积 一 律 换算 成 H" 的 内 积 ， 即 
(^, ) uis = n!(-). НА — 3$ PR) Minlos YEH, 存在 (E",B(E*)) 
二 唯一 的 Ganuss 测度 u 使 得 


Í. em (dx) 二 exp( 一 二 了 3} ‚ДЄ E. (1.1) 


BARS ia.) Жл Et x E(ms E x E*) 上 的 典 则 双 线 性 型 . 
W f < E. > Wy(z) = (z,fy, z € E*, HJ Wy X ОЕ", p) 上 的 
Gauss УЗР, Ан (1.1) 5 


E[W, =0, [И] = fl. 


于 是 Е 8] L2(E* н) PRAHA f — Wy 可 以 延 折 成 为 AAD 
L2(E* u) 中 的 线性 等 距 映 射 , 这 样 一 来 ,与 枉 一 Gelfand 三 元 组 
E= Ho E" BLE ER Gauss 概率 空间 (E", B(E*), и; H). 
我 们 称 这 类 Gauss 概率 空间 为 典 则 Gauss 概率 空间 . 经 典 的 白 
AR FS ар (S*UR®), B(S*(R*)), u) 连同 LURS, day 构成 一 个 典 则 
Gauss 概率 空间 . 

在 第 二 章 中 ， 我 们 曾 对 H = L^(T,8,32) 这 一 特殊 情形， 借助 
TEE Wiener-Ité 积分 建立 了 LUR, F D 55 Н ERR Fock 空 
间 的 同 构 . РАТУ Ж И Gauss 概率 空间 情形 建立 这 一 则 构 
X. 为 此 先 引进 E" 中 元 素 的 Wick 张 量 积 概念 ， 和 借助 于 这 一 概 
念 ， 我 们 可 以 定义 多 重 Wiener-Itó 积分 的 类 似 物 . 

EX 1.1 474 E*&E* 中 如 下 定义 的 元 素 ; 


(r fe g = (f), fgcE. (1.2) 
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Xj rc Ht, Sie := 三 1 :z@1) :三 7 并 妇 纳 定义 


pen :nn n> 2. 


ЮП 
[n./2] k 
n (— 1) т! т — A e 
а" eae Sr n21. (13) 
k=0 Я 


显然 有 : кенсе En RIR 129744 z 的 n- Ж Wick HEER. 
Hermite 名 项 式 的 表达 式 (А11) E (А3) E uE BB 


де" = fe dyy9*udy) , (1.4) 


SA WMA Bochner 意义 下 的 积分 .此 外 有 


r?” 一 上 : (Gr 4- y)" : n(dy) ， (1.5) 
[n/2] n! _ 
on 一 ' . weln—2k) , Bk 
dii)? Е (п — 2Ё)!2Ё ^" l i Gros (1.6) 
k=0 
引 理 1.2 我 们 有 


(fen i r” 3 = IPFI CS, 2)) fed, (1.7) 
ГА (fas: $97 Hgm i 22" pilda) = ят {Ја Gm) , (1.8) 


其 中 f. € E, gmn € EO", Н, 3 n- Br Hermite #2156, 

证 明 H (1.3) Ж (А.З) ЗЛ (1.7). Ф Be 表示 由 (9, f e E) 
生成 的 线性 空间 ， 由 极 化 公式 的 一 个 推论 (第 一 章 (212) NI E 
在 E?" фа. 由 (1.7) 及 (A.2) 得 


exp{ (J, т) ~ 172) = EZ, An: х®" 小 
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于 是 有 


~ и" Qn. m, = u” Qro, Qo. 
ЈУ 50 ст") у GS: a?" alda) 


m=i 


= f exp (оу + vg, 2)] mda) expt- БАРЫЛ? sla) 
= exp{uv(f,g)} 
=> "Р (у, ву". 


п! 
т = 0 





由 此 推 知 ， 对 fa = fen 及 gm = 08° 这 一 特殊 情形 ， (1.8) 成 
XL. PEY fa € Bon 及 gm € Esm (1.8) BRY ІХ. ФЕ 
为 H9" 的 笛子 空间 E” 到 LE p) PRR SR, fuo 
(nl) 124. 28" 1) 可 以 唯一 地 扩张 成 为 НӘ" 到 LE н) 中 的 
线性 等 距 有 映射， 特别 (1.8) 对 £. < E9^ S gm € EST Ra. 1 

注 今后 我 们 用 La) 表示 映射 fn к (fn, 28") HE НӘ" E 
的 连续 延 拓 ， 它 是 多 重 Wiener-It6 积分 的 类 似 物 ， 由 引 理 1.2 的 
证 明知 ， 


I. (f9")= |АНА), fe H , (1.9) 
/ Га Тыбб) = Ón í ДА. дул.) ' fa c HS Gm Є нё" . 
Et | (1.10) 


作为 几乎 处 处 定 闵 的 随机 变量 , 我 们 有 了 时 也 用 ‘fn, 99 1) 形式 地 
表示 1.05) (с). 但 这 时 {-,-) 不 再 是 ES" x E*@n 上 的 典 则 双 线 性 
型 的 记号 了 ， | 
FEME] D'E'.u)E H БХК Fock #0 ГОН) 之 
间 的 同 构 (Wiener-Itó-Segal [s] #4 ). 
定理 13 ре ГУЕ", п), 则 存在 唯一 的 {fahnen € ГОН) 
使 得 
e- Y LS. (1.11) 


n=0 
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这 里 级 数 是 在 LRM Fira. 此 外 有 
ell? = у tifl? (1.12) 
ril 


反之 , Use, € PUT), MJ (1.11) 定义 了 LE, н) 中 一 元 素 . 

邻 后， 我 们 常用 ~ {fa 表示 由 (1.11) Re Le) 与 
D(H) 的 一 一 对 应 关系 . 

证 明 令 

DE" u) = Hn (1.13) 
n-—(ü 

为 І?(Е*, p) 的 Wiener-Itó 分 解 (АЕ — ЕИ 1.5). LS 9n = 
(Us(fa), fa E H9"). 由 (1.9) 及 (13001 ЖШ, RATA 


k k 


(Qu. =? = Gr, Vvk> o, 

n=O n=O 
其 中 POOR {WF,0 < n < k, f є H) ER ГЕ“, ш) OFS 
|j. 办 此 实际 有 M. = Gn Yn > 0. 由 此 立刻 推 得 定理 的 绪论， 4 

注 S [еер A H 的 一 个 莫 对 a € A (A 2⁄2 2 BOR 

不 为 零 的 非 负 整数 序列 全 体 ), © e, 如 第 一 章 (2.13) BM. HF 
£41? = atfjall, & {7n Eaha E An} 构成 Hna 的 基 ， 其 中 
An = (e € A: |e| = nt. S38 — 3€ (1.46) И. Ve € A, 


IES (Wej) = hajla) . (1.14) 
1.2 #581508 5Г Miz S [8] 


I E — Ho E*"J— Gelfand 三 元 组 , 由 可 列 Hilbert 核 空间 
的 定义 知 ， 存在 Е 上 一 列 单 调 非 降 相 容 的 Hilbert {| apaw, 
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使 得 EW (H,leew ВЕН, H, 为 E 关于 范 数 |l, 的 完 
备 化 ， 且 对 一 切 p є IN, HE р! > p 使 得 从 Hy 到 H, RAR 
Bt Ip» X Hilbert-Schmidt 算 子 ， 此 外 ,我 们 可 要 求 | |> |. (|.| 
为 Н 中 的 范 数 ). 今后 ， 我 们 称 满 足 上 述 条 和 件 的 Hilbert 范 数 序列 
(1-1) Ж E ЕЁ) 标准 范 数列 , 并 约定 Ho = H,|- |o = |. 

我 们 用 (E) R LAE п). PRR BB F E 上 的 标准 
范 数列 通过 “二 次 量子 化 ”方法 构造 (L2) 的 一 族 笛子 空间 GE, 
B > 0, 使 得 每 个 (E)? 为 可 列 Hilbert BZW, H (DE ERRA 
到 (L7) 中 .我 们 将 称 (EV 为 检验 泛 画 空间 ， 称 它 的 对 偶 为 广义 
iz РЁ ZR. 

W (1-1) 为 召 上 的 一 标准 范 数列 ， Н, 为 EX FIM ||, 
AEEA. 对 p,q eI, 8 > 0, + 


юр „з = = уз, p~ {fah fn e HS”, (1.15) 


n=O 


(Нав) = {е € (12) : Hellas < eo). (1.16) 


X4 (EY? 为 (На), p q € IN) 的 投影 极限 ， 即 


(EY = Í) (Н,е). (1.17) 


pal 


并 赋予 (E)? 投影 极限 拓扑 ， 

定理 1.4 (Е)? 为 可 列 Hilbert FE, HER, THE XA 
到 (L^) rh. 此外， 空间 (E)! 及 其 拓扑 不 依赖 于 已 上 的 标准 范 数 
ура 

证 明 BE pg € N. Ф р> р BH Hy 到 H, ERAMI 
Гр 为 Hilbert-Schmidt FF, H а > q 使 得 


22707701, < oc. (1.18) 


所 一口 
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HI Ras (Hy ыз) 到 (Hop,g,a) A АВА EY. ТЕНЕ I Ay Hilbert- 
Schmidt 算 子 . X Jt, BE Teiken £ [ei sien ^r 9] AY if, № Hy 的 
A. tae A, < 


Pa = (la) 22 Ie? (at) V? T (Ea), (1.19) 


A EX ve. Ш (oso € A) 为 Toss) 的 基 ， (e.a € A} A 
(Hy ya) 的 基 . 于 是 我 们 有 | 


Ilis = Y ` [гра 
сЕ А 


= 5 (Par Po)p,g8 


eu, rr C A 


— Y ` y ` 2n(a-a (gr fo)? 


r=Ü ad A, 


< De Г läs 
= Y 2909—9112 85 < oo. 
n=0 
因此 (E)? 为 可 列 Hilbert 核 空间 ， 令 
PE) = [3 1,09. fa e pon, me n). 


显然 P(E") c (F), P(E) dk (L) rh, dA US)? ESR A 
到 (L?) rh. | 

最 后 ， 我 们 证 明 空间 (EY 及 其 上 拓扑 不 依赖 E EKREN 
数列 的 选取 .为 此 ， 设 自发} 为 马上 的 另 一 标准 范 数列 , + (H7) 
A ERTER] p 的 完备 化 ， (Е)? = Nri Hki) FER 
(Е)? 投影 极限 拓扑 .为 证 (E)? = (EY? 及 两 者 有 相同 拓扑 ， 只 
ro ERY: 对 任意 给 定 的 1 Є IN, 存在 p,q c IN, 使 得 Vp © P(E*) 
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4 delzns S leles Wik, 首先 取 рє IN 及 常数 c > OR 
得 YF ec ER |А < ¿| f| (NH IL XT E thE, XH 
р Ж c 存在 ), 然后 选取 9 使 29777? > с, WD e € P(E"), 
qp 一 У 0 Ifa), 


2 2 
Па = У (PHE |» 


n—ü 
D 

< Dont fame’ US 
=й 


< Вее," 


AE PB uk tE. E 

注 1 从 定理 1.4 的 证 明 容 易 看 出 ， 我 们 可 以 用 更 一 般 的 双 指 
标 序 列 {Con} 构造 五 的 二 次 量子 化 空间 . EXE, i {Cn 9 之 
le>l} 4—IESXEEH AJ, WEP RE: (i) 对 固定 п, 序列 
关于 q 单调 非 降 ， Gi) WHA q € INQK > 0, 存在 > q HH 
Y. C, CT LK? < оо. 我 们 用 Con PUER (1.16) 中 的 (n1)?279 构造 
空间 Gro 并 令 98 A (0,,) 的 投影 极限 ， 则 8 RA (L) PR 
可 列 Hilbert 核 空 间 ， 进一步 ， 我 们 在 满足 上 述 条 件 G) 及 Gi) 的 
双 指 标 序 列 中 定义 如 下 的 等 欠 美 系 ， {Cant (CL P SERS 
VK >0,9€ IN, k ë N, HE p€ IN, Le IN, 使 得 


—] n _1 
Ca. C in < K Ш Cy C pn < К". 


Hl) FA T ЖЕ РЕЛЕ E Ка, ААН [6] ty. 特别 ， 
(116) 中 的 2ng 可 用 e 代替 ， 只 要 c> 1. 

注 2 8 Edd X O< c< 1, HH |- lp < el: loa Ve € No, 
则 有 


| lp < c falptis vn => 1, fa Є ЕЎ". 
КИЧ, (EY 为 {poe pc IN) 的 投影 极限 . 
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i£ 3 ME À e, EA Hi AGA} MAR Apa, Wü 
仍 可 由 (1.16) 定义 Hilbert 空间 (H3 4,5). 这 时 (Е}” {На À € 
A,q € IN} 的 投影 极限 ， 

对 8 > 0, 我 们 用 (EYE 表示 (EY? RB. xf a= 0, 我 们 也 
用 (F) Bas (EP, 并 用 (Е)* 表示 (E) 9. 我 们 称 (EY! 为 检验 证 
AS), Ж (8B)-8 为 P S SB IS]. 由 于 对 E — SUR) (R° 上 的 
Schwartz HEM С° ВА $k =E Bl) 这 一 特殊 情形 ，( 云 ] K (E)* 分 别 是 
£t ЖЕН БЁН тр йу Hida RE BR ETT X iE ра 2 181, 我 们 通常 也 
把 一 般 情形 下 的 (E) 及 (E) 称 为 Hida BRE 5 B| 及 Hida 
J” XE OS [8]. 

Tm EIER (E)? 的 自体 构造 . 设 Hp Н, 的 对 偶 (H 
与 世 的 对 偶 视 为 同一 ). 对 p,gE IN,82 0 ES (H_, a) Ш К: 


FIZ p, ав = S (E]n p F ~ {gn}, gn € НӘ", 
n= 
(1.20) 
(Нав) = {F : IF|- a a <o). (121) 


则 (H V Lag) 为 (Hy) FS B. (Hy a8) X (H y, - 2-8) 上 的 典 
WX # EMS (0,-)) 为 


(Ф, F)) = Уп, да), (1.22) 


n =ü 


其 中 9 € (Hpg), F © (H-p a ah € {ha} F = {on}, C.) A 
нё" x H9» 上 的 典 则 双 线 性 型 . 
下 一 定理 是 核 空 间 对 侦 一 般 理 论 的 直接 推论 . 
定理 1.5 令 (E) P X Hilbert 空间 序列 {H_, o, ра EN} 
的 归纳 极限 : 
(E) ? = LJ (Н.а), 


p.q2>1 
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WY (EE 为 (Ey) 的 对 侦 ， (E) ^ x (E)? 上 的 典 则 双 线 性 型 由 
(122) 给 而， 其 中 p(B, Fe (E) ?, p~ {frh F ~ {д}, 67 
ж E x E* ERM MRED. 

+ ABR, vee Z, чт € IR, 我 们 定义 如 下 的 Hilbert 55 [8], 


(Apgar) = (F ~ {gn} : gn € Hg", Yn € No, 


ox] 
112 = У (el 172" |5,12 < co). 


性 二 他 
BR, (Н.а) (EB)! PPS, НЛА (Hoar) 到 (EB}- 趾 中 
RHR ABN BEBE. Ж, (Hoa) 与 (Н.-ф) НАХИ. 

& Eo Ho E Җ— Gellfand 三 元 组 .我 们 也 可 按 第 二 
章 在 (E*, B(E*), u) 上 构造 Meyer-Watanabe WG pr ME р == |А] 
ID” K ID ”下 一 定理 表明 Hida БУЗ A 9 )8] (E) EL Meyer- 
Watanabe #46 42/5) D™ 4b. 

定理 1.6 (E) C 0°, (Е) 在 D” НЯ, ARABI. 

证 明 OP 表示 OE" 上 备 项 式 光滑 泛 函 eH, ВР PIR o 
有 如 下 形式 : 

p(x) = J(Wk,(z),: Wee), 6,7,6 Є E, n € IN, 
其 中 了 为 局 "” 上 的 多 项 式 . BRAPC ID n (E), B p # D° R 
(E) PH. 令 COS OU RT. 为 证 定理 ， 只 需 证 明 ， Vk > 1,r > 2, 
存在 ç > 0, 使 得 


HU — ©) ile < llellogo: Ye EP. (1.24) 


FAHER (1.22). Bee Pup {hf}, Ф t= Lleg(r — 1), WHER 
1, = еС 的 超 压 缩 性 (第 二 章 82 定理 3.5) 有 


(I — £Y*eliz- < je EO — c)Ee|| re 
= Ne +t nnl 


(1.23) 


< |У err fea 
= ео до, 
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其 中 了 满足 We = ett, 定理 证 毕 ， ' 
系 LT  °с(Еү = 在 (EY* pH, ARAB ES. 


1.3 £2 88 ay Fa BS PS Sy HT HER 


在 许多 实际 问题 中 , 我 们 的 Gelfand = л E — H — E* Ж 
E 上 的 标准 范 数 列 是 由 豆 PHS BRAT A 按 如 下 方式 生 
LG): 设 豆 为 一 实 可 分 Hilbert 空间 ， 其 范 数 为 |o, A A H PA 
ТЕ ВЗ Я Г, 满足 如 下 条 件 ， LWA“ <1: 2) 存在 po > 0 使 得 
A-rellhas < oo. ў р> 1, > H, = D(A”), 并 在 H, ҺЕ X E 3: 
irl» = |A?z|o. 设 p > p > 0, H + ||A || < 1, 我们 有 Ap — Hp, 
B [sl le 令 dou 表示 Hy 到 H, RARE, 则 显然 有 


рро Пее = || A #||й< < оо. 


TE, ET £ 为 {Н,, | l| f HR, WE 为 可 列 Hilbert 核 
Sia], H {| lpp 20} A E EHEER] $ Et E К 
惕 空间 OR H AHE H* 与 H аф), ШЕ H — E* X 
一 Gelfand 三 元 组 . 今后 称 这 一 三 元 组 是 pH (H, A) 生成 的 , ЖОГ. 
WH {le lap > 0} 为 由 A 沈 定 的 标准 区 数列 ， 一 个 典型 的 虱子 
Zz: SUR) — UR) o SA) ZE L CUD 及 其 上 的 谐振 子 
A= 9 +0 +1 ERK (AEE 3.2 节 的 例子 ). 

下 面 我 们 将 借助 于 算 子 4 给 出 Hida RRA 3512 BR SA (Е) 
AR (EY 的 一 个 更 其 直接 的 构造 . 首先 我 们 回忆 在 第 一 章 $2 中 给 出 
ЯТА ХЖ (A) 的 定义 . 那里 算 子 I(A) BME Н 
的 对 称 Fock 空间 中 的 ， 但 由 于 Fock 空间 T(B) 与 空间 (22) 局 构 
C 1.3), 所 以 我 们 可 以 把 T(4) 看 成 是 (L2) н ЕНЕ 
+. W genT), ро (fA), MT Aly ~ {А8 р}. 更 一 般 地 ， 
Ë p > 0,0 є D(T(A)P), o ~ {fn}, BTG (A) Pp ~ (CAP)8? f, ). 
由 于 

lfnlp = CAT)?" f, |o , fa E D((A?)®"), p > 0, 
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hk (1.16) 中 定义 的 H, o EE Г(А)Р бд XE D(TCA)P). 今后 ， 
我 们 用 (Е), за D(DT(A)P), 其 上 的 范 数 ||- lo ERA 


elle = IPA v to . 
我 们 用 (E) V BAR (E), НВ, 1-0 A (E)-p 上 的 对 侦 范 数 . 
9—5, BF IAI <1, 我 们 有 


Els < ПАТЧА. nE No, fn € Е®",р > 0. (1.25) 


这 表明 定理 1.4 下 面 的 注 2 PAR Re. Alle, (E) A {Ep p € 
INS) 的 投影 极限 ， (E)* {(E)-p p € Not 的 归纳 极限 . 
ik 可 以 证 明 D(A) 79 是 (L2) 中 的 Hilbert-Schmidt 算 子 . 


82. ic ра 2 [8] AY ЖП 


本 节 将 沿用 上 一 闻 的 记号 . Gi, HH RRR 上 的 线性 
拓扑 空间 K, 我 们 用 Ke RARE BH. HS Ka K +K. GK 
Aj Hilbert 空间 ， 则 对 Л.Р, € K. fi igi 5 f tig fE Ke 
中 的 内 积 (0.0 为 


(Л igi, fatiga) = (А, fo) + (9 go) + ilda, gi) ~ (Fis ә). (2.1) 


RIDH 1-1 表示 E, 的 复 化 空间 Hpo 及 HET 上 的 范 数 
今后 我 们 将 经 带 用 到 Kex Кє КШ PE MAA A. 


(А + tga, fo tiga) = (fi, fs) — (91,92) — ilf, 91) (А. Ф). (2.2) 
ES Ke 上 的 内 积 之 间 有 如 下 关系 ; 
(F,G)—-(F,G), F,G € Ke. (2.3) 
设 fa € (HŠn)e (е (Ha)®"), f, = gn + ihn, ga ha € НӘ". А 
ҺОМ) = Inlgn} + df, (h.) ， 
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则 (Le T(He) FILE. RIMA ~ (f.) 简 记 由 (1.11) 确定 的 
向 构 关 系 . 

本 节 将 给 出 空间 (E)Z (0x B < 1) 及 (EVO < 8 < oo) 的 刻 
画 ， 关 于 空间 (Еу; < 8 < со) 的 刻画 则 要 推迟 到 $4 给 出 . 

2.1 5- 变换 与 空间 (E)g (0 < 8 < 1) 的 刻画 

下 一 引 理 推广 了 (1.9). 

引 理 2.1 我 们 有 

L (fn) = (fi D ^H f) Ws), fe He — (24) 


证 明 为 证 (2.4), RMR f € Eg. 2 f= ə+ih,g,h € E. WJ 


wk > 1 
(792%, 7595, = (£92, 7) = ((g + ih)92, 7)* 
= (g9* 一 pero 2igh,r)* 
k 
= ((9,9) — (hb) +2i(h, 9)) 
= (f, f)*. 
由 此 利用 (1.3) Ж (А.З) 立 得 (2.4)， — 
令 fe Ho £j; 为 与 了 联系 的 指数 泛 函 
— 1 
Ej = 》 LIU?) | (2.5) 
nz ` 


由 (2.4) 及 (A.2) HE 
£j = exp{Ws — $47,7)} . (2.6) 
引 理 2.2 jk f c Ee, Wl VG € [0,1), Er € (E), 
ШЕВ Xf p,q > 1, 我们 有 


Cx 


£512. 4 = У (00) 12790 fl^ < оо. 


n=O 


TERES, Er & (Е)5, 1 
EM 23 HO<9<1, Фє (Е). 4 


S$(f) = (Ф,5)), fe Ee. 


我 们 称 Së EE ЕА Ф 的 S- 变换 , 称 S$ ABA Ф 
广 了 的 S- mH. 
E Фе (L2)e, ШН Cameron-Martin 定理 知 


SSA) = EE} = | (e+ fulde), feE. — Qn 
设 @ — {fa}, ЙИН (1.21) 得 
SDP =X (f. f2"), feEc. (2.8) 
n-i 


由 第 一 章 命 题 2.14 易 知 ， 指 数 泛 函 族 (g. f e EY 生成 的 复 
IR 如 上 的 线性 空间 在 (E) E Le (E) P 中 的 元 素 被 它 的 S- 变 
换 唯一 决定 . 一 个 自然 的 问题 是 , 对 0 < 8 «1, 如何 用 变换 刻 
ii" (E)? 为 了 回 管 这 一 问题 ， 我 们 首先 介绍 一 些 有 关 局 部 
凸 空间 中 的 复 分 析 的 已 知 结 果 (参看 Dineen/}}). 

我 们 用 (Ep 表示 ER 到 复数 域 ME n- TEX Ak. 
对 任 一 LEL (ER, > 


Е) = Lf f), f€Ec, (2.9) 


称 工 为 上 对 应 的 nm- 章 次 多 项 式 . 令 p. (Er) 表示 Ба E BJ n- ЖК 
SAAS. 则 由 极 化 公式 (第 一 章 (2.11)) A, Le L3 (ЕЗ) 
到 P, (Es) 上 的 线性 单 射 . 

定义 3.4 BUA Bw 的 一 非 空 开 子 集 ，U 上 的 一 复 值 函数 称 
A G- E46, WE Ym e UWE c Ec, ШЕ} Art Fin tal) Ж 08 € 
的 某 个 开 邻 域内 为 全 纯 函 数 ， 在 U 上 连续 的 G- 2 Pk ШЖ ЖОЕ 
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U 上 全 纯 的 . 在 £o € Ew 的 某 个 开 邻 域 全 纯 的 函数 称 为 在 £o 处 
ih 在 全 空间 Es 上 G- 全 纯 (全 纯 ) 的 函数 称 为 G- BRB 
数 ( 整 解析 函数 ), 简称 为 G- 整 函数 BBR. 

复 分 析 的 一 个 定理 告诉 我 们 U 上 局 部 有 界 的 G Soi ри 
连续 ， 从 而 在 beat. 

我 们 用 HeU) BHU) 分 别 表示 U 上 G- 全 纯 及 全 纯 函 数 全 
体 ， 设 下 Ee He(U) 对 每 个 ?了 € U, 存在 唯一 的 对 称 "%- 线性 型 序列 
(Fi), n e N), ЕЁ? € LER), 使 得 


FQ +) =F) + Y; Fi (9. (2.10) 
n=l 
这 里 二 属于 Eg 中 原点 的 某 个 开 邻 域 . 如 果 F e H¿(Ec), 则 (2.10) 
对 一 切 E € Eg Kr. 

下 一 引 理 是 多 复 变 了 鲨 数论 中 的 一 个 熟知 结果 . 

引 理 2.5 yl n € IN,n > 2, 了 为 п" L-ARK. RE 
MHP 1 < k < n Ж (tir Ekel Ektl t En) € RTL, 映射 
Ek Э (gi, ушар, арас) Æ C LAR RHE, MI 
在 ФУ LEREM. 

定义 26 ik F 2 E L-S(RH, 0-81 WE F # 
JE: 

(C.1) 对 一 雪 f,g € E, BRAT At F(g + Af) dE € E ERI 
ЯЕ; 

(C.2) FERA CK > 0 ÉZ рє N, 使 得 


F(a < Cex Kje 0A y3 0-0) урек em, (211) 


ШЖК F 为 Us- 3E EB. 
5158 2.T W 0 < 0 < 1. BP Us- ERP Ec 上 有 唯一 整 
解析 延 拓 . 此 外 , BME (211), 则 对 一 切 0< o < 1,£ € Es 有 


IF (€)| < C' exp(K*|g|2/0—8) . (2.12) 
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Rc = С(1- р), Kt = Ge) ERK i. 

证 明 首先 证 明 Fit Be 上 有 唯一 的 G- 整 解析 延 拓 . 为 此 ,我 们 
ЕР REM 2.6 条 件 (C.1) 中 得 到 的 Be 上 的 函数 F(go 十 X91)， 
其 中 gn € E, ACE  go,gs € E, ЙЫП FRE: 


(21,22,23) ++ F(go + 2194 + Z292 +2393) , (£1, 22,23) € R? . 


由 条 件 {C.1) 及 引 理 2.5 知 ,该 函数 在 Law. 特别 ， 
这 表明 延 拓 所 得 的 FF 为 G- RMR. BR, C- 整 解析 延 拓 是 唯 

下 面 我 们 证 明 (2.12), 这 将 蕴含 PHRASE, Ag FOU 
Wig. 由 (2.10) 得 


FO) = FO) + TAM. (2.13) 


n=] 


我 们 有 如 下 的 Cauchy 公式 (БИШИ, Nachbin[1]): 
l ge. l F (z€) 
Fo (6) = " „тен — dz . (2.14) 
$ f EE, |fip=1, R= (IgE) 5, WM pg (2.14) 及 (211) 得 
É ZRO) < OR-"eK(Al fly)? 


ек Sp 
(a 一 2) l 





(2.15) 
故 由 РО” 的 齐 性 知 ， VICE 


ЕЕЕ ИЗ 
nr - 8) 


«(ut (2.16) 
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由 此 进一步 利用 极 化 公式 (第 一 章 Q1) VA fa € E, 


ERP h М) < c (E 


2eK ) : 
n! Xn(1— 8) 


I! 51 . (2.17) 
j=l 


由 于 F) 为 En 上 的 对 称 n 线性 型 ， 故 由 (2.17) 推 得 (利用 不 等 
A (z ty)? < 2r? + YE bn € Em 


n - (1—3) тъ 
SFP En En < c> ( = ) 2+ е, 








«ecco [ае ay) Де. 039 
Ц 


这 里 我 们 用 到 了 n/n! < en. 最 后 ， 利 用 Ha5lder PEA (P s = 
2/(1 — 8), t = 2/(1-- 8), YE MAMA), H (2.13) 及 (2.18) xz 
18 (2.12). i 

引 理 2.8 HO< 8 < 1, F 为 一 Ug- BR, WH (2.11). > 
p> p 使 得 从 Hy 到 H, HRABRI T, A Hilbert-Schmidt $ 
T. He a € FR 使 得 > (PE) 4 Lo lis 则 存在 唯一 的 
$ C (五 4. ae E F H OH S- SR. 此 外 我 们 有 


2K 
1-0 





1-8 
|p, xcDh-27*8(—) |, Аа]. (Q9) 


证 明 我 们 采用 上 一 引 理 证 明 中 的 记号 , ЕҢ (2.18) Xp, Vn 1, 
FS? 关于 它 的 每 个 变量 &; 在 Be 上 和 连续， 故 由 核定 理 (第 一 章 定 
理 3.17), 存在 on € (Eper 使 得 


дол i of. I 
(Gn, $189: " 人 一 = Р) ¿e "t En); £1, ttt ‚© c Es . (2.20) 
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Фр > p 使 得 Hy 到 H, RAB DL, Xj Hilbert-Schmidt Ж. 
T, FS (ex ke IN) 为 Hy W—-PR, H e, € E, Vk € IN. AF 
(e, B Gee, : k € IN,1 Si < n) Ж Н", 的 基 ， 我 们 有 (利用 
(2.20),(2.17) Æ n” /n! < e") 


2 





Ign|* „ = > on Ck, ей. - es] CR. ) 
ki, 


2x (nl) | ) (ед, ғ .€ en) 


< ae T (8) 


2K 
1—8 


| 





= (nese (=) Tuus. ea 





4 go = F(0), Ф ~ (gn), Ei (221) 得 (2.19), dit @ € (Hp s ae. 
Р. Фе (Е), AM f € E, di (2.20) 及 (2.13) 得 


一 У gs; f9" 


n=O 


= F(0) +304. В) = F(J) - 


wai” 


TER F у Ф 0 5- aus. ' 

下 一 定理 通过 S- 变换 刻画 了 (E)#”,0 < 8 < 1. 

定理 2.9 设 0<8<1. MHF: E —, OH (Буг 中 一 元 
RN S- Bee, GS H C94 P 为 一 Ug- {5 рд. 

证 明 充分 性 由 引 理 2.8 得 知 ， 往 证 必要 性 , 设 更 E (F)ç, WH 
FE р,9 Є IN, ER Ф € (Н. ple. $ F(f) = S8(f), f € E, 
Mü d SHE” TAS S- 变换 ( 仍 记 为 PREP Es 上 的 整 解析 延 
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Hy. W Ф ~ {дл}, Met (2.8) 得 
| F(zf) | < > | (оь. (097) | 


сыл 
< Уу "|а| 


2-0 
о Ся | 
«(3e tme „) (Sop e) 
m ti I 
3 / 
x els -e (o ome nm) | (2.22) 
=й `“ 


£ 0 < p < 1. H Hölder 不 等 式 (L 1⁄8 5 1/(1 — 8) 作为 一 对 共 
іН) 得 


rx 

1 ` 1-8 ‚ 

— qt dn 2n 
D(a) sam 


m=O 
oo "- | И 7 | p 
< (Soe) (utram ey 
n-lü ao 
= (1 — р) Pexp((1— 8)2153 p 1*8 тат 27} | 


XX НҢ F EEX 2.6 НА (С.2), 从 而 下 为 一 Us- 12. ра. В 
E 今后 我 们 用 SUP ETS Us- HBP MMI AZA. 
下 面 两 个 定理 是 定理 29 HERE. 
定理 2.10 20 < 8 < L {Fre IN] 为 一 列 Us- iZ BS, WR 
满足 下 列 条 件 ; 
(1) Vf € E, {Fahne IN) A Ç Cauchy 列 ; 
(2) FE рем 及 C, K > 0 使 得 


| Falf) |< CexpK(|z||f|,) ^? , Vf € E, Vz e d, vn > 1, (2.23) 
则 {S73 Fan є IN) ТЕ (F); 中 强 收敛. 


‘219° 


证 明 由 引 理 2.8 Ap, ATE pg EO, рє (0,1), 使 得 
|S"'Fall-p,-g.-6 S CQ — py? (2.24) 


RO RRA: Vf E E, 序列 ((S RE) n € INT A Cp 
Cauchy 2]. 但 是 , 由 (£5, f € E) 张 成 的 线性 子 空间 在 (H; +a) m 
a, Wk rH (2.24) HERI (5 Fun е IN] YE (Hy «gle PUR. 8 

1 由 不 等 式 (2.22) 容易 看 出 该 定理 的 道 命 题 也 成 立 . 

注 2 由 于 GE AUR, Hoe Ib St ( 见 第 一 章 定 
HB 3.12), EZ XE BEGEX XS rH BY 38 XC RT ESCAS pu aR. 

定理 2.11 dO < 8 < 1(0,7,v) 为 一 测 麻 空间， wero Ф, 
X QX (E)? 中 的 映射， FL = SO, X o, 的 S- 变换 如果 p. 
满足 下 列 条 和 件 : 

(1) Vf € E, w — FLU) A (0, Z) 上 的 可 测 上 映射， 

[2) ТЕ K > 0, p € IN RQ ЕЗЕТ v- BAAR Cw), 使 得 
对 v-ae w, 有 


| F(z) |< C(w)exp К(|:|| ДЬ) ®, Vf € E, Ve e d, (2.25) 


则 存在 р',9 Є IN, 使 得 о 9, TE (H v... 5)e 中 Bochner 可 
m, HA 


scf Фарш) f) = f S (dr(w), Vf CE. (2.26) 
i} £2 


WEAR 由 引 理 2.8 1. 存在 p',q € IN. p c (0,1), 使 得 
ial p. caca € С(ш)(1 – p) ^? , vae. ug. (2.27) 


但 是 条 件 (1) Ж. Yf eE, w (Pa Er) 为 可 测 函 数 ， 从 而 
Ve € (Hy qa) ш Ku фу) AT, 故 由 (2.27) 及 条 件 (2) 
知 ， 作 为 (H po. gp EZA, u 一 9, у Bochner H 38, Н 
有 (2.26)( 因 为 SG(f) = ((G,£p))). 
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2.2 局 部 s- 变换 与 空间 (LHe 的 刻画 


现在 转向 (EZ! 的 刻画 . Wf Є Ec, 则 当 且 仅 当 29|fls < 1 时 
£f = (Hpg) 事实 上 


6,12. = > c (n)?2^*|(ut) 1 FF" | 


n=O 


= > arr. 
性 一 心 
B, S BO f=On Ae E Є (ЕЁ). 这 样 一 来 ， 我们 就 不 能 
象 前 面 那样 对 GE) 的 任何 元 素 定 义 5- 变换 了 ， 但 是 ， 由 于 


(E)g = |) r-a), 
PN 


我 们 可 以 定义 (Е) 元 素 的 “局 部 S 变换 ”. ТОЕП ИН 
如 下 记 和 号: 


Ung = 1£ € Ec: 215 < 1}, pe Z,q € і. 


JEM 2.12 i Š e (E)c, r pq € IN, ftd & C€ (H ,., xr. 
假定 Ф ~ {gn; n € No). 4 


SHE) = (CP, Ep) = 5 (gn, £9) , £ € Upg - 
. n-—ü0 

显然 5 更 为 Up 中 的 全 纯 函 数 ， 我 们 称 它 为 更 的 局 部 S- id 

今后 我 们 用 Holo(Eg) 表示 在 0 € Eg ар (ПЕ х 
2.4). 于 是 VO c (Ep, 有 SB c Holo(Ec). i& Fi, Fa € Holg( Fp). 
ШЕТТЕ 0& Eg 的 某 个 开 邻 域 PGR 5 AR ÆU E-- ek, M 
FR FQ Б F; 等 价 ， 我 们 将 用 Pic F, огох RER. 

下 一 定理 通过 局 部 S$- 变换 刻画 了 (EM. 
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定理 2.13 (1) i @* e (Б) ‚ИШ SP c Holo(Er). 

(2) # F € Но) (Ер), 则 存在 唯一 的 Ф € (Ep, 使 得 SO ~ 
F. ЖИН, {Н ТЕТЕ pg € IN, C > O, MRF E Upg E 
eo, H v£ € Upo IEO € C. Фр > 使 得 Ay 3j H, 的 
Ë A RTI Lp, 为 Hilbert-Schmidt HF, BS g € m f$ p= 
2-( +2912) e2lT | < 1, ШЫ F 相应 的 更 属于 (Ape Aye 
Аят АТР: 


\Ф-ь,—-е-: SCU- р) 12. (2.28) 
证 明 容易 验证 (1), 往 证 (2). 设 满足 定理 中 的 条 件 ， 则 对 
We |El = LB £ € Ег RE |z] < 294 0) z € Ç A 


P(26) = Y EDO. (2.29) 


n--Ü 
由 Cauchy 公式 (2.14) (Hx R = 2701) 得 
l ~ n — ть 
IF (| < Coat) | 


利用 РО? 的 齐 性 及 极 化 公式 (第 一 章 (2.11)) 可 得 


scooter TT |. (2.30) 


i=1 


l Ln 
Le 





这 里 用 到 (21) In" < e". BRE MI, Yn > 1, 存在 g. Є 
(Epor, 使 得 (2.20) 成 立 ， 此 外 ， 与 引 理 2.8 的 证 明 类 和 似 可 证 


Ig - < C2(e2 ty Шр | Hš y" 


= (299 "рп. (2.31) 


Es Ф ~ 195,7 Є IN o), 其 中 gno = (О). 显然 Ф є СН). 
且 有 (2.28). 此 外 ， 容易 看 出 50 与 F 在 Uy ума! Е — 9. i 
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与 定理 2.10 及 2.11 的 证 明 完 全 类 似 ,我 们 可 以 证 明定 理 2.13 
的 如 下 两 个 重要 推论 . 

定理 214 j F, € Holo(Ee),n € N. 如果 满足 下 列 两 个 条 
件 : 

ОЎ p EN, q € R K C > 0, 使 得 每 个 Р, Ж UL. 上 全 
si, H | F,(£) |< C, YE € Upa; 

(2) 4 —U] £ € Up е, [F,(£) n € IN) WE th. Cauchy Fy, 
ЩЩ (SF) Æ (Eg rh ox. 

定理 2.15 设 (0,7,0) A-MRSR, ш — Ф, AO 9] (Ег? 
ФЕ. BETE рє IN, дє R, ER Ф. 的 局 部 S- У Fu 
在 U, Фах В F3J3 F: 

(1) V£ € Upg ш К» F. (Š) A ау 3 pr 53 ; 

(2) 存在 非 负 v- MIRKA Clw), 使 得 对 vw-a.e.w， 

| FL(£) € Clw), V€ € Upa 


ЕТЕ pg € IN, EE wo bo 在 (Hoy -1) 中 Bochner 可 
B, H9 


s( n $. dv(w)) (e) = J. Sb,(t)dw(w), YEE Upg. (232) 


2.8 #05855 08 95 [8] НЧ PS Ph З ul 


前 面 我 们 用 S- 变换 和 局 部 S- 变换 分 别 刻画 了 空间 (5) (0 < 
B < 1) 和 空间 (Eel, 现在 研究 检验 泛 函 空间 (Е) (0 < B < oo) 
的 刻画 .首先 ， 由 于 (Е) Ж (Е) 的 子 空间 ,我们 可 以 通过 S- 变 
换 刻画 (EX. 

定理 2.16 E LÍ — BIER PO 为 (ЕУ 中 革 元 素 的 S- Ж 
换 ， 当 且 仅 当 它 满足 定义 2.6 PHA (CA) 及 下 述 条 件 (СЗ): 

(C.3) Vp € IN, Ye > 0, 存在 С. > 0, 使 得 


| P(zJ) |< С сехр(єјг 177), vf € Eze. (2.33) 
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证 明 必要 性 . Нос (EX2, F 5р. BR F ЙЕ (C.1). 对 
p £ No, 与 (2.34) 的 证 明 类 似 可 证 Vf e E, z € Ç 


FEP) |< (У (4) zm) . (34) 
nzü ' 





PAE €» 0. о 充分 大 , EA p= 2725) < 1. B (2.34) 得 


172 5 2 
| E(f) 1< П (Ear) expier}, (2.35) 


x B #J Т 5 (al) 8 +89" < ехр{(1 + Bate}. Ek (С.З) 
成 立 . 
充分 性 . 设 ' 天 满足 (CO) (C.3). 在 (2.14) 中 令 


nii + 5) LR 
R = ( 2€ J , 
与 引 理 2.7 ВУНЕ ДАТЕ. Y 方 …… fa cE 


n" Jee aire) т 
< Coen (aa vx) Ц | fi l-p 


т TE 


со (2) EEST 
(2.36) 


与 引 理 2.8 的 证 明 类 似 可 证 ， ЖЕЛЕ ç € (Е), o ~ {所 ,使 得 So = 
F, 且 对 一 切 pig € IN, 当 充分 小 时 有 


| 1 


n! 


FO h, fa) 








уй ран 079 |o (7) | 


|e| = > (n) *?2715,.2 


ni] 


一 2€ X148 n 
2 Š | 2 2 
< Che (2% (r3) TS Їй») < оо, 


下 一 心 
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这 表明 o c (EY. s 
下 面 我 们 将 给 出 检验 泛 函 空间 2), 的 另 一 刻画 . 这 一 刻画 比 
通过 S- 变换 的 刻画 更 加 直接 和 和 明了， 也 便于 应 用 . 为 此 我 们 首先 
引进 若 于 概念 和 记号 . 
定义 2.17 40ca£2.* NEXT Ep ELS m. 
fl Vp € No, vo A H Ve E W) SEIS XE (Wig Y. 1.9), Н Ve > 0, Tr 
在 Cy. > 0, 使 得 


(2) S Cp expfelz|*,}, Vr € Hpo (2.37) 


则 称 AED ЕКИ A o 的 最 小 型 整 函数 ， 
我 们 用 AT (Eg) 表示 Ep 上 增长 阶 至 多 为 a 的 最 小 型 整 函数 
BAR, ЗЕН AE) 表示 A (Ep) 在 E* 上 的 限制 ， 即 


ANE") ={ylp. : e € AS(ED). — (28) 


这 里 oly. 表示 o 在 Et 上 的 限制 . | 

(EYE 作为 (12) 的 子 空 间 ， 它 的 每 个 元 素 在 E* 上 是 几乎 处 
处 定义 的 ， 因 此 (ЕР 实 际 上 是 u- 等 价 类 泛 函 空间 我 们 通常 把 
一 个 等 价 类 与 它 的 一 个 代表 元 素 等 同 起 来 .在 这 一 意义 下 ， 我 们 
有 

定理 2.18 HO< 8 < oo, M (F) = ATE), a Ф 
Po € IV 使 得 从 H,, 到 五 的 嵌入 映射 为 迹 算 子 ， 则 Yp > po,e > 0, 
«4€ N, Ce > 0, 使 得 


a 
(а) < flells.ea Cs exp elc] 77 }. (2.39) 


其 中 GA р 的 连续 版 本 . 
征明 i e c (Ei 2 — {ha}, BH 


р(х) = Y {fnis}, z€ E*, (2,40) 


n= 


* 225 - 


这 里 级 数 在 LI- EFRA Mz € Ap е, 我 们 有 


| (2 + iy)?" [-„ < (|2 + yl- И 
= 属相 -十 名- 


< р M +)" 


ris 


(2.41) 


这 里 我 们 用 了 Cr- 不 等 式 : (а +b)" < (277 v L(a + b), > 0, 
a,b > 0. & ру € IN, 使 得 外 Hy, 到 坊 的 嵌入 映射 为 迹 算 子 ， 则 由 
Minlos-Sazanov ХЕ ЯЕ 1: X] —7] p > po, Gauss ЙН p LA Н. 为 
LR. TEX p> ро, У q MB AM, "pg 


с? = | efo ty ud) eo. (2.42) 


H {1.4){ 它 对 x e Er ERZ) BINA 
si 918 E lalo f. 1 G9 Ls wey) 
тъ= 0 n= 


oa 
1+8 
< У (т) 2 27/2 f. |, 


n=O 


x f[ a py 


< э (/. (ау) ye 
< lesa sí {Dom 


n= 


x [2 8 qa zm] nta) 
< Help, 8 f. ехр{(1 + вур (arts 十 P iig Ja (ду) 1/2 
= езбе =E m шә ， (2.43) 
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于 是 由 (2.43) 知 ， 对 p > po, Ш F E MAR o Æ H-pe LHE 


A(z) = > (fa: 28" :), (2.44) 


mat 


— 
(2) |< elle. a Cy eexpotelzl 2) - (2.45) 


男 一 方面 , 对 0<p<po, 有 Н.С Ho ye RR |z|_po < |zl-p. M 
mi E Hope 上 的 整 函 数 ， 且 (2.45) 成 立 . XXGEBH 2 € ATA (Ез). 
由 于 pir) = ple), was.ce E*, W p= le € Art (E*). 
反之 ， 设 p € Ат (E). 不 妨 在 定义 2.17 中 取 po € IN 使 
(Нш) = 1. Hl Vp > po, Ve > 0, H (2.37) 得 (利用 C- PEAN: 
| pla + 2) |< C, expl ela + 172 | 
< C, expl €2 9 E bexp{ <2 9 - 452} | 
(2.46) 
A 
p(z) = J ple --z)p(dz), 2€ Hog, (2.47) 
po 


由 Fernique 定理 (1.4.20), 我 们 可 在 (2.46) PR 0 < <a < e BES 
以 使 上 述 积分 存在 ， 且 o A H Le EIRAN. H (2.46) 知 


r 1-8)” ES 
| piz) |< Che exp {е2 IFA am?) (2.48) 


由 于 wg 显然 属于 (12), КЩ (2.7) 得 


S Фр. (f}= (f), JEE. (2.49) 
(247) 和 (2.48) B® Syl, 满足 定理 2.16 的 条 件 ， 从 而 
plee € (S). a 
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+ 由 上 述 定 理 知 ， (E), 中 的 每 个 元 素 都 有 它 的 唯一 连续 版 
Ж. 今后 ， 凡 涉及 (Е)ё 中 元 素 ， 都 假定 取 的 是 它 的 连续 版 本 . 
F 219 j# 0 < 8 < оо, рь € (Б), пе N . WEE (E)7 rh 
Qu — ptc (E, MW lim, oo va(r)-—wv(rhvzrcE" 
HEAR Er e H_p,p > po, ЖФ po WE (Н) = 1, 则 由 (2.43) 
得 
len (x) — plo) € len - ¥llp.qeCrexp{o(g)|a| 7 ) , 


于 是 palt) — р(х). E 
Ж 2.20 jË O x ñ < oo, M (E)# x1 ЗЕ ЖИЕ ЖЫ Pl. 
24 [ EROS + PI 


下 面 我 们 给 出 广 藉 泛 图 的 若 于 例子 ， 其 中 许多 例子 将 在 今后 
T HII. 


| 2.21( 广 义 指 数 泛 函 ) HE z € ER 4 E ~ {42}, MI 
£, € (E). Si E, сє Hoc W Va e IN 


сх 


l&l s -00 = 3 0727 4495 = exp {274122}. (2.50) 


n=O 


我 们 称 £, 为 (广义 ) 180012 P8, EAL Hida XBR. 它 的 5- dE 
换 为 


S£,(f) =e), vf e E. 
Bl 2.22 (SHA Si Gauss 测度 ) 首先 设 入 > 0. A 


p(B) = 有 (CA 1B), B c B(E"). (2.51) 


| 228 - 


U Vf є E, 


GN = fee (dz) 
= J «кр D - SUP Nas) 
= Је. - Suas) 
= | Erstadnexp( P) 
= exp( ff). 








由 定理 2.9 知 ， G 为 (E) 中 一 元 素 的 5- 变换 .我 们 用 FO) # 
示 SG, 则 FO) TRA KY RF и HOM Radon-Nikodym 
导数 , 它 是 Hida Mi wR. 在 这 个 意义 下 ， 我 们 可 以 把 参数 为 X° 
的 Gauss 测度 看 成 为 Hida J^ X iz BR. | 

MACE 4 G(f) = ехр А07}, f e E. WJ G WA (Е) 
中 某 一 元 素 的 5- 变换 ， 我 们 仍 用 FO) BR SoC. 下 面 我 们 将 给 
出 它 的 混沌 分 解 。 由 于 


a ^2 
exp( M y= киенү 








XH S- 变换 的 表达 式 (2.8), 我 们 得 到 FO) 的 如 下 具体 表达 : 


F(A) ii ign, 2 0), 


A*—1)" s 
бока =U, gak = аа к> 0. (2.52) 


Spe N, HBA H, | H 的 嵌入 映射 L, 为 H-S SET, # 
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4 (e; € N) 为 Н, Н. ШН (1.2) 得 


TX CX 
2 
„= Y (ne 8e) = У (eue) 


¿j=l ij=l 
< У leje; = lUopll s - (2.53) 
2,2—1 


于 是 当 ge RER 2* > |А 11165 B F(A) eH. i age 

例 2.23(5- ZA) 仿照 Schwartz 广义 函数 理论 ，wy c E", 我 
413818 5g MPT XE BR 6, MF: ре (E)e, (ye, 6,)) = ply) 
如 果 存 在 这 样 的 而, 则 对 f & E, 


Séy(f) = (Ex, бу) = Ex(y) = exp{(y, Ў) — 217). (2.54) 


由 于 (2.54) 右 端 确实 是 某 个 Hida Г 5 a ËJ) 5- ERR, BRAD 6, 
Жл Г ARA GRO é- ZEB. 由 于 {Ep f € E) 生成 的 线 
性 空间 在 (E) PRR, He (2.54) Ж Ж 2.19 知 

(0, 6) = ply), Ve € (Е), Vy € Ep. (2.55) 


更 一 般 地 ， vy € Ep (2.54) ж KT Hida J” 12 SÉ S- 
SEH, RMH 6, ERAT MEH. 
F BLR Ul У б, 的 5- ЖКН 6, 的 混沌 分 解 . 由 (2.54) 得 


Sby(f) = exp{(y, fy — 31717] 
y?! we (-1)*|f?^ L)5|7|?* 
~ y; P Y CQ АЗЕ 


[zü 
= 加 1)“ Is k 26-41 
一 » (y? M f or+D, 
1196 | 
220 [R12 





= F р _ 
i — &in—2k) Sk фт 
= 2\2, (n — 2ЕЙК!2Е Р BIEN, FO"), 


n=0 &=0 
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xx FE HH Š ^ {9n}. 其 中 


[а 2] (— 1Y y 
2» (n — 2К}\К\2® 

TE 由 (2.54) HI бо = F(0). 

例 2.24(Schwartz J MBBS W 的 复合 ) te f € H, f #0, 
TeS*R). ӨҢ! ЖЕ S T 5 W 的 复合 ， 便 之 为 通常 意义 下 图 数 
复 台 的 合理 推广 . 首先 设 工 为 一 有 界 Bord BR. 由 于 D(Wye 
(12), 它 的 5- 变换 可 通过 (2.7) 计算 如 下 : 


In = B(n— 2k) 986. (2.56) 


ST(Wy)(£) = |. Т(у) (= + £)u(dz) 
- / т(и + (7,0) бах) 
E~ . 


= f. T(t + (f,)p yj (t) dt 
=T +p f. S), (2.57) 


Rope" ANBAR, pret BABA |£ MEAD ARE, ШШ 


at aP) | 


Iu Tc e" (GR), 由 于 Pl fl? = S UR), T жр 4 XX, Н 722 ME 
ХЕРА ЗК, WFE с, со > 0, 使 得 





рур (t) = 


[T pisp a) < ciecalei | 


РЖ ёњ Trpel ED X E E— Uo- EZ PR, Ani EE 2.9 5n, 
Ежи Hida READ S- BR. RRA dz T 5 
Wy HES, BEA DOW). 

如 果 ae RR. T= б„, 通常 称 6. (W 为 Donsker 5- SRS 
看 第 二 童 4.4 节 例 1). 
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注 WB T, є SUR) n > 1, H. {T7} ESR) k a T, 
I E 2.10 证 明知， 序列 IT, (W )) # (Er) 中 收敛 于 TW). 
5, ME T 8 SR), 我 们 可 选取 {Т} c SUR), 使 {Tn} 在 
SHR) PRAT T, 于 是 TW) 为 序列 (TA (Wy n > 1) dE (E) 
中 的 极限 . 这 表明 ， 我 们 上 面 定妆 的 了 与 Wy 的 复合 是 合理 的 . 

B| 2.25 (Brown 运动 的 局 部 时 ) 考虑 经 典 的 白 品 声 分 析 
E. Е = SUR),H = 17(R),E* = S*(R). W s > 0, 我 
们 用 W, 简 记 Wi... E M. {W.,5 > 0) 为 一 Gauss WH, H 
E(w — И, ) = |t з|. 于 是 {Was > 0} 的 连续 版 本 即 为 概率 空 
间 (S*(R), B(S"UR)), п) 上 的 Brown 运动 . ia € IR,(W,,s > 0) 
在 4 处 的 局 部 时 Бр 可 以 形式 地 表示 为 


i $ 
Le = f 5(W, — a)ds = | s. (W.)ds. (2.58) 
(J Ü 


我 们 将 证 明 上 式 中 的 积分 在 Bochner 意义 下 存在 . 事实 上 , HEE 
SUR), 由 (2.57) 得 





Sé (W.)(£) = 


еә { - 5 -( f 602-2) 


从 而 有 


z 


[Sé (Wa) E < Jaza "P el ziv/slél + |zl^s|e|^)] 





< = exp{ (a? 212125442) 
1 
E V 275 exp{|z|7[£|7}, z € Ç. 


这 里 [|2 = fhl£(s)?ds. 于 是 由 定理 2.11 3, (2.58) 中 的 积分 在 
Bochner E A FFE. 
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fil 2.26 (Poisson 测度 ) {з Ж RA Ze JR AR ТЕ Ж: 
E = SUR),H = D(R),E* = &*(R). 4 (PË t > 0}, = 1,28 
某 概率 空间 (Q, Z, P) LATHER Poisson TH, + 


pi? t> 0, 
Pew) = | po t < 0. 


容易 证 明 ， v£ € SUR), 我 们 有 
Efe Sr коер, = exp [еә — Lat}. (2.59) 


Ш RP ESR 上 的 分 布 ， 则 称 т 为 Poisson 测度 . 于 
是 由 (2.59) 得 


ГА "m e (dz) = exp { 上 (е0 一 ide}. (2.60) 
令 
F(f) - ex ( f (ín - »s-if f^i, f € SUR), (2.61) 


BRP A SUD. ERR 4, Mi eH 2.13 4n, np 
Poisson # AE т {或 它 关 于 Guass 测度 и Г XV, Radon-Nikodym & 
ЖҮ dr /du) 看 成 (E) ! 的 一 个 元 素 , 其 局 部 5- 变换 为 FF. 由 (2.61) 
Al, 23308 €[0,1) BJ, FRB Us- BM, An dr/dp ¢ (Е 8. 

Bi 2.27(£ E Brown 运动 自 交 局 部 时 ) 设 d > 2. ж k 
B BR oP THES (E) — (12) — (E, ЯФ E = SUR), H = 
L*(R)*, E* = S*UR)*. & {В,} = {B}, , B?) а ЯЕ Brown iE 
AH (Eru) 上 的 实现 ， 妈 对 任何 f e SUR), 有 


Í Bile) а = (z, f), n-a.e. т. 
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4 如 为 在 0 外 的 Diracó- ВЖК, M {B} 在 0 处 的 局 部 时 LPB) 
可 以 表示 成 如 下 的 Bochner 积分 : 


L9(B)- % B,)ds. 

(в) = | (Bas 

ASS, {B HARARE X un BAS: 
/ tol B, — B. )dudv. 
О ар 


可 以 证 明 ， 对 d = 2, 上 述 积 分 有 意义 ,但 当 d 3, 上述 积分 在 
(Ey 中 不 存在 .下 面 我 们 讨论 如 何 将 这 一 积分 进行 “ЖЕП” # 
之 有 意义 . 
Hob. SAM 表示 4- 重 指标 集 的 如 下 子 集 ; 
Am = {a = (ау, - Od) - Oy m IV o, 1 < j < а, У a; = п}. 
易 知 任 一 e € РЕ", н) 有 如 下 的 混沌 分 解 : 
№ = У Pacan) Tal fa ). 
lei? = ono шел) all fel”, 
其 中 fa € Of, DR), 


Ia fa) = | fats, Јав), савд, dB 


moe ti 


-dBe . 


一 般 地 ,任何 р c (E) 有 类 似 形式 展开 ,其 中 f. e ed LS" URS) 
如 同上 一 节 ， 我 们 用 | -jo 及 | :| 分别 表示 PURE 及 S,UR*) 中 
的 范 数 (参见 第 一 章 3.2 节 ). 

i a = (ay,---,ag) € IR, 6, HE а 处 的 5- 函数 .容易 证 明 
6.08, — Bu) 的 S- 变换 为 (参见 例 2.24) 


S&,(B,  B,Y(E) = Ense > (a єт) |}. 
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由 此 可 以 具体 求 出 5.08, T By) Et) E ME Ж: ó, В, — By) ы 
{we (u, u), o € А}, Жз А 29 4 BREE, 


pa, о) (е) | 





二 ua ) 


— [2(v — a] 79244 У. 1 2j H | CC 


这 里 ер A k- Br Hermite pj. 由 此 进一步 可 以 证 明 ， Vp > O, 
á (B, — B,) є (E)_y. 


t; a5 0, Wil vt > 0,p > 0, В 
св = / 6,(В, — B,)dudv є (E)_, 
Оа тр 


何 声 武 、 杨 文 强 等 [1] 证 明了 下 述 结果 ， 对 一 切 t> 0, 


Сый) = J s бо(В„ — By) ~ Y У) r (uu, v)) | duds 


R—U gaat 
为 一 Hida j X iz р, BRA d- ME Brown 运动 的 自 交 局 部 时 . 
> AP = door tepa) € [09 : ү xs < Gau). (B) 的 
k--1 By Fa d] ur ELTE GS HB Eo 3 
sk (4) = ho. Пека, 2s 7 В,)б dtp. 
Xj d = 2, 在 Imkeller-Yan[2] 中 证 明了 6800) 的 下 述 重 正 化 
à 1 
yk — — ， 
ó> (£) = П 6o (Ps... B.) Эт =a] ae dtry1 
AI— Hida Г S pa. 
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$3. ТРАДА Wick fH 


3.1 泛 函 的 乘积 


在 第 二 章 S1 中 ,我 们 给 出 了 两 个 Wiener Z A In (fn) 与 L.(ga) 
的 乘积 公式 ， 其 中 fm € Н", gn € НӘ", H = 17(7,B,A). ER 
ATH, WERT fm 与 on 的 “缩合 ” (contraction): f,@k9a, 
O<k i талт. MER E — Hilbert [AMMA YE 


van 


Па = 


BOE £; € He, 1 < í < m, n € He, 1 < ; < n. $ 
fm = Gia > Jn” Qaim . (3.1) 
*J0 < k<maAn, RIEA Jm S 9n 的 缩合 fm Oe Gn A 
点 
fa @ gn П) (ета) е (enn). (2 
+ 二 1 
则 fm Dk gn € HEP 2k 
Mw (ei > 1) A He 的 一 个 其 ， 令 
ex = Qj .1€a, , G = (Qi, On), (3.3) 


M (es. a € A.) Hg" 的 一 个 基 . 容易 直接 验证 ， 对 (3.1) 中 的 
tm 5 Gn: 我 们 有 


Fu Sp in = M y» (fm, ee @ €aJ(gn, €s @ es Jeg oes. 


TCA, p2,5¢An_p. GEAR 
(3.4) 
容易 证 明 ， 对 一 般 的 fn € HFT 及 gn € HB", (3.4) 式 右边 的 级 数 
在 HET gue BE 


| fm Ox Gn |< || gn |. (3.5) 
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于 是 我 们 可 以 用 (3.4) REX fm 与 gn 的 Hg rf Se ga. 24 k = 0 
时 ， 我 们 用 (Ла, 9) 表示 fm Go gn 这 样 我 们 得 到 НО" x HE” 
到 Hg" hA АВ ЯГ. TRI, CBA H (3.4) X 
s qen NEET He 的 基 的 选取 . 此外， 如 果 f c НӘ", 

c H9", 我 们 可 以 只 取 H 的 基 来 定义 fm 与 gn 的 缩合 ， 这 与 取 
He 的 基 和 定义 它们 的 缩合 是 一 致 的 , 


RE fm € H", gn € HE", RAIE fakin 表示 fm Bk gn 
的 对 称 化 ， 则 有 
| f x95 I im || gn | А (3.6) 
这 是 因为 对 称 化 不 使 范 数 变 大 . 
引 理 3.1 R 8 > 0, m,n € Л, MA 


TT FL 


s ` «C 8 [m +n ур < (mnl) $ 9(m+e)(+8) (3.7) 


Б=0 


ШЕ В (3.7) 的 左边 可 以 改写 为 


Ee Qr Citt) emm 


k-D 


FH#4O< 8 <1, 


m—k 


(3.7) 238 < > ("s M "J T Ww MN i unm 


rn пур 90 /rn + n — 2k 
< LIE 
[XC JI IECIT em 
< mtm- 8) объ) +8) 26 y Q 9872 
= PEN (may . (3.8) 
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4 ñ> 1, M 


(3.7) 左边 < Y (nume (mint) 


k=0 
V (m+n — 2k 
mint 
< os ( uu" Шы (mln!) >” 
< ++) (mIn!) +8)/2 | (3.9) 
由 (3.8) 及 (3.9) 立 得 (3.7). І 


现 设 fm € Н", g, є НӘ". 与 第 二 章 命题 1.8 类 似 可 证 


Tr ^m 


Im(fm Ia. ga) = >` k! (7) (x) Iman-2kl fe kg) $ (3.10) 


A=O 


ТЕРЕ No, ЄЙ ү, > 0, (Нв) 8 (1.16) 所 定义 . 


定理 3.2 É ¿> 0, g = q +2(1+ B)+ є, р, 0 E (H, z ale, ЇЙЇ 
py Є (Нав) H 


ет, < < (41-27%) И ЛЕК 11, „З - (3.11) 


ШЕ АЯ 3 р = У Fn Fim), ар = 2 I,(ga]. 由 (3.10), (1.16) 及 
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(3.7) 得 


lA 


Ike |15,3 


CO MAR m n m 
У Y k ( н) ( 9 ан -2а fm 9,6 
T n= R-—O 
cx чті ATA 
т. its (inn — Bigg 
< Y k! (1) (i) (т + n — 2k) * 2 2 fm }р|#з |р 
D . 


< У (mn!) 00/2307) B) Om r2] к | gals 


=ü 
TRD 
s 2-2 ar) 6/1280 8799/2) lg, | 


< (1 - 27*) юр all Placa: ' 


+ W e, € (СН, аз), q > 2(1 + В). Ф фео tim} Y~ {9%}, 
ШШ (3.10) 及 定理 3.2 的 证 明知 od ~ {Р}, 


hi = s ` Yer D ee frtk@kGntk › (3.12) 
minsi k=O 
其 中 (3.12) 右 端 级 数 在 Н® PR. 

系 3.3 WO < 6 < eo, Ш (uo, v) -— od X (Бур x (E) 到 
(E)2 op ft XE EE ih BY. 

Ж Wk o c (Е) F є (К), WHR 3.3 知 ， 存 在 唯一 的 
G c (EM, 使 得 


Gs) = (ob, F)) , vo € (E). (3.13) 
我 们 称 G 为 o 与 WF, WA Р. 


3.2 JM ВЧ Wick 积 


SEP Ў ва, A RE MESA, HR RIDE 
SVE “Wick 4 ^. BSR MRR РН GM 2212, 
RE, RA yz € Er. 我 们 称 Ept N Ey S E, BJ Wick 积 这 
Bt, RANA 


SEys2(6) = SEy(E)SE(E) VEE E. (3.14) 
—RW, HOSA <ly, рє (Е). + 
F(E) = SOSY), EEE. (3.15) 


则 由 定理 2.9 F A Dp- 1238. 我 们 称 SOP A o 5 y B) Wick 
T8, id роф. 

下 一 定理 给 出 了 Wick 积 的 混沌 分 解 表 达 式 . 

定理 3.4 W 0 < 8 < 1. Sy,ve (E), vifo) 
Д] розу ~ {An}, 其 中 


hy = >` fa @ 9, - (3.16) 


тъ ті 


HERA {К Wick 积 的 定义 ， 我 们 有 


У `(h, 29 = Ste ov)it) 
i—ü 
= Sp(£)Sv(£) 
= M (f. E97) Y (ga, c9) 
m=0 


n=O 


-Eà X Aü) vec, 


I=?)  mdd-nzl 


BUB (3.16). i 
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B| 4 FO), 6, ER £, tn $4 Pee, We (2.54) 1, 6, = 
£, o F0), Ey = 6, ° F(V2). 

现在 假定 8 > 1,0, de (Е), рео {А (9). 这 时 和 
0 В S- 变换 不 一 定 存在 . 所 以 我 们 一 般 不 能 通过 (3.15) KEM p 
So i} Wick Et 但是， (316) 式 总 是 有 意义 的 .自然 要 问 ， 是 
否 序 列 {hn} 对 应 于 (E) 中 一 个 元 素 ? 下 一 定理 表明 ， 答 案 是 
肯定 的 . 

定理 3.5 pe Z,qreBR,o,vec(Hys Je ^ {Дф ~ 
{gn}. 4 {An} 由 (3.15) BM. M Ye > (1+ r)t, (ha) 对 应 于 
(Нет) PAR, WHA vov. RNREA Ы y В Wick ЯЯ. 
此 外 ， 我 们 有 


le e Plager < (1 — 2703707 elparolo — (3.17) 
WEBB HI (3.16) 得 


(n!) *72^(7 9p, |2 


< (nitre > Ав) 


k+ji=m 
l+r 
= Th 
-r*( D (k) 2209969 l sl) 
k4j=n 
< grl- cons rait ltr f. | (Lr yttr|g; 2) 
k=0 


< gn[—et(1t+r)*] ЕДРИ Ер 3 


由 此 立 得 (3.17). ' 
R 3.6 (E)p^ Ж (Ejo tt Wick ME, H [e v) ро X 
从 (Eg x (E) 7 Bl (Е) 7 及 从 (Eyo x (EY Bl (E) 中 的 对 称 双 
线性 连续 映射 . 
下 一 定理 对 (E), 情形 给 出 了 更 精细 的 结果 . 
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定理 3.7 W p€ Z.q € R. W| Ve > oF 
i > Vilis a. 1 < (1 _ 2-5) V? Noll е, 1 Ipsa 1 - (3.18) 


证 阴 全 vo—lfabveigsbeov-e {han}. 则 由 (3.16) 得 


yz". 


G 


ea 
a — 
Iv ә |151 т 
m= 
eoo YL 


2 
< (У А-ке) 
n-ü k=0 

om т 


= 5 2 Y lfelol f; plon—klplgn—s lp 


m=O k,7;-—U 


pin ча 
" un 
= y ` d'a 3| felel file y 2\ 2 Gn klolgn—slp 


к.т=0 nok 


mH 
ki - 
< $2 Y felplfily >) 207919, x 


к.3=0 uk 
сю 2 
- (Уз) ee 
x 
< (У 2-86) hoh ape ila- 


(3.18) 得 证 ， V 
注 FESS RBS RS TER Т (И! L3 r), 由 (1.25) 推 知 
(3.18) 可 改写 成 


ео 1-1 € Q — ПА 2) 12| о, Ьо, 1. 


这 是 Vage[1] 中 一 个 不 等 式 的 改进 形式 (ib RL Holden-Oksendal- 
Ubge-Zhang/1]). 
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3.3 应 用 于 Feynman 积分 


考虑 Schrodinger 方程 
oF i (2 _ v) Ф, €(0,2) = f (2), (3.19) 


其 中 六 为 JR 中 的 Laplace AF, V XpGR^ 上 的 一 实 值 Borel BH 
X 【代表 位 势 ). 1948 Æ Feynman ЭЙ 7; 35 (3.19) MAAR { 称 为 
传播 子 (propagator)) 可 以 表示 为 

Сту) =! f ep{if [zr - voor 


liy 





ds Р(х), 
(3.20) 

其 中 Tw 为 连接 у 和 zx 的 适当 的 路 径 空 间 ， Diy) BTL, 上 的 
“平坦 测度 ", 为 重 正 已 常数 ， 量 子 物 理 中 通常 称 (3.20) PR) “AR 
jr " Xj Feynman (路 径 ) 积分 . 但 是 ， 由 于 这 样 的 “平坦 测度 Diy) 
在 无 穷 维 空间 D. 中 并 不 存在 ， 所 以 (3.20) 中 的 积分 没有 严格 的 
数学 定义 .如 何 给 出 Feynman 积分 的 一 个 严格 的 数学 定义 是 一 个 
ATM ЖН) ЕЙ. 

РАКА ИЯД ARE ЭК Feynman 积分 .为 
此 ， 先 考虑 如 下 热 方 程 : 


Qu À "au E ` 
дн (за _ iv) и. u(0,2) = f(z), (3.21) 


其 中 A0. 在 一 定 条 件 于 方程 (3.21) 的 解 由 如 下 的 Feynman-Kac 
公式 给 出 


шщ, z) = EE | f(V XB, + a) exp | - if V(VÀB, + z)ds)|, (3.22) 


其 中 {By} 为 从 0 出 发 的 标准 Brown 运动 ， 如 果 利 用 Hida 广义 泛 
ij РОМА), Й] 2.22), 我 们 可 以 将 (3.22) 改写 成 


ще) = (B+ e He vata em 


= (РОУЗ) (В, + a)e Je Vet руу 
(3.23) 
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这 蛙 第 一 个 等 式 是 完全 形式 上 上 的， 为 使 第 二 个 等 式 有 意义 ， 必 须 
说 明 式 中 的 三 项 乘积 有 意义 ， 令 f(x) = 6,(2), 则 由 (3.23) 我 们 得 
到 方程 (3.21) ARE AAR RIA HK: 
Q (z 9) = (F(VX)S(B. ~ yt ale ho tns туу 
ELE q^ 关于 A ORT HEH, Ma DEUS H p PE (3.19) 的 基本 解 可 
表示 为 
G(t.z,y) = (F(Vi)é(B, — y+ wie le VTO ру), (зод) 


为 了 司 (3.24) АЛ В У, BEER ER V ЕЕЕ, x 
P = mie a — T Hida г" AIZA. AN, BNR V(B, +z) X 
成 如 下 的 Bochner #44}: 


V(B, + z) = J dz V(z)&(B, + z — z). 
ra 


Af Ут CIN, & A, ={(ti,--- fn) 0 < i <---> < t. < th, WA 
exp{ — if V(B, + z)ds| — 20-9" 人 es] vas. 4 x) 
- xcv e] f, dz;V(zi)ó( Bs, + z — zi). 


n=O 


在 Khandekar-Streit(1] 中 ， 作 者 给 出 了 如 于 乘积 作为 Hida YS 
PS HJ “ar Е X: 


Е(у1)6(В, — yt z) II ól B +z — zi), (3.25) 
1—1 


并 利用 前 面 的 级 数 展 开 证 明 : YE d = 1 [1 Ж F. "4 V(y)dy 是 一 
ARRAS MEN, (3.24) 右边 的 三 项 乘积 是 一 个 Hida 广 
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L 
zi 
zx 
1 
# 
= 
- 
y 
= 
c 
t. 


MiB. XXI d= 1 E— AR EE, DI dp EE F BJ 
A ot 


nd-i 
М. = f dt П It; 1172. 
An i=1 


RAA d=1 HEERS TKA, BNA DS, Ma < so. 

KF (3.25) PREM ASB ENESA Yan[10], 由 (3.24) £y 
出 的 G susc AE (3.19) 的 基本 解 已 由 解析 Feynman 积分 方法 得 到 
证 实 (А, Уап], Theorem5.4). 


84. J Xi pe Z [B] КН ЖИ Ey IF P Хра 


本 节 将 给 出 广 尺 泛 函 空间 (Ez (0 < B < coo) 的 统一 刻画 
— "aui ^, 并 利用 这 一 刻 面 证 明 当 0< 8 < 1 HE (E) 中 的 正 
广义 泛 函 可 以 表现 为 测度 . | 


41 重 正 化 算 子 


下 面 将 要 定义 的 重 正 化 算 子 是 证 明 广义 泛 函 空间 矩 刻 醒 定 理 
的 一 个 关键 . ，' 重 正 化 ”概念 来 源 于 量子 物理 ， 在 白 噪声 分 析 
框架 下 ， 所 谓 重 正 化 就 是 把 普通 乘积 变 成 Wik BL TE, ER 
p= Tha Win & € He, M ç 的 重 正 化 ( 记 为 Ry) 就 是 


We, ° ç We = HO DM ELA 
m AAA ЕЯ R Bs HE ae B == š] (E20 < 


3 < co) 中 ，, 为 此 ， 我 们 先 观察 妇 下 事实 , BEC Ec, 1 < í < n, 
е=[ Wa. Ф, 为 84 中 定义 的 广义 指数 泛 函 ， 则 有 


г — m 1 
CU, £4)] — (inl 8), dsl») 


= | my = ple). vr © Е". (4.1) 


i=l 





S—AM, Hifi 2.23 关于 6- ORE 的 定义 及 定理 3.4 下 面 的 例 
T, BNA | 


((е.5„ о Е(0))) = (0.6) = (2), Ve E". — (42) 
比较 (4.1) Ж (4.2) 式 得 
(Re, Ex)) = (lp, £ o F(0)) . (4.3) 


由 于 [Esr € E*) 张 成 的 线性 空间 在 每 个 (Er PRO < 2 < 
oo), 鼓 由 定理 3.5 推 知 


((Rg,G)) = (e,G о F(0))) , VG € (E^. (4.4) 
进一步 ， 我 们 考虑 如 下 形式 的 泛 函 ; 
y= ДУ, Ие), пе IN El ,tn € Ер. (4.5) 


其 中 了 为 nn 个 变量 的 多 项 式 , 即 о ASMA. RNP 
表示 多 项 式 光滑 泛 函 全 体 ， 显 然 有 PCs (Eh, B P 在 每 个 
(Е), PR. ET R 的 定义 可 以 自然 推广 到 Pp 上 ， 使 之 成 为 一 个 
线性 映射 .于 是 (4.4) 对 一 切 p € P 成 立 . 

下 一 定理 表明 : Y5 € [0,00), 可 以 延 拓 成 为 从 (Е), 9] (E)E 
上 的 连续 线性 算 子 .我 们 称 ROS 重 正 化 算 子 . 

定理 4.1 EO < B «oo. 则 在 全 上 定义 的 满足 (4.4) 的 线性 
算 子 下 可 以 崔 一 地 延 拓 成 为 从 (Е) | (ЕЙ, ЕЕ БЕ ЕНТ. 
B (4.4) ARSE. SBT R 也 是 从 (Е), 9] (Е) 上 的 连续 线性 
算 子 ， 并 且 有 


(t 19,G)) = (ip, Go F(V2))) , Ve e (EZ Ge (E)gA . (46) 
WERA dp 0, q > 0, #8 2% > |10,5. Ф e> (1— )*, ДЈ 
对 任何 v € P, 由 (4.4) 及 (3.17) 得 


els вар (Rec 
f 'Gl]-»,-¢,-@71 


< |t TP sup IG o F(0)l| 5, (a+), в 
I Gli-». a -a=1 


< (аке (а — 27070 AU POM ag. 
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TE RAM (Еу 到 (EZ 中 的 连续 线性 算 子 . 

FHH R 为 (ELS (DE bn, B (4.6) px. 首 
#5, B (1.3) 及 (16) 知 ， R XA P 52 P ERR. ШЖК, 1 
y= 1.49% 16), E & e Н 1 < í < n. JH (4.4) 有 (注意 
F(V2)e F(0) = 1) 


(R19, £,) = (Ue, Es © F(V2)oF(0)) 
= (ip, Er oF (V2))) . 


由 于 (£r € Et} 张 成 的 线性 空间 在 每 个 (Е) PRO < 8 < 
oo), ЖЕШ SEE 3.5 推 知 (4.6) 对 一 切 o € P. X G € (Eg? 成 立 
进一步 ， 与 算 子 А2, RO 也 可 延 拓 成 为 从 (EY 到 (五 )2 
上 的 连续 线性 算 子 ， 并 且 (4.6) RI. а 

注 1 Rye (Е)ё, ¢~ {hh} Re ~ {9nj,R-1y {ha}. 请 读 
者 自行 验证 如 下 两 个 公式 ; 


а. = PORT M fan). (AD) 





2 
hn = = 15: nt ы ек ра). (4.8) 
这 里 两 个 级 数 都 在 EP" Hig, (095, f, ox) 为 ЕЎ" 中 的 元 素 ， 
使 得 vw, € ENS", 有 
(tF fa+2k5, Wn} = (78 eo Wn, Fn+2k) . 


注 2 Hee (Е). 4 po € IN, ЖМ Н, 8] Н АВАВ 
为 迹 算 子 ， 则 直 (1.4), (1.5) 及 定理 2.18 可 以 证 明 ， 


Tip(zj = 上 ele t yp(dy) , z € Hp , (4.9) 
Rea) = | (аиа), тен... (410) 
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ЖЗ ve p> д2 0, 22 > lolis $ e> ii- 8), Wl 
HH ALPE 4.1 HJUEBHAR, R ГЕДЕР RAM (Н+, з) 2 (Нов) 
中 的 有 界线 性 算 子 . 


4.2 | X iE UR <= 18] НЧ] RB Za i] 

LAD PRAT RE 0 < 8 < >. 

定义 4.2 ib e(E)f. & MP = (6.1). X п > 1, 4 M? 
Aun F E АНЕ" 上 的 对 称 n- 线性 型 ， 


Ma fis fa) = (BW Weg. asss fa EE. (411) 


我 们 称 М? OX 9n Brig. 

下 一 定理 给 出 了 UU) ism. 

定理 4.3 W DO < 8 < co, My E Ф Vn > 1M, № Е" БЖ 
Bn BED, М, A M, 对 应 的 n- 齐 次 多 项 式 ， 为 了 存在 某 个 
Фе (EE)z ,使 得 Yn > 0, M, 为 Ф liti n- ИП, d^ BR SE GE 
p>0,C>0,K >0, EB vn e IN, Vf e E Mf) 有 如 下 估计 


СТА, (Р KO" (nt) | f. (4.12) 


ШЕ 必要 性 . 设 存在 Ф c (E)Z”° 使 得 M, = MP. 则 存在 
р> 0,920, 484 Bo F(/2) € (A_» ac ЖЕҢ (4.11) 及 (4.6) 
8 

|M, (f) | = G9 R (1 F2")))) 
= |(@Ф « FVB), Ia f°") 
€ [Фо (А2)... En FO" yg. 


14d 
< Фо F(G/2)] uu alm) ° ans | fl, 





ope ДЕ (4.221. 
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аи. Вр 0.C > 0. > 0, 使 得 C12) RE 


Фр > p, 使 得 从 Hp 到 H, HRAMI Lp 为 HS 算 子 ， 则 由 核 
定理 (第 一 章 定理 3.17) 知 ， 存 在 M CHP jy, 使 得 


M,[f fn) = (Mf, ee) nel, (4.13) 
并 由 (4.12) 推 得 (参看 引 理 2.7 及 2.8 的 证 明 ) 
p ME j2 о Ke C^ nN tE |25. (4.14) 


4 V < {nD 了 MG}, 其 中 MO = Mo, A v e (E). 83x 
F, H (4.14) Kj, 34 q > 0 使 得 29 > e2C2||L |45 HL AY < 
(Hp gg 2 9 = Vo F(0), WJ (8.1 = Mo, 并 由 (4.13) 及 
(4.4) 推 得 ， Yn 2 1, fy € Ee,1 < k < n, RNA 


— Y+ 


= ((9 o F(0, R I, (Ë, f4))) 
= QW LL fe)» 

= (МУ, M) 

= Miu E). 


МФ, Wy o Wap 


XXE BH М, 是 的 nn- rn. 定理 证 毕 . y 
注 设 M, E ERER n 线性 型 ， 由 核定 理 ， 存 在 
M? e Е", 使 得 (4.13) 成 立 ， 我 们 称 МО) 为 М, 的 核 
下 一 定理 通过 广义 泛 函 的 算 估 计 (4.12) 式 ) 给 出 广义 泛 孙 的 
TRE W. 
EIE 4.4 ib D < 8 < oS c (E), IM, n > 0) HEHE 
1. 假定 (4.12) n 3r. A p! > p HERE [Zia < ос, ЯРУ e > (1—58)7 
Be q > logs [|| fop" lí fg м £^ C? || Fow |185]. 我 们 有 
ig, ore. 
zK[1-2 HD opr likes) 7 27 * C? Lud] 7. 


(dj? 
т IHS? 
(4.15) 
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证 明 & MO) 为 М, Ж, UY ~ {(nl) Мр, Rd H (4.14) 

得 
11-5, а < KA — 27 Clo fis)? . (4.16) 

由 定理 4.3 4I = p o F(0). 于 是 由 (4.16) Ж (3.17) HEB (4.15). I 

下 面 两 个 定理 是 定理 4.4 的 重要 推论 ， 其 证 有 明 从 上 略 (参见 定理 
2.10 Æ 2.11 ЕВ). 

定理 4.5 #0<8<оо,{Фь,Е EN} A (Eo 中 元 素 序列 ， 
如 果 满 足下 列 条 御 ， 

L) Vf € E, Vn 2 0.4((9%;, WE) k € IN) Ф Ф Cauchy 7l; 

2) ЖЕ p € No, K > 0 МС > 0, #4 


| Hbr, WP) |< KC^(n) |", VF € E,n 2 0,k > 1, (417) 


MJ (94, k € IN) E (Е) 0 PARR. 

定理 4.6 10-8 < оо, (0,7,6) X — НЕ |8], ow 56, 为 
Q 到 (E)g" PRBS. fni E TI A E: 

1) Vf € E,n > 0,0—.((8,, WP) 为 (Q, F) 上 的 可 测 映射 ; 

2) EMR K > 0,C > 0,p £ MN, BO LAER + TARR 
Glw), 使 得 对 v-a.e.w, 


| (Bo WP) |< КС) Сн) FR Vf € Bn>0, (448) 
则 存在 p',q € IN, #49 wD, Æ (Hp 4a) 中 Bochner TH, 
As 
4 人 $,dv(w), Wf) = Í (Ф, WP)dv(w), Vf € E. n > 0. 
(4.19) 


43 E NX E HR IE ЕЛ 


在 经 典 的 Schwartz J Xe Ж ИНН, TES Хр — Borel 
测度 相对 应 . 下 面 将 把 此 结果 推广 到 无 穷 维 情形 , 并 将 证 明 ， 对 
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一 切 8 c [0,1], £—IEJ" XE Ф c (E)- 对 应 于 (E*, B(E*)) 上 
的 一 有 限 测度 v, 使 得 | | 


Jews) = (9e), vy € (BY . (4.20) 


Ж, ў 0 € 8 < чос 情形 ， 我 们 还 将 给 出 能 按 (4.20) 对 应 一 正 
Г А НУЛЕ и 的 刻画 . 

定义 4.7 Ge (Е) 2. 如 果 对 一 切 非 负 检验 泛 函 o € (Е), 
有 KD eH > 0, ШЖ SA ES MEH. 

< GRA (EY ER (EY? 中 非 货 元 素 全 体 ， 用 (E) BHR 
(E) ? PE RE АЖ. 

Bl Hye Е", il) 6, € (E). 这 是 因为 Ve € (E)+, ((0,5)) = 
piy) > 0. 

下 一 引 理 是 Berezansky-Kondratiev[1] 中 第 五 章 定 理 2.2 的 一 


个 简单 推论 ， 其 证 明 从 略 . 

5| 理 48 O< 8 =<1, Mo E€ R, Yn > М, E^ 上 的 对 
称 n- 线性 型 ， MAM, 对 应 的 n- 齐 次 多 项 式 ， 使 得 Vn e N. 
vf € E Malf) @ (4.12) 的 估计 ， 如 果 序 列 {Man > 0) 为 正定 
的 ， 即 M6 > 0 BAHE n> 1,gx € E 1 < k < n, 有 


> (MEM, gn Gi) >20, (4.21) 


k,j=-1 


其 中 Mie) 为 M, IEEE ( 见 定理 43 Bb), 则 存在 (E*,B(E*)) 上 
I-A RWE v, 使 得 va > 0, М, X v 的 n- Е, BBA 


f ws Mg v(dz) = Malfa, ‚ м) › Vh. gs EE. (4.22) 


下 一 定理 表明 : 23 0 < á < 1 hF (EE HEC RB BR PI L 
通过 (E",B(E")) 上 一 有 限 测 度 来 表现 . 
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E349 жоса i$ € (yi. WHR (Et, 8071) cw 
一 有 限 测度 v, 使 得 (4.20) RI. 
证 阴 < 


р(х) = S (giat) . z e Е. 
i=) 


则 由 定理 2.18, ge CE)". Rho ТЕЕ 


Fil 


S^ (MED ge gi) = (By?) > 0 

jal 
其 中 MU) 为 MP Wi. HEE 48 知 ， 存 在 (E",B(E))) 上 一 
di PRM v, 使 得 Va > 0 M? Av E) on- Prii, ВТ (4.22). 现 
iy € (Ey. 选取 P PBR [an > 1], 使 得 1o.) 在 
(EY u 8 89 r v. 由 系 33 知 ， (92) 在 (ED? PUT 22. Re 
$c {Hp -a 8). 由 于 {yr} Ё (На) т Р р", 故 有 

lim pid» = lim (i, uoa 


no Jg 


= Ф, e^) < со, 


xx Pe] {pnn > 11 关于 测度 ARORA. SHAR, d£ 
们 有 


Jim Pale) = lim ((z,,6.)) = (e485) = (т) We € B° 


因此 由 (422) f. 


| pdr = hm / оь = lim HÈ, pn = Ub у). 
if fem merdi J pte TE — 20 


定理 证 毕 . ' 
+ 若 0 9< 1,0 Vf е E, RRM £ & (E)2. 这 叶 我 们 
出 可 以 借助 于 Minlos 5E ESE ПЕНН SE EE 4.9. (HR 8 = 1, 我 们 
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只 能 用 引 理 4.8 ЖЕН. xx F Pt H) НУЫ ВА A РАХ Б 
JÉ. 

在 实际 应 用 中 一 个 重要 问题 是 ， 如 人 和 何 刻 画 (E*SBQ(E")) F Bus 
可 以 通过 (4.20) зА ЕГ ЕРАНИ НЕ? F Е ыр р 
— 15] gi. 

定理 4.10 XE 0 < 8 < +o. 为 (Е, BES) 上 的 一 有 限 测 
He ЕТАЖ 6 < (E) 一, 使 得 (4.20) RY, DH AE v 满足 
SU PE: 

(C.1) 存在 p>>0,C > 0, K > 0, 使 得 


人 Ua)?" v(da) x KC? ((2n)!) 2 fI vf € E ,vn > 0. (4.23) 


ШИН HEM 43, ЖИ (C.1) 的 必要 性 是 显然 的 ， 往 证 充分 
Fe. ЖА (COD) 成 立 . 由 Schwarz 不 等 式 及 (2n)! < 2?"(n!)? 得 
(注意 v(E*) < K) 


L. | (Fæ) |" иаа) < (E ГА (Л.т) Pede) 


< K(C2^ 3 yr (ut) F р. (4.24) 
^ М, Aly 的 n-BrkB, ЕП 
Infor fa) = f. IGE zw(dz), Why fa € E. 
则 由 (4.24) 及 极 化 公式 推 得 ， vi,… ЕЕ, 
| Mf Р) < КСР ons ? Ци» 
< К{еСү\' (пт П | 方 |。， 
3-1 (4.25) 
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其 中 C, = Coe. 故 由 定理 A3, ##E $ є (E) P, 使 得 М, AD 
Ay n- Bree, BDA 


е.) = Í и»). 
ee TI) „ы 
于 是 进一步 有 
(uem f oiv меер, (4.26) 


其 中 OPEP. BERRE 49 的 证 明 推 知 
(4.20) 成 立 . 特别 ， 这 蕴含 Ф € (E),^, HE. i 

下 一 定理 给 出 了 条 忻 (Сл) 的 一 个 等 价 形式 ， 它 似乎 对 应 用 
更 加 方便 ， E 

定理 4.11 ER p € N 使 得 从 H,, Ф| H ЖАИ. 
+ (BIE (Н) = 1). W u 为 (E*,B(E*)) 上 的 一 有 限 测 度 . 
则 定理 4.10 RAY TE (C.1) 等 价 于 如 下 条 件 : 

(C.1) FFE p> poe > 0 {8 — 


ГА exp{ela|24? v(dz) < oo. (4.27) 


WERA (CO) 成立. op! pop > p, 使 得 Ho 到 H, ЮЖ 
АЕ Ipp 为 Hilbert-Schmidt SP. 4 {ej,j> 1) C E X Hy 的 
— “А, ДЕН (4.23) 有 


А ж], (dz) = 上 (并 co) (as) 


- со oc + 
кесу он E Де, à 
k1—1 k4 ml j=l 
1+# 


= K(eC ^ (20)] F v lR (4.28) 
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于 是 ， 当 0 << MeC||r,, linus)? 时 ， 我 们 由 (4.28) 得 
d ONSE f igi 
FEES } (аа) ЭК f. |p vide) 
e p О, эл ET 
< Lae ne (f lel? v (dr) 
* т?з - є" its | 1 
< pat Y $ (ес, не) ^ (20b 
nii | 
< [EN Y [2e(eC||1,,, |us)*f2]" < оо. 
- п=0 


因此 ， (C.1)=(C.1)' 得 证 . 
ERI. В (СЛ), 成 立 ， 则 由 定理 2.18 Xn, ШЕЕ X BS (EY 上 
的 泛 函 是 连续 的 ; 


L(y) = 上  elz)v(dz) , e € (ЕУ. 


FE, E Ф € (E),”, 使 得 (4.20) 成 立 . 因此 ， 由 定理 4.10 知 条 
ФЕ (C.1) RX. ‚ І 

ЖУ 4.12 HO< B < +оо, 为 (Е*, B(E*)) 上 的 一 有 限 测 
度 ， 满 足 定理 4.10 PRAH (СЛ) (SEE SR 4.10 ФА (C.1)). 
我 们 称 与 v RARE MA (BI (4.20) HA 9) 为 vv XT 
Gauss WE ¿ йу (J^ %)Radon-Nikodym 导数 , 记 为 dv/dy. 

今后 我 们 用 МЕ) 表示 (E*,B(E*)) 上 满足 条 件 (СА) 或 
(C.E) 的 测度 全 体 . 

定理 4.13 HO < B < coo,v X (E*,B(E*)) 上 的 一 有 限 测 
度 . 

1) 假定 v 满足 定理 4.10 中 的 条 件 (CO Фр > p 满足 

lpr lis < со. ШЖ e» (1-8) В 


q > loga( |0 |е) М е2С221+? |; |2,5 з 
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d r лж" if нару рц, TENET 
PES (greg © Kw E 201—2 6+11— 8) | 1/2 


r . ' ' r. altaat э, 2 —1/Z2 
* d --2 tiop Ils {1 -2 te С ‘Top lisa] 4 29) 


2) 假定” BLESS 4.11 中 的 条 件 1C. mna SEX, fi 
得 (2.42) 成 立 ， 且 使 Ge Ta < e 则 有 
d 
PER no{de (de) 


“(feof esto) о, 


证 明 1) 由 (4.24) 及 定理 44 直接 推 得 . 往 证 2). Mk v € (Е). 
H (2.43) 得 


_2 
| pia) |< WlipweCrexp| ele Л}, 


其 中 C, 由 (2.42) ЖН. 于 是 我 们 有 


(rsen = |f evan 


-二 
< Р.С А f exp{ elz| 2 фаш), 


OSE ЖЕЙ (4.30). 1 
作为 定理 4.13 及 定理 4.9 的 一 个 推论 ， 我 们 有 
定理 414 WE Oz 38 xl, (oun > 11 A (А ВЕ) 上 一 列 有 
Gee i SE. eee 
(vie Ek e No (p, (Wi). n > 1) 为 IR PAD Cauchy Fih 
(2) FAUT CE) AID JM 
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(2a) fr p > O, K > 0,C > 0, 使 得 


d. 26 { (dz j| < x*c? (Qo by!) ane. 
fe Phe ine. (4.31) 


(2b) FEA p> 0,€ 20, K > 0, 使 得 
E" 
则 存在 (E*.B(E")) E— S BR RE v, 使 得 


lim pay, = / ойи, No € (EY. (4 33) 

n—o f ms pe 
证 明 AA, RR 11) A (433) 村 一 切 w EP 成立. 5 

一 方面 ， 由 定理 4.13 知 ， 条 件 (2а) 或 (2b) # e (de,/dn n > 1} 

在 (E)'? AR, dk {dvn/dpn > 1) Æ (E)? mail RPE t. 

ЖФ 显然 Ф 为 正 的 ， 敬 由 定理 4.9, 名 对 应 于 (E* BEY 上 的 一 

4 PR HE ». BED Ф = dv/du. 于 是 (4.33) 成 立 . i 
ВЕ 11.29 A (E* BIE ERTA BB Br. < 


1⁄4 +r B) = f {БВ — зно), YB Є B(E'*) , (4.34) 
Е: 


Жол * Ñ vy E p> BU ERR. 

下 一 定理 表明 ， AAP(E*) eRe. 

定理 4.15 设 0<8< +o, €E MP(E"), Wl r * r € 
M*(F^), Bis 


— M 一 —— д -一 一 o F(/2). (4.33) 


Kp F2) anal 2.22 定义 . 
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证 明 5 @ c (E)-2. & М? HEH n- BH, MJ vf € E # 
Мр) = (Ф, WEY) = (Фо F(/2), 1,(/9")). (A.36) 


$2414) BI HI M1, M 及 Mna 分别 表示 ve A r eve BJ n- ИБ. 
WW Yf c E, 由 (4.36) Ж (3.16) 得 


йл) = | (Qn vada) 
- | / (fat yy wi (dz)vz(dy) 
Br dt E" 
= / 0 ((f,z) а) (dava (dy) 
E* ЈЕ" 


=> É sen o F(V2), I (F9^)) 
[os o F(V2), L, (97 5))) 
- (C. o (va jo $2 2 o (УЗ), In F"))) 


(i. T M" WP. 


由 此 立 得 定理 绪论 ， и 
定理 4.16 {0 € 8 < +оо, ре MP(E*),y € E*, & 


u (8) 2 (B —y), VB c В(Е"), 
则 L^ c MPE”), HE 
(4.37) 


特别 有 dy, dn = Ey. 
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uEBB RANA O 


йө) = f dade) = | (onam 
= (he) + U.) vam 


-X AU 


k=O 


E F( V3) o Ey, I, (9^). 


由 此 推 得 (4.37). | 1 


44 应 用 于 P 量子 场 


本 节 将 简要 介绍 白 碟 声 分 析 在 量子 场 论 中 的 一 个 应 用 一 一 证 
明 nen 场 可 通过 一 个 正 Hida Г AAKER (РЁ, Potthoff- 
Streit] 2] ), 

А H AA Hilbert 空间 ， 其 内 积 为 (,-). BRR 上 的 一 个 
KU, BG SUR4) 上 的 一 对 取 值 于 Н hA GAAT 
映射 (9,7), 满足 如 下 SUR et eR: 


ACF), Фе] = [m (f), z (g)] = 0, 


(0), 6G] = =(f, 9)o, (4.38) 


其 中 f,g € SUR), C,-)o 表示 LA (R7) 中 的 内 积 、 场 的 动力 学 由 天 
PREA ERRAT НО Hamilton PTF) KR. 通常 假 
ER En TX BK: 


[Eap = zn. (4.89) 
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由 果 采用 Weyl FPU) = #9 X V(f) = oP, MJ (4.38) 可 
pr AR h F WJ Weyl X3: 


U(f)U(g) = Ово), VOV) S= V + 9), 


| pe. (4.40) 
U(f)V(g) = V(g)U(f)e "9^. 
ЖЫ (4.39) BY Beg AK 
UA) = ОРТ) +; (f, Do U ( f), (4.41) 
或 者 等 价 地 ， 
IU }), [H, U(g)]| — (У, g)oUtf + g). (4.42) 


Sh, PEATE AR E t EB — IS Ге IERE 的 实 特征 向 量 Q € H, 
使 得 HO = 09 称 为 真空 态 . HBUafBoETIE—BOBO TORR 
T? = Ту, 称 为 时 间 反 转 ， 使 得 


OTU()T = UH), TV(f)T = VN), 


| (4.43) 
THT =H, TQ = Q. 


我 们 称 三 元 组 (Ф,Н,О) 为 一 个 典 则 量子 场 . 
Шая о ox 看 成 算 子 值 分 布 ple) aie) 即 形式 上 有 


of) = fetis, af) = f ma) fade, 


则 可 如 下 定义 随时 间 变 化 的 场 ， 


plt, z) = exp(itH \o(z)exp(—itH}, tcm, 
T(f,zr) = exp(tH)m(x)exp(—Ó5H), t= I. 


Б = Я (Ф, Н, 11) 运 同 由 时 变 场 生成 的 代 煞 上 的 一 Poincaré 
构成 相对 论 性 不 变 的 典 则 曲子 场 论 . 构造 非 平 见 的 4 维 典 划 量子 
场 论 至 今 仍 是 一 个 公开 问题 . 
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EM 4.17 4 (6.8.0) д Е Р). 如 此 对 任意 fig & 
SUR), 有 (РО © DUA), Ш (4.40) 及 (4.41) nT EAE 63 


Oo HULA) = z (/.g) (U PUI). (4.44) 


He (4.44) xt Araki Z. 
ЕУ 4.18 METER ody 20 R pe Ng, 使 得 Vf € 
SUR"), 作为 D, = {Ffo n: Fe SUR)} FE BJ Mae kr 


+f) < aH + BISE + y, (4.45) 


其 中 |-|, AH d HERTE DUR 上 定义 的 范 数 (参见 第 一 章 
3.2 47), 则 称 ф- FERRO. 

定理 4.19 Bet (p, H, 满足 Araki XE HS SG AH, WHE 
— (iE Ша P Me eg ze (SUR), 使得 


(n, e 70) = (E, er, fe SUR"). (4.46) 


ле Я PJ uE BE OR EE A (4.45) 式 得 到 如 下 估计 : 存在 常数 
F H m ГЕ, B, ~) 使 得 vn = IN 


(Qa fi") < к“! Да, f esum. (4.47) 


ШЕЕ fo (Qe MMe: 是 US PR, Mimi 29 知 
存在 三 E (S(IR2))* (446) лз. = ЕКЕШ mp Hm 
正定 性 推 得 { 见 引 理 4.8).— BEET ARAH (4.47) 从 定理 
4.3 73. 

КОДУН АЕР 4.19 НЕ AHER FRI РФ) 场 可 以 用 
一 个 正 Hida Г Л. 4 m? > 0.2097 LAUR) ЕЧ 
ШУН /-A+im PREM B ES r. 设 1> 0, 令 Ap 为 
L GE i Lagat Dirichict 边界 条 件 的 Laplace AF, HES wp = 
vV—Ap-t m?, 我们 仍 用 wp # лош Lum LNB Rae. F 
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面 用 a 统一 表示 шу EX wp. $ p AR EREE Gauss WAE. 
vf e SOUR), 我 们 定义 Pde EM AHR oan F: 


di f) — D^ ag T Dar 
1 * 
Ho = 3 У Diane, Putten 
k 


其 中 (ex, k € IN} X LR) 的 一 标准 正 交 基 , 且 每 个 ek 属于 S (I). 
RANE 39 ó, RF wH Wick WR. 
[n/2 
07 = S (= (J) ek - пасуда 


k—D 


E PP 为 一 实 多 项 式 ， BEP 满足 如 下 两 条 件 之 一 : 


ат. 
(Н1) P(x) = 入 apu", п Є IN, A, do, > Ü, Мт? RE Л, 
k=0 


(H2) — P(w) = Y гари + bu, a, > 0. 
k=0 
设 lŠóra n € IN} C SUR) AE S" (JR) 中 定义 在 t 处 的 Dirac d- ER 
数 ó, mm. + 


Vin = / | P( $i(61,n)) : dt. 


可 证 (A Simon[1]): іш. Vin = Vi, B Vi BF Z^(u), Vp > 1. 于 
是 作为 乘积 算 子 ，Wi EXT Lie) Ей ARMAT ( 仍 记 为 И). 
我 们 用 H, 表示 L(a) rh KR BLAS H + V, Bb Ë Seti, 
JF 

H; = H, — inf spec Hj. 
则 H 有 唯一 真空 态 О, € DG). 可 以 验证 ， V> 0,(6, Hi, 0) Ж 
Ж Araki 关系 并 有 从 PL: 


+ó((f) € <H, + BE + y, 
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其 中 a,8 和 ~ 不 依赖 于 1 > 0， 于 是 由 定理 419, 存在 E, є 
(SIRI, 使 得 


(9%, PO) = (QE, e 7)), f e SUR), 


H.5 (4.47) 相应 的 估计 中 的 K tm js AW T L 此外， 由 量子 场 
论 中 的 一 已 知 结 果 ， 存 在 一 复 Hilbert 空间 КОЮ SUR) LEAT 
СФВИ ТАЕМНА ó RK 中 某 实 的 单位 向 量 oO, 使 得 
Vf € SUR), 


Jim (01,600) = (Q, eg)... 
我 们 称 (Ф,К,О) A Pi- BTM. 由 定理 210 4, FES Є 


(SURDI 使 得 | 
(О, FAO) = (Е, e'"Wry, (4.48) 
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н MUZA Ah АЕТ 


81. ГОХУЈА W 


一 章 我 们 建立 了 白 噪 声 分 析 的 一 般 框架 ， 在 本 节 我 们 将 对 
ГА ЛАЗЕ ЯТ EN: 4E (Scaling) 变换 ， 推 移 和 
Sobolev fi, BEBE LAE. SUES} AR АРЕ E АТ SRY 
用 是 很 关键 的 ， 本 节 恒 假定 0< < ос. 


1.1 刻度 变换 


cy SS VU SF EB 2.18 1, (Еур= Ат (Е). 对 e € (К) RA 
H Xx oe B] Ep LAAT Eh. BEA cE RINE (Е) 
X HI BE "P 





тут) = GlAxr), rc E". (1.1) 


BR ay € ATSCE'). FR oy 为 (EY BJ (E) 中 的 线性 算 子 ， 
我 们 称 z, 为 刻度 变换 . 

为 了 研究 刻度 变换 ， 我 们 需要 引进 一 个 数 乘 和 的 二 次 量子 化 
WT LOA). 这 一 算 子 将 在 今后 常 被 用 到 ， 

Ë Xe ре (Е), әз {fo}. + 


P(A) ~ {АРА}. (1.2) 


HS, TO) 是 (E) 及 (ЕУ 上 的 连续 线性 算 子 ， 事 实 上 ， 
FA x 0, 我 们 有 


iL CA], yo- log, A|,—5 一 hello. gp ETa vp Є: Zq € IR. (1.3) 


FEAH cx 为 GEM. EAE SEE T. BW Y axe 
M apu sf. ШУК, ESI Y ox ВЧ р о] BIA. ix PE 
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—4t THX Ek 215 [H] HS 


А, АЫ A^ dé as A РК tE SS RISUS 
WERT. А УХТ CL Fire Bi. 


定理 1.1 re A EG pel (Ey. с {ДА 4 GA ~ {hy}, 则 有 


(n + 21)! 


hx att = рэ — 1): по! (re E Fata) * 


(1.4) 





其 中 级 数 在 ЕЙ" psike. ЖУК, RIE 


Y — 


F(A)G o FIAJ VG € (E). (1.5) 


(0, G)) = (Cy. 


其 中 F(A) 如 第 四 章 例 2.22 定义 特别， c, 为 (Е) 到 (E). 中 


WEARERS, HORTA 


ZG —T(À)Go FO) VG e (E)Z , (1.6) 


它 是 从 (Gg 到 (5)z3 中 的 连续 线性 算 子 . 
证 明 首先 ， 我 们 证 明和 如 下 公式 ， Ve e Е", 有 


[vif 2] А a 
yem = (^ – 1)" А ， Z Е 
(Аа): =a! > EK (п — 26) i g n T8) LEN (1.7) 


jx — Zr a 5; Mor (А9) BU, АНЕ B SE eR. 事实 上 ， 
Xp ff t 8 R f e E. ROA 


a — D" А 7 Ik pO 


比较 1" BU Ae By ROG (1.7). 
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Hep € NN 使 得 H, #J H DEARA L, Hübert-Schmidt 
算 子 ， 则 由 第 四 章 (2.53) A 


| (TK, foo lex 8 | farar |>; 


由 此 容易 验证 (1.4) 中 的 级 数 在 ES" 中 绝对 收复， 于 是 由 (1.7) 知 


Y (ha: 28%  — @(Xz). 
т<) 
jx # HH OS? 7 {hy }. 
Xu G € (E)g^,G ~ {gn}. 则 由 (1.4) 得 


Vx 


nn, gn) = Y (n 2 OSEBA" gn, fa) 
i= 
由 此 利用 第 四 章 (2.52) 及 Wick FAR BIA (3.16) 便 得 (1.5). 
由 (1.5). (1.3) 及 第 四 章 (3.17) 易 证 (参见 第 四 章 定 理 4.1 的 
证 明 ): Xr p € IN, q > 0, 89 2* > |A? — 1| lop 则 Ye (1— 8)* 
有 


lesele g- 2102, Al A 
р -g+ — 
< (12780-0) y? lb а a l Fl - p a. n 


(1.8) 
由 此 推 知 c, X (E)E 到 (EYE 的 连续 线性 算 子 ， 由 (1.5) An o 的 
ХНЕУ c3 H (1.6) 给 出 ， E 


ik 1 由 (1.8) 知 dE pe N,q > 0, 使 得 24 > JA? — |2, |l, 
则 Ve > (1-8)*, ex 可 以 延 拓 为 从 (Apate ple 到 (H, ç—2 log, A Oe 
的 有 界线 性 算 子 ， | 
iE 2 对 比 第 四 章 (4.6) RAW (1.5), 我 们 有 
R^ -r((v2) Jo 5. (1.9) 
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由 此 推 知 
R = o ug, T(V2). (1.10) 


注 3 由 第 四 章 (3.5) ZA WEB Vec(E) M— xe X С 8] 
(ES rh xe RAE, ЗЕН YG e (Е) 2°, à (oe. Gh Ж € Et 
XE ER Ж. 


1.2 推移 算 子 与 Sobolev 微分 
H yE (Eley € Ey Ф 
typl) = ply + z), r € E". (1.11) 


BR ry E (E). TRADER 7, 为 推移 算 子 . 由 第 四 章 (1.4) 我 们 有 
(ety := Í (e+ y + iz) ulde} 
Et 
= y (x) 29%. BySP-* | (1.12) 


于 是 ， 采 用 与 定理 LI 的 类 似 证 明 ， 我 们 得 到 
定理 1.2 Bye Ete € (LV, ро {fa} & ye {В}, MI 
有 


(oi аа 
其 中 级 数 在 ES" PTR. 此外， 我 们 有 
(00 (rye Gy) = (e Go Ey)) YG є (Eye. (1.14) 
特别 ， т, 为 (E) 到 (Eye 的 连续 线性 算 子 ， 其 对 侦 算 子 为 
TG = Go ë, , VG € (Ea. (1.15) 
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ЖЬ, SEER € (E)p y ony 为 Ep 8) (E), ВЕ EMH. 
+O) ре 2,96 Rr > —1, ME 114 RP VES (3.17) 
few, Уу Hype. > (13—r)*. А 


Т acu ta 
Тура SO-2* Aor yol ^2 oll ageerl full Boog ors (1.18) 


这 时 ， cy АГЕНТА ЛА (Asse do 到 (Ha a r): PMA RAY 
OF. Sal, Ay € Le, WU +, 可 以 延 拓 成 为 从 (ЕР 到 (ЕСУ 的 
连续 线性 算 子 ， 且 有 
(rp Gh) = (lg, Goé,)) Vo € (E), G € (Е). (1.14)' 
(2) iz p € 0,46 R e> lye H Le 使 得 ul, < 277, WA 


Ty Shed z(1-2^ s) 71 РУ yey ||- —p,-g.-1 


这 时 z, 可 以 延 拓 为 从 (Ay gale 到 (H, ,ei)e 的 有 界线 性 算 子 . 
(3) & 0 < 8 <1, v € (Е), n € Eo, WE (1.14) A 


S{rap)(é) = Spln + £). 


下 面 我 们 从 推移 算 子 出 发 定义 EYE 中 的 微分 运算 . 
H рє (Е), ує Ер m (114) Mi: VG e (E)? 


Тр — Lum d £y u 1, 
lim (( ; OG) = lim (e. Go- ; 一 


n = (yg, G o Hh (y 2 


于 是 ， 我 们 可 以 通过 如 下 关系 式 定义 (E)Z 8] (5) 的 一 个 连续 线 
YET T D: 
(Dye Gi) = (o, Go hyhi. (1.17) 


我 们 称 D, Xi Sobolev 微分 (BF). IH (117) 容易 看 出 : Жоо 
{fa}. l 则 D Do ~ {ha}, 其 中 


Lm — (n + 1)ty. fa+1) TC EN y. (1.18) 
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Hb (1.17) 及 第 四 章 (3.17) 容易 证 明 
定理 1.3 pe Z, qr € Hh, ye Hpo Witt e> ee oni 
可 以 延 扫 感 为 从 (Apter le Bl (Ap ge PRR £b YE EL T 
我 们 有 
| рь» < C, 2 Це, yter. (1.19) 
其 中 | 
ne = = Be 
Tr]. SHEE E "m ‚у Dy 为 Eg. 到 (Б, li ves ph SJ, 
对 任意 у € (Eg? Dy 为 Eq 到 (By BJ E SERA, 对 任 
Ey € Epp Do А (Буг 到 (Е) 的 连续 映射 对 任意 # & 
Epp-—Dyp X (E)g^ 8 (E) 的 连续 映射 ， 
定理 1.4 (l рє Z q =e Rr> -le> -rnt pe 
(Ноа) ye H yan 则 有 


lim | WR - Dells qs = 0. (1.20) 


10 
(2) рє ае Re» 2p € (H, 4.) y € Hp, 则 有 
lim pu р, = 9. (1.21) 
(3338 0€ 8 « Y, ре (E), n € Eg, MA 
SD,e(£) = lim 2 СА Tin) 一 SP 人 上 (1.22) 
WERA (1) H (1.14) 和 (1.17) 88. YG e (E)IT, 
(THEY. Dye G)) = (e Go (291 Dn) 
T b ИЕ (3.17) 得 


| (RE c Duy, Gy | | 
а mm 





& «ве |С 1-а 1 ОЕТ 


269 - 


HAF r+ 1 > 0, 


lo" 
> REO, —q.—T 一 lim ТЭЭ (m!) yer ee у? = 0, 





, E 
lim || 2 
110 


49 (1.20). 

(2) H ХЕТ Ply? < 279, Aline AEL RRE 
HAS (1) 和 的 证 明 类 似 (利用 定理 1.2 的 注 (2)). 

(3) 出 定理 1.2 的 注 (3) ЖЧ. I 

Ж 1.5 Hype (EY. y € E*, Sow y FAM Gâteaux Pñ ^r 
处 处 存在 ， 且 等 于 Dy. 

WEBB 由 上 一 定理 知 ， (nye )/t ХЕ (Е) PRAT Рур. 于 
是 Vy =€ Е*, 


- iv) — 2 _ 
tO t :[O £ 


= (Dye, 62)) = Dye(a). ' 


FERAT ME BB Taylor RF. 
定理 1.6 (1) ux p € Z,q € I, т> —L, pE (Hy ae). 则 对 
у Є H sc 有 


rp = 》 ZDE, (1.23) 
k=0 ` 
其 中 对 任意 е > (1 — rj#+， 级 数 在 (Н) PMC. ЖЫЙ, Ж 
o € (E), 则 对 一 切 a, y c Е" 有 


~~ j] — 
@(z+ v) = > ri Dhe(z). (1.24) 
k=0 ` 


(2) e p € Z,q € R, y € (H,;—-i)e. WE y€ Hype, HB 
lyl2, < 27%, Д (1.23) 成 立 , 其 中 级 数 对 任意 ce > 2 dE (H, ee 
中 收 敏 . 
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证 明 我 们 只 证 (1), 2) REAR. 由 (1.17) 有 
((D5e, G)) = (P,G o L. (y9*))), YG € (Е). (1.25) 
+J Ve > (1 т), 
IDF ellaa—er < Crella Lely?" i s. 
HEHE (1.24) 右边 的 级 数 在 (Apes te PUR. УК (1.25) 


AH: YG € (Eyl, 


(Gve,G) = У g (De. G). 
k=( 
于 是 有 (1.23).(1.24) (1.23) HARE. š 
下 一 定理 概 揪 了 微分 算 子 的 一 些 主要 性 质 . 
定理 1.7 yz E Р, En € Es) € (E), BG є (Eg, 
则 有 


D, (eg = Dye + oD, 0, (1.26) 
Di(pF) = FDep + DF, (1.27) 
Р,(роф) = vo Dyp + eo Рф, (1.28) 
DF oG) = Go D; P + Fo DG, (1.29) 
(Dy + Die = Һ (у)е, (1.30) 
(De + DD)F = M (£) F, (1.31) 
D, D,e = D,Dy¢, (1.32) 
 D;D,F = Рр, (1.33) 
D: DIF = D:D: F, (1.34) 
(DyDe — РёР,)р = (y. Ov, (1.35) 
(Dp Dy — Di De) F = (u, €)F, (1.36) 
D:(eF) + FDeyp = pDiF, (1.37) 
Р (ФЕ) + pDeF = FD: e, (1.38) 
Dy (eb) + eDyb = v Dio. (1.39) 
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WEAR & ££. € Bann € No. X2 Sh wu. (1220) XT шо = We 
y= WE Mw, (1.28) 43 oz L£) Be = LITT) НАЗ. 于 
ЖЕН ЗЕН (sk Wick 积 ) 及 微分 运算 的 线性 和 连续 性 推 知 (1.26) 及 
(1.28) 7—7 e. v © (E) MSE. 在 (1.26), (1.28) rh, W Yn € (Er, 
on € (Е), 使 得 Yn — F. pn > С, 即 得 (1.27) 及 (129). 

由 第 四 章 (3.10) 的 推广 形式 容易 看 出 (1.30) 对 o = LP) 
成 立 ， 其 中 fe Eg. 于 是 基于 同样 理由 ， (1.30) 对 一 切 o € (Е), 
成 立 ， 从 而 (1.31) 也 成 立 。 (1.34) 显然 成 立 ， 从 而 (1.32) АЎ, ЗУ, 
By ERY (1.33) tR ал. Ay (128) 得 

Бур е = Dy(h(&)° e) = vo D, (8) + B (Š) $ Dye 
= a jp + РЕР, 
此 即 (1.35). 由 (1.29) 类 似 可 证 (1.36). 
最 后 由 (1.26) 得 
(Del pF), vy + UF Dey, e$» 
= (ЕР, Deby) + (ЦӘ р, F)) 
= (PD + eDey, Куу = (Del pd), F)) 
= (Gov, DEF) = (QD Fab), 
故 (1.37) 得 证 ， 类 似 可 证 (1.38) 及 (1.39). 


1.8 梯度 算 子 与 散 度 算 子 


在 第 三 章 我 们 引进 了 梯度 算 子 和 散 度 算 子 ， 现 在 我 们 在 白 品 
MER PEWELRET RS. 由 第 四 章 定 理 1.6 4d, ЧИЕ 
HEA FERIS j2 РЕЛЕ [Н] Н] ЭЕ ЖЕНИ НЫНЕ А.З! Meyer- Watanabe Ж 
0002 РЕ SS ир, Bj Fm z S h ee Bo А БУ 
T.-F AY Ze SE БЕД. 

LP Re 0 < 3 < oc. 

定义 1.8 dto c(E)n^. EE 13 SF rit Dp e 
кр (Б). #18 


р, ES op = (Dey, i), € € Ege i € (Еур. (1.40) 


HARK Dp Ao BJ BRE. 
BE ре (Lye WW H EE ІЗ Ш, Гре Ero (Е), FAH 


(Dey BP) = (Рур, 9), ve Eg v € (Б). (1.41) 


EX 1.9 W FcErL&(E)f^ 则 存在 唯一 的 D*F e (By. 
使 得 
UDF ph = (UF, Dy), v € (ЕУ. (1.42) 
我 们 称 DF XJ FRE. 
ШЖ Fc Ec @ (ЕУ 则 由 定理 13 4, рє (Бу, 并 且 有 


(ШЕ, p)) = (PF Do, ge (E)Z . (1.43) 


定理 1.10 DAM (Е)? 到 Ezo (E): 中 的 连续 线性 算 子 ， 
H (1.43) 定义 的 D" 为 万 的 对 偶 算 子 ， 它 为 从 Eee (EY? 8| (E)? 
中 的 连续 线性 算 子 . D 到 (Еу LMR ai (Е) 3JJ Eee (E)? p 
的 连续 线性 算 子 ， (1.42) 定义 的 D* 是 上 述 D 的 连续 延 折 ， 它 
是 从 Eze (Е) 到 y^ 的 连续 线性 算 子 ， 

我 们 称 DD 为 HERT. 称 D 为 WEN T. 

证 明 直接 从 前 面 的 定义 及 定理 1.3 推 得 І 

下 一 定理 分 别 通 过 D 及 D* 给 出 了 Dy 及 D! 的 一 个 表示 . 

定理 1.11 设 ye Eg £ Enyce (Rip ,ye (5. 则 有 


Dyw = (Duy, Dep = (De £), (1.44) 
De = D* (z ® фр), (1.45) 


证 明 我 们 有 


Do.) = (Dé. y & v) 
Dewey, ve € (Ege? 


| 


W (144) 第 一 式 得 证 ， 闻 理 证 证 第 二 式 . 


ATAS 


” 另 一 方面 ， 我 们 有 


(D'(y @ e), th = (у 9v, Do») 
= ((y, Dy) = (Dro, 0)), V9 € (Ер, 


ЁК (1.45) 得 证 . 

在 白 噪 声 框架 下 ， 我 们 也 可 以 定义 计数 算 子 NE: Bye 
(Е) 0, v ~ tha} No nf.) WAREN N A (Буг 及 (Ee 
中 的 连续 线性 算 子 ， 

定理 1.12 我 们 有 

N = D° D. (1.46) 

证 明 首先 ， 由 定理 1.10 B H: D*D 为 (EZ 及 (E) eH 
连续 线性 算 子 ,另外 ,由 第 二 章 命题 3.2 XL N 5 D*D fE (E)Z 
ВЧ — aa RE, (146) RI. i 

下 面 我 们 在 一 个 经 典 的 白 噪声 分 析 框 架 下 研究 梯度 和 散 度 算 
子 . 我 们 将 采用 第 四 章 1.3 节 中 的 记号 . + {e,i > 0} HH A MATE 
向 量 构成 的 五 的 一 个 标准 正 交 基 ， 其 对 应 的 本 征 值 为 TA. > 0}. 
依 假定 ， 存 在 po > 0, ELLA < оо. 

定理 1.13 W e € (E)e (e € (E)g), WE 


De = 5 `e; 9 D, (1.47) 
j—0 
ЕФ Боо (Eje (相应 地 ， Е (Еу) rui. 
证 明 由 于 |ejlp = X2,p € IR. WE (1.19) 容易 证 明 (1.47) 中 
缓 数 的 收 伍 性 ， 此 外， 对 Vf E 五 我们 有 


(Ye @ Duo / ® &) = Y fe (De Ea) 


3= Ü j=0 


= > du. ej (D, Ej BEz) = (Dy, f @ £g) 
j=0 
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页 有 (1.47). 5 
Ж 1.14 Wwe (Еш уе Ez (e € (Epy Ег), WA 


Dye 一 Sty, ei}De, Ps (1.48) 


2—0 


ЕФЕ (Eje {相应 地 ， (Ep Pus. 
证 了 明 直接 由 (1.47) 及 (1.44) HEA. 
定理 1.15 i рє (E)e,u Eee (E)% y € Eg), WA 


Diy = diye) Die, (1.49) 


3—0 


其 中 级 数 在 (Е) (УНЫ, (Ep PEC 
证 阴 显然 我 们 有 


#®ф = (eje; 8v, (1.50) 


j=0 


其 中 级 数 在 Ec@(E)e ARH, ЕБ®(Е р) Pest. 于 是 由 (1.50) 
及 (1.45) 推 得 (1.49). 


82. р XT IRI" ПЧ ЖЕБЕ ЕЕ T 


ЖЕ Н+ Е, FO К — F AWS Gel'fand 三 元 组 . 
由 第 四 章 定 理 1.5 下 面 的 注 ， 我 们 对 pe 2,0,8 є R, 可 以 定义 
Hilbert 空间 (Hoga) 及 (К.да). BRT A MA (Hy, a а, Je 到 | 
(K 5, as alo 中 的 有 界线 性 算 子 或 从 (E): 到 (FZ 中 的 连续 
线性 算 子 . 对 Hilbert 空间 X,Y, 我们 用 CCX, Y ) ЖА Х Ж ГУ 
中 的 连续 ( 即 有 界 ) 线性 算 子 的 全 体 . 以 下 也 用 CU(E) (rye) 表 
mA CE) 到 (F)E? 中 的 连续 线性 算 子 的 全 体 . 
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2.1 算 子 的 象征 与 混沌 分 解 


BE 5.0 <1. ЖАЄ C(UL, .a8: Je, (Kp -92,-62)e)- 令 
f e Eng € Fo 由 于 假定 了 Bi, Ba < 1 我 从 有 E € (Ho нз) 
Eg e (K pagada lE 于 是 可 定义 Egr x Fg EAT dn TFA: 


A(f,g) = ((A£5,£,)), f € Ee,g € Fe. (2.1) 


我 们 称 ATE E x 下 上 的 限制 为 A 的 象征 (symbol) BR, AT 
被 它 的 得 征 唯 一 决定 . 

E 设 0<B,PBo «1. MRA LUBY (FP) WE À зро 
-— Bb ESE š HRA Er x ЕД 上 .如果 Ae Zü E) (Fy), MU A 
可 以 唯 -地 连续 延 拓 到 ELx Fr E, SRO A 表示 这 一 延 拓 . 

F-a A 2.8 的 一 种 推广 . 

引 理 2.1 S BA < 1G Җ Ex F ERS AMR, ЖЕ ЕК 

(C1) Vi, g1 € E, fa, go ЄР, PAST (z,w)—9 G(gi- z o. ga +u fa) 
ETE LA SRT ER ( 仍 记 为 G); 

(C2) 存在 常数 С, Ку, Ko >0,p p: € Z, 使 得 


IGz f 09) £C expl Ki(Iz|i flo, ) = + Ka(|wllg|z;)*72 }, 


2.2 
feFgceFzwcd. 22) 


如 Ж m > Pi. Ph > рә, TE TS Ip. pt [HS < OQ, ро |198 < бо, A 
qi: qu йй AL 
Ar AEQ, 51-81? 2 
29 > e GLA Eset lis: 


m (2.3) 
27 > e? (PEE)! |, DE. 


HFE A € DH y, d des (KR Vo Lp. в. es d A(f. g) = G(f, g). 
此 外 ， 我 们 有 


21|. л, аз, 8а < C" е as FN (2.4) 
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ч 


其 中 
C С - 27^ (25-179. „ |) 


2.9 
x (1—279e e?(2K& 176 j^. ( ) 


l! PaPa Hits) 


АҢ 首先 , 与 第 四 章 引 理 2.7 SAE, Сон] Bhuji hk 
为 Bg x Fe ЕЙ 1л 6. 于 是 我 们 有 如 下 的 Taylor ÆR: 


G(zf,wg) = y Gi n(g, fw z", feE,ge Еш,2є Ф (2.8) 


i m= 


其 中 Gimlg, f) H Cauchy 公式 给 出 : 





G(zf,wg) 
Gum (9, f) = (Z= vf. / n. "digni da dw. (2.7) 


由 于 Gra (g, JRF f Re HEE MP LMP KERMA, oH 
Schwartz 核定 理 易 知 ， 存 在 aim € Pret e Een, 使 得 


latm g9' @ f°") = Gru(g, f), f e E,gc F. (2.8) 


+ БЧЖК] 2.8 的 证 明 完 全 类 似 ， 我 们 可 以 得 到 ar. 的 如 下 范 


lar] ps ри cC? (m!)^ -1 (me —1 [e^ ( Z 2F y gre] 


2| 2K, ү1— 
x [e^ (45517 Yl 


dpi p, IE 3 tld, Pip) ‚|| е 9 


我 们 定义 一 算 子 4 € CH a n )e (К,а, )a) BB F: 
[24 Ф = (Hp: 1.81 JOP ы thr}; 令 


= S ` maim, fm} (2.10) 


r= (ü 





出 有 


no 2 
А2, < (> m!lat mol ppt Ды) 


m= 


Сял 
2 1—3. 9 2 
< «leor aso. > (m!) mom lat ml ps p- 
THz} (2.11) 


Hoan Ap ~ {hi}, ШЕ (2.11) K (2.9) 5 SANE RS (2.4). 此 处 ， 


由 (2.10),(2.8) 及 (2.6) 立刻 看 出 À = G. t 
E 在 引 理 的 条 件 下 ， 对 一 切 L m > 0, 2 
Aime = mii (atm, fm?) (2.12) 


其 中 ye (Hy a )e 2 n {fa}, Tit Vl, m € №, 
Aim e E (UH gi udi Je, (K>, —q2, _p, Je), 


HA 


=x Cx 


A= УУ AL. (2.13) 


m=0 [z0 


我 们 称 (2.13) 为 算 子 4 的 混沌 分 解 . 我 们 有 


а ча c oo 
JAI? = УУ А2, 3 [Аша < оо, 
i=) m=0 m= 


这 里 || .|| 为 有 界 算 子 的 范 数 . ЖУ, VE o e (H rar tae ~ АЈ), 
V € (K ur qa Ba ay © {8}, MI 


(Ae, V) = 5 Ита fa); (2.14) 


Lm=o 


FP 8 А tH aK. 
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HI t Y 77 


EX 2.2 W 0 < A < 1,.0< 5, < 1, G Z E x F LAA fŠ pR 
数 ， 如 果 它 满足 引 理 2.1 的 条 件 (C1) 及 (C2), 则 称 G 为 Up, в,- 
iE dh. 

下 一 定理 给 出 了 算 子 的 象征 刻画 . 

定理 2.3 HOS < 1.0 < 5 <1. AB Ex F ENB 
函数 G 是 某 个 算 子 Ac LEG (Fo) 的 象征 ， 必 须 且 只 需 G 
Al Ua, a,- 12.0. 

证 明 UA ELET, (Po), Mj A’ e LUPE, (E). 由 
+ 

А(}, g) = (A£5,£5)) = S(A*£,)(f). 

RAB ER AA Una ZR. 反之, HGH Uag ER, ДН 
第 四 章 引 理 2.7 的 同样 证 明 可 证 : 


IG(£, m| € C exp{ (£z ^ Inl ^ ),£ € Een € Fo, 
其 中 CK’ 为 如 下 常数 : HRO< p<, 
C = C(1 — py + sa) K' = (262) t 130) Ky RE 


特别 ， G 满足 引 理 21 WA (C2). 因此 由 引 理 2.1 知 ，G 为 某 
个 算 子 Ас (ЕУ? ,(Е) 2 的 象征 . " 
定理 2.4 W 0 < A < 1,0 < 5 < 1. ABEx 上 的 一 香 值 
Ma G 是 某 个 算 子 4 c (EG (PG) 的 和 象征， 必须 县 只 需 它 满 
足 引 理 2.1 HR (C1) 及 如 下 条 件 : 
(СЗ) Ypo > 0, Ve > 0 ЕС > О, > 0, FA 


IG(zf,we)| <Cexp[e[(|z||f|,, ) 9 + (hollə|_,, ) #71} 
Feb, g £ F. zwet (2.15) 


ША 必要 性 容易 验证 ， 往 证 充分 性 ， 对 任 给 ps > 0,gz > O, 
ERE pa > рь 使 得 [Tom ils < oo, FR e> 0 足够 小 ， 使 得 


27Ф > ett 2 


i yi + Beit 


Iy p; llits 
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对 此 四 及 e, BEAR C > 0p, > 0. 使 得 (2.15) RY. XP] AMR 
рү > ру É m > 0, 使 得 


2» e (335 y 7 P US Si \нв : 





于 是 由 引 理 2.1 Xl, Ej G 对 应 的 算 子 A 满足 不 等 式 


А11 аа < СӘ ,ap 


其 中 
С = C[(i— 27%? PEL t7 A у is) 
x (1 - 2®е%( 2 year, үз] "7. 
这 表明 A £ C((E)g ,(Е)}?). I 


С ТЕЕ, 我 们 有 定理 2.3 PD P ATER. 

定理 2.5 #0<8,<1,0< B, < 1 (G. n 8 NN) A E x F E 
一 列 Ug, a. iE. I РУЗИЕ Е. 

(1)Vf € Fee FAG gnc ЇЧ} Àj € BR Cauchy F; 

(2) 存在 pi,p2 > 0,C, K > 0 (FE 


| G,,(zf, wg) |< C exp K[(lallfle)) E + (ellglp,) E], z, pus 
令 An 为 以 G 为 象征 的 算 子 ， 则 Vo є (EYE, (Avon € IN) 在 
(Fig PRERA. 

定理 2.6 W 0 < ñ, < 1,0 < 6; < 1,(Q,7,u) 为 一 测度 空间 ， 
аА, AO 3| CEG. (Ele) PAB, A. 为 A 的 象征 . 
ШЖ A, 满足 下 列 条 件 ; 

(vf € E,g € F,A.(f,g) 为 (Q, F) E BJ p pis 

(2) Е K > 0,pi,p2 > 0 ЙО LAER v TRB Cw), 使 得 


X] и-а.е.ш, 


| A, (zf, wg) [C(w) exp(K[(|z||f|,,) =? + (o|lg|y,) 7772], 
vf € E, g€ P. zwet, (2.17) 
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Tal ЖЕЛЕ. p, q > Ü, 使 得 Yo Є (EVE, Wr Aug TE (Кр —q, Bs he 中 
Bochner u[fH, BA 


s( Í дев) о) = | 50) a). (218) 


ik 定理 2.4 也 有 两 个 类 似 推论 . 

现在 转向 研究 CEL (P)g’). W A e CB, W 
A* € £((F) (E)g ). BR, 在 Box Fe 中 存在 0 点 某 个 邻 域 局 ， 
Bs T HM me AEU 中 有 定义 ， 


ACE, q) = ((AEe, Enb (En) €U. (2.19) 


对 固定 £,A(£.-) 为 А& 的 局 部 S- 变换 ， 从 而 A(5,-) € Нок (Fe); 
对 固定 AlO) A AE 的 局 部 S- 变换 ,从 而 Aln) € Holo( Ec). 
B. AU 中 全 纯 ， 我 们 称 4 为 4 的 局 部 象征 . 

下 一 定理 刻画 了 C((E)gj (Pg), 其 证 明 与 第 四 章 定理 2.13 类 
01, BEAR. 

定理 2.7 it G c Holg(Egx Fe). ШЕЕ — H A e C((E)L, (F)ç!), 
使 得 4 的 局 部 象征 4 与 G 在 0 点 某 个 邻 域内 一 致 

借助 于 第 四 章 定 理 2.14 和 定理 2.15, 我 们 得 到 定理 5.7 的 两 
个 重要 推论 . 

定理 2.8 W A, € L((E)p (F)g )n > 1. 如 果 存 在 Bex Fe rp 
0 点 某 个 邻 域 U5, 使 得 每 个 А, EU LAE, (Aun 1) EU 
上 一 致 有 界 , HEU БАК, 则 对 一 切 e (Е), А, n > 1} 
ТЕ (F)g sucer. 

定理 2.9 Bw oA, 为 测度 空间 (0,7, v) 到 C((E)L, (Fp) 
中 的 映射 .假定 存在 Be x Fz 中 0 点 某 个 邻 域 U, BE A, ТЕ 
U 上 有 定义 且 满 足下 列 条 件 : 

(1) V(£,9) € U wi AL (£, n) з AR: 

(2) 存在 非 负 v- WRA Clw), 使 得 对 aew, 


| ALLE, п) |< Clw), V(E,n) e U, 
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ЕТ: ре Nog > 0, HEEB Vo € (E)gw—A.e Æ (Kp s 1) 
中 Bochner 可 积 ， 且 存在 Fe PO REPAY, 使 得 


Т / A. dv(u), £4) = ГА (Aug, £5) dv(u), тє Vç. 


现在 研究 一 般 情 形 СОЕ), (Pe) 的 刻画 . 与 广义 泛 函 情形 
类 似 ， 当 5 > 1 时 ， 由 于 不 能 定义 一 般 广 义 泛 函 的 S- 变换 或 局 部 
5- 变换 ， 我 们 不 能 定义 LEE, (3) 中 元 素 的 象征 或 局 部 象 
4E. 借助 于 第 四 章 84 中 关于 广义 泛 函 矩 刻 画 的 结果 ， 我 们 可 以 给 
出 空间 (Е), (Pg) 的 一 个 统一 刻画 . 

FEH РЕ 及 Pr 表示 BE* 及 F* 上 多 项 式 光 滑 泛 函 的 全 体 . 

定理 2.10 #20 < 81,80 < 90,G 为 Pr x Pr 上 的 一 双 线 性 
型 ， 为 要 存在 一 算 子 Ac (EY (FZ), 使 得 


(Ag, v)) = Glo, Y), v € Pp, o € Pr, (2.20) 


Ws 301 Н Пф Pi, рә > 0, C > Ü K > D, 使 得 Yj, Ç = IN o, 有 


| G(Wi, WH) |< Kc?**(0 2 (e) 2" MU Igi f € E.ge F. 
(2.21) 
证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


2.2 FMN TB S- 变换 与 Wick ЯН 


本 节 恒 假定 0 < 8 < 1. ЖАТК (Е), (E Z) 中 的 元 为 广义 
WF. 设 ye EL HR Dy e (Е), (E), Dt € С((Е)г®, (ЕУ). 
在 量子 物理 中 ， D, 和 Dt 分 别称 为 BRAS 和 WERT. 又 
设 z € Ek M DID, {ЛГ LAF, 但 D, D* 一般 无 意义 (除非 
y € Ee). Ry € Ec, Ш (1.35) 知 


D} Ds = D, D: ~ (в, y). 


“eye Ер, DID, 可 以 形式 地 看 成 上 式 右 端 两 个 无 意义 的 
项 之 差 ， 在 量子 物理 中 ， 把 DID. 称 为 D。D* 的 Wick EERE 
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Wick JF (Wick ordering). Жа ЛЕ бод Wick 编 序 推广 为 
广 党 算 子 的 Wick 积 运 算 . 

上 节 我 们 定 尽 了 广义 算 子 的 象征 .下 工 为 了 今后 记号 的 方 恒 ， 
我 们 引进 广义 算 子 的 S- BR, CR NER S- SRM AAT. 
Alt, ASR Mem F e (Е), ESR BIER RA 
看 成 一 个 广 ARET RAR T). > fig £ Ez, ЩІ 

SF(f +g) = CF Epig)) = (I ££ ie V9 
= ((F£5,£,)e V9 = F(f, 9g)e Чә), 
于 是 对 一 般 的 广义 算 子 A € С((Е)8, (E Z), 我 们 定义 A 的 5-9 
J 为 
A(f,g) = A(f,g)e 9). (2.22) 
现在 我 们 从 广义 算 子 的 S- 变换 来 看 Wick 编 序 ， 我 们 有 
P:D;(f,g) = (Dt DsEy, £j) 
— (D.E r, DE) 
= (z, fiy 9) (Er, Eg)) 
= (т, Ў) (у, g)e ^9. 


于 是 DrD,(f,g) = (z,f){y,9). 另 一 方面 ， 容 易 看 出 
Drif = (y, ge", DP,(f,9) = (m, fe ^9, 
于 是 D(f g) = 人 а}, D. (f, g) = tz, f). 因此 最终 有 
D:D, = D: D,. (2.23) 
下 面 我 们 再 从 广义 算 子 的 5- FRKE US Wick ЯН. 


Ë F,G 8 (E)? . 3 F,G E F o G ARRAS, CHIN S- ЖЕ 
f 4} Fill Ж: | 


F(f,g) = (F£j,£,e- 9 = SF(f + д), 
G(f,g) = SG(f + 9). 
FoG(f,g) = S(F o GF + g) = SF(f + @)SG(f + g). 


(B: 


于 是 我 们 有 
F ç G = Р. (2.24) 


最 后 ， 令 Gpo 及 Ов,—в 表示 LE (Ep 及 CBG (Eg) 
中 元 素 5- 变 搞 的 全 悼 ， 则 容易 由 趾 理 2.3 及 2.4 BH, Gas E 
Свв 都 对 乘积 封闭 . 

基于 上 面 儿 个 方面 的 观察 ， 我 们 引进 如 下 的 

定义 2.11 设 A,B € £((E)S, (E) ^). 以 AB 3 S- 变换 的 算 
FRA AS BK Wick Ў, iiy Ae P, MA 


Ac B = AB. (2.25) 


由 前 面 的 讨论 知 ， 广 义 算 子 的 Wick 积 既是 Wick 编 序 的 推 
I", MEET QE ва Wick 积 的 推广 由 定义 知 ， Wick 积 满足 交换 
律 和 结合 律 ， 此外， LED (ED Ж (ЕУ (Eye) t Wick 积 
为 代数 ， 恒 等 算 子 是 单位 元 . 
下 一 引 理 中 的 Gi) 表明 ， 量 子 物 理 中 算 子 乘积 的 Wick BER 
是 广义 算 子 的 Wick ЯЯ. 
引 理 2.12 设 A, B € LE) (o h y € Ez, ME 
(i) (Ao B)" = A*o Bt; 
(i DioA=D:A, Dyo À = AD,. 
WEBB (i) H K*(f,9) = K(g, f) 推 得 ,其 中 K € (Е), (E) zh). 
往 证 (i). 设 fg € E, 我 们 有 


DIA(S, g) = e 9 (D AEs, £,)) 
=e (AEn DE) 
= ty, g)e" ^9 Af, g) = DO(S, в) AU, g). 


由 此 推 得 (i) 的 第 一 等 式 ， 类 似 可 证 第 二 等 式 , 
定义 2.13 4 


g? = (Sp: e c (Eg, 0789 = (89 : v e (lB). 


‚984. 


在 Gx GP 上 定义 双 线 性 型 (.,) 如 下 ; 
(S35, Sip) = (b, ду), р € (E) 9 € (Е) ?. (2.26) 


38 2.14 X Fe 22, G e 977, X Y A e C((EY (ED, 
B ELF) (E)g h W Vf € Ec, 


F(f4-)e9g9,G(f - )eg ^; (f, )e g8, B(f, ) eg. 


证 明 直接 由 第 四 章 定 理 2.9 及 定理 2.16 HA. I 
引 理 2.15 Bre G Сес, рє Eg MA 


G(f) = (Gye), (2.27) 
(G, Fey = (Gif +5, F5, (2.28) 
(CFG, F} = (G, FCf +-)} (2.29) 


ШЕ eR G = 5, WA 


G(f) = KU, £5)) = (5%, SEs) 
= (С, eif, 


(2.27) 得 证 ， 为 证 (2.28), 只 需 考虑 F = ече 这 一 特殊 情形 ， 其 中 
g € Eg. 这 时 由 12.271 得 


(Geel) = QUE + g) = (G(f + -), el). 


(2.28) 得 证 ， 类 似 可 证 (2.29). н 
H (2.26) Ж (2.28) 我 们 得 到 
定理 2.16 Hye (Е), y є (Еур, Ш Vf € Ee 有 


SPYT) = (Self + -), SH + ON (2.30) 
WEAR Bv, Yg E ke 有 
(Еу, £,)) = е9 Sf + g). 
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于 是 
Sip) f) = Kew, £r) 
= (dip, pEr = (Se, S(W£r)) 
= (Sy, e P Sf +) 
= {Self +-), Su(f + -)). E 


下 一 定理 是 上 一 定理 的 推广 (HL F IH AE). 
定理 2.17 HA € (ЕХ (E)g B € £(E)g (Eg), M 
Vig € Ec 


AB(f, g) = (AG + 9) B(f.g +). (2.31) 
证 明 我 们 有 


AB(f,g) = e 49) ((ABEs, Eq) 
= e P A E, BES) 
= е9) (S(A*E), S(BE;)) 
e I8) (eio A* (s, уу eC? ВСУ, у 
= е9) (elo AC. тү, eU B(f, у 
= etha) (eG) ACF + -, 9), BCF, -)) (H(2.28)) 
= (e ACF - 9), BF) 
= (A( +- 9), BUF. g + -))(HH(2.29)). ' 


| 


注 如 果 将 定理 216 中 的 pt Ж рф RRRRAT, WH 
(2.30) 得 


PPLF, g) = SWF +9) 
=(Syif+gt-), SP + g + -)) 
=(@(f +n gh Olg +-)). 


因此 ， 定 理 2.17 HEJ TEM 2.16. 
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下 一 定理 给 出 了 C((B)e (EYE) RSF 9 Aa i. 
定理 2.18 j B = (Еу (EY, 则 下 列 三 断言 等 价 : 
G) Вр; = IXB, YE € Ec; 
(i) B(f,g) = B(f,0), Vf, g € Eg; 
(i) AoB=AB, VA € C((E) (E) z^). 
证 明 G= (ii) YS g € Ec RANA 


BDe(f,9) =e 9 BD ө) = (1,&)е 49 Bf, g) 
= (56 BG. 9), (2.32) 


DeB(f,9) = C9 (De BEs,Eq)) 

=e P9 (Bs, DIES) 

E e (^9 ((B£,, T(E) o £43) 

=e 159) lim (BEs, (Egret — £,))) 
р B 

= lim = (B(f, g + e£) – BG, g)) 

+ lim 1 (е—08) — et UBE, Es ee)) 
1/ B B 
车 (1) mar, WA 


eli = 
lim = (B(f,g + e£) - BUF, g)) = 0, Vg, £ € Ег. 


于 是 BU, g) 不 依赖 于 g, 即 有 (ü) 成 立 . 
(ij) (Hi). 设 Gi) 成 立 ， 则 由 (2.31) 及 (ii) 知 ，Yf,g € Eg, 


AB(f,g) = (ACF + 5,9), B(S, 0) 
= B(f,0XX(A(f + -, g), 1) 
= B(f,9)A(f, 9) = À ç B(f.g). 
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Gii)=G). H (2.32) н, THA BD; = Bo De, 故 有 (Hi) (i). 8 
作为 定理 2.18 的 对 偶 形 式 ， 我 们 有 
定理 2.19 设 АЄ С((Е)0, (Ea h 则 下 列 三 断言 等 价 : 

() AD; = DiA, чє Eg 

(i) A(f,g) = A(0,g), Vf,g € Ec: 

(ш) AoB=AB, VB € С((Е), (E)q). 
证 明 与 上 一 定理 证 明 类 似 ， 故 从 略 . B 
最 后 需要 指出 ,本 节 所 有 结果 都 可 用 局 部 S- RRA B= 1 

情形 ， 我 们 建议 读者 给 出 它们 的 叙述 和 证 明 . 


3、 积分 核算 子 与 算 子 的 积分 核 表 示 


本 节 将 在 一 个 经 典 的 白 研 声 分 析 框 架 下 研究 从 (E)e 到 (E); 
中 的 连续 线性 算 子 . 我 们 假定 Gelfand ZonLfH E — H  E* 是 由 
一 可 分 Hilbert Fi] H АД Е-Е BERR A 生成 的 [ 见 第 四 
章 1.3 Bp 2 01 为 由 有 妇 4 决定 的 标准 范 数列 . 为 了 方便 起 见 ， 
我 们 设 Atas < ec( 和 否则 用 AP 代替 А). 由 第 下 章 L3 节 知 ， 
(E) 为 {Ep € No} 的 投影 极限 (其 中 (E), = D(T'(A)P)),( E)* 
为 (E) - p € No} 的 归纳 极限 ， 从 第 二 小 节 起 ， 还 进一步 假定 
H = І?(Т,В(Т), 0), ЕФ T X — Hausdorff =f], re 为 一 gog- 有 限 
Borel Ў Fe. 

今后 ， 我 们 用 o 表示 |A 用 5 表示 AT |н. KER 
Е, O«cp«L 


3.1 张 重 积 的 缩合 


我 们 将 推广 第 四 章 3.1 中 张 量 积 缩合 的 定义 ， 令 {еј > 0} 
АН МЕЕ, EA A 的 本 征 向 量 构成 . 我 们 假定 1 < 
Ao € Аз < Àa-- AA MAGE, Н Ае; = Xejyy > 0. BR 
(ejj 2 0) 也 构成 He 的 基 ， 作 为 He PARAST А-1, 我 们 仍 
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|A = sup{A;7, 7 € No} = Az" = р, 


HAM llis = SOAS? = ё 
— 


BE a= (01, On) E An, ea = $5 1€aj; Ше. € EST, [ea a € An} 
ЮЖ HO" 的 基 ， 又 是 нё" 的 基 . 
518 3.1 RNA 
lCaipleal-p =1, pe RR, (3.1) 
lealp 2 07^, р> 0, ae An, (3.2) 
Ms = > Ке.) (62, f € #28, pe m. (3.3) 
xe Ag 


证 明 令 AR = П, А. 由 于 |е. = АР (3.1) fI (3.2) 显然 成 
У. 又 由 于 (Azfen a € An} 为 Н® 的 基 ， 故 易 知 (3.3) Ёз. 4 

WR mn € 有 N,p,q € R, 我 们 将 用 | ous. 表示 HOP O НӘ 
中 的 范 数 ， 即 


[Flmp =| САР)?" @ (А) "у lg . 


н (3.3) 类 做 可 证 


Hp = > (fes 2 е.) ее. (3.4) 
mE Ar ЕЛА 
于 是 由 {3.4) 得 
Flo =flmmpp, fe НӘН", (3.5) 


|, зра < pr | Fl np rots, рў Є R, r,s > 0, (3.6) 
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引 理 3.2 ib f e БО", ge BS", 我 们 按 第 四 章 (3.4) 定义 


f @, g, WA 
lf @: p| apa < Лр дә p g, r € I, (3.7) 
lf @:glp < P” lfligip, p > 0, (3.8) 
lf @:gl-p SP" lfl-slalp, p > 0, (3.9) 
lf &i glp < PÍT mip,- (pta) lloti: p € R, q 2 0. (3.10) 


证 阴 Н |е] |е. = 1, E (3.4) RBH (3.4) 得 


f e» gla ара = >` | y (f, ёл e» €a )(9, es 2 ea) |? [е [21614 


тСсль,#САһ GGA; 
< Y |(f,e @es)| ea|2le,Ë 
(eC Ar TEA m 
x SD | (Ges Gea) eal eles! 
QE Л.Е AS 
Н.В (3.7). Æ (3.7) 中 分 别 令 7=g=pP 及 ?= 二 9 二 一 p 并 利用 如 下 
不 等 式 


Ig |n. tip. р < p"? glp, Fi < p^?" glp, p > Ü 


RD $ (3.8) 和 (3.9). 最 后 ， 在 (3.7) PS т = —(p+ а) fF (3.10). В 
1 H (3.8) 31, {fg} 2 为 ЕЁ Еб" а] ES 
rF BJ Be 8k OR PERRY. 由 (3.9) 知 ， {fgh @, 9 TIERRA 
Ej x ESM pj pen 中 的 分 别 关 于 每 个 变 元 连续 的 双 线 
性 映射 因此 ，(3.9) 和 (3.10) 中 的 了 可 以 取 为 Ege + 的 元 素 . 
注 2 由 于 对 称 化 不 人 重 范 数 增 大 ， 所 以 (3.7)-(3.10) 对 fF © 
的 对 称 化 f@.g( 作 为 EST" 或 Баб" 的 元 素 ) 也 成 立 . 
引 理 3.3 i$ Fc E;Šk G є Ех! h c Ек" 则 有 


(F@G)@: h = Fe(GGih). (3.11) 


. 300 ， 


证 明 首先 ， 在 (3.10) Н m = 0 得 
|} © glp < goa) |8129: p € Йе > 0. (3.12) 


Ht E HER: 对 固定 的 了 和 9g,(3.11) IAF h ES. {Н (3.11) 

对 上 = 698+ є Eg) BRM, BURA RR ' 

引 理 3.4 2 F c BSG e EZ". Ш у є BBM ç € 
penr 有 

(F & f, G @mg) = (РӘС, f Ba д). (3.13) 

WEAR È (3.9) 及 (3.12) 容易 看 出 (3.13) 两 边关 于 了 和 2 都 是 

ӨНЕ В. 此外, BEE € Бо Wf = EP" R g = п", 


(3.13) 显然 成 立 ， 从 而 (3.13) 对 一 般 的 了 及 g mr. 
注 在 引 理 中 令 m = 0,G = 1, ДИЗ 
(F @i f,gy = (F, f @, д). (3.14) 
3.2 积分 核算 子 


从 本 小 节 开 始 ， 我 们 进一步 假定 
H = L2(T, B(T), v), 


ЖФ T 为 一 Hausdorff 空间 ， v 为 BT) 上 的 一 e- ARME. 我 
们 将 把 五 中 的 元 素 与 它 的 vw- 等 价 类 视 为 同一 ， 并 假定 H 为 可 分 
Hilbert 空间 . 例如 ,假定 Borel o- 代数 B(T) 可 分 即 可 ， 此 外 ,我 
们 还 对 拓扑 空间 工 及 LT, BUT), и) БЕЛЕНЕ А 作 如 下 
EB E: 

(H1) E PETERET LAERE, MIRA EEE, fr 
在 并 上 连续 函数 E, 使 得 对 raet, 有 et) = 200). 今后 我 们 恒 取 
E 中 元 素 的 连续 版 本 作为 它 所 在 等 价 类 的 代表 元 素 ， 

(H2) XÍ— te T, 在 + 处 的 Dirac ô- 函数 (或 赋值 映射 ) 
ó, 6—À3£(t) X E EMSA IS, B 6 € E", Vt c T; 
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(H3) 1—6. 3 T 8) E* 中 的 连续 映射 

今后 我 们 用 ә, 及 Ot 分 别 记 Ds, X Dt, BA, 为 Hida 微分 
Ш, 并 用 dt 简 记 vide). 此 外 ， 用 | - |1, Bid il ooo 

引 理 3.5 H y, 0 € (En 4 


Tho v1; Ut , 81,11, m stm) 一 Ө», a On, UT On, Pr P). (3.15) 
Bi] Vp > 0 ж 
_ т L 2 
Itevlp < (1 — p?) 3 vim! |0111. (3.16) 


特别 ， nw € ES o ES, 
ЗЕ BH 设 ym fad ~ {9}. 由 于 


Tho S1. "78р, брус Ёа) 一 (Ó, ' +h n Po Os, 1 O,V)) 
WA (1.18) 易 知 
(п + m) 


n! 
(n + : 


DIESE = I 





bt, 9. o G5. Sn ferm J: 





0, Oop ~ 778,8 86,8: 


F 2 (3.13) 得 


Topla (81, 5, ttt Tn) 
_ Sos (n. -m)! (n+)! 
п! n! 


n-—ü 





(be, e. ` S6. rr Fram; ds, e ' Bős Oi Gn. I) 


п та ~ — ~ А 
=y tmnt)! A )! (6, 1,8598, @ 06,8 - Bde Inti On from), 


n=O 
即 有 


new = > (n + т) (т + 1)! 


n! 9+1 а trim ` (3.17) 


Tz 
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由 (3.8) 


| Prati Gn fn+mly < p?" | fntmliplgntilp: 





我 们 有 
[pw lp < y Vm) D! oon ln F mf cn lv + lIn 
n=0 
< Crmppli¥llpll¥llp: (3.18) 
其 中 
Cim.p.p = SUD,>o0 vetro D apa. (3.19) 
BUT 
y (n ET: papm = (1 — pryt) nl, 
n=O | 
我 们 有 
Como <(1—рР?у Т Vimi. (3.20) 
(3.16) 得 证 . І 


注 由 (3.15) 定义 的 my 与 (m) 有 关 ， 有 时 记 为 Aly. 如 
果 从 上 下 文 可 以 明确 (1, m), 就 简 记 为 me 

在 下 一 定义 中 我 们 引进 今后 常用 的 一 些 记号 ， 

ЖУ 3.6 (1) кє Eg?^,o 为 入 ,2,:… n) 的 一 个 置换 ， 则 
存在 唯一 的 к” € EU. 使 得 

(&" Ед Oss @ En) 一 (к, б-п) Wes: © É; ita) Ёр ‘En € Eg, 
Шке Ете", A 
1 
Sim (K) = п S x, 


gcOi x 


其 中 б 为 {1,2,… MERSE. Шз (к) BS o Е" 
中 唯一 的 元 素 ， 满 足 


(st nec), ES" e ©") 一 (n, £9! e ®"*) £ n € Ec. 
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我 们 称 si (8) 为 < 的 (l, m)- 对 称 化 . 
(2) 设 < e ES OEO", 则 存在 唯一 的 tr(k) € Be" OEM, 
使 得 


人 ri 国有 (£9, n € Eg", € € BE. (3.21) 


我 们 称 бмк) A < 的 (m, D- Hiu. 
定理 3.7 Bee БЕК", 则 有 唯一 的 (к) € C((E)o, CE). 


(E (р, ab) = (K, Фор), Or V € (E je, (3.22) 
其 中 Tho ap 由 (3.15) 26 HH. Fh, 我 们 有 EL mlx} 一 C ntm (K)); 


| о (ell -p < Ci m,p.pl^|- pello (3.23) 
mE e € (E)e, v ~ {fn} W Eso ~ {he}, 其 中 


h,=0,n<i-1, 


m+n — i}! ~ 
hn = C nece n > 1. 


(3.24) 
X < € Ej g ЕТ?" , WE ELS)! = Eats). 

WERA (3.16) BW (o, vios nos) 为 (E)e x (Eje 上 
Hg xk ЯХЯ ТЕЛ РА, КШ RER 3.17 知 ， 存 在 inle) € 
СОСЕ), (Ep WE (3.22) mw. (3.23) H (3.22) 及 (318) ЖЕ 
得 ， 由 于 now € Ej! @ EQ". dk (к,п) = Gua) тро), 从 而 
有 Srm) = Ermi mln) MHF mile). tye) = 089,9), EUR 
Eim(*)* = Ewiltaa(k)). 最 后 证 明 (3.24). Yt e (fab vis 
则 由 (3.17) 及 (3.13) 得 


(2, (к), V) = У UR RUE anan Sr fm+n) 


n= 
一 (e+ n)! 

= >` Tn (к) Dm Fama Glin); 
nn : (3.25) 


= 2041 +. 


由 此 推 得 (3.24). А К E 
ЖІ É <€ Eso OES", 则 有 
СЕ. тку, Egh) = (n NEE) 
= ik, g” Q fO™elhs?, (3.26) 
FÆ, Bimi) WERTH AMM < = 0. УК, HH (3.26) FEM, 
ABRA we ER! oE, W 
1 тк) o Er (u) = Ширк ma g( Stck maj (6 ш). 
te 2 H (3.22) 及 (315) @: Vo, € (E)g, 
(Stm (8), #)) — (к, (87, m o д, "tt д, ©, V» ) . 
AE, RTU Smi) 及 Ermi 形式 地 表示 成 
eu mls) | 
-f R(51, -St 6075, tm JON 9% BO dai: -dspdty idt, 
phim 
Hmi) 
-| (s 81, hos tn Or Әу Be 8. ds odsidi c dts. 
Ti+ 
我 们 称 Siml ALA к 为 核 的 积分 核算 子 . 
下 面 我 们 将 研究 在 什么 条 件 下 Zi, (к) € (Е), (Eye). 下 一 
引 理 蚌 解 决 这 一 问题 的 关键 . 
引 理 3.8 设 € EZ” BE ыу К € CER", Ec?!) 通过 如 
Fo ЖАУ: 
(Af, 9) = (w,g @ f) = {к Om fig),9 E Е, e Е" — (3.27) 
RUE BARES Ht: 


о) = € E?! e Её"; 
(ii) K € £(Eg "^, Е), 
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(iii) Vp > 0, JC > 0,g > 0, FR 
mg e» n < Cal - sf 5-4 Vg € ES" Fe ES" (3.28) 


(iv) Vp > 0, 3q > 0, 19 [Ж] ssp, -(p-q) < OO. 
证 明 由 于 C(E@”, EDZES SEPUU(W,L3.17), 故 有 (i) (ii). 
(u)- (di). 由 K ЕЕ, vpl0,3C- 0,q > 0, 使 得 


IK fly < Сна 


+ h (3.27) HEA (3.28). 
(ii)=(iv) W p > 0. KR, TEE C > 0, > 1, 使 得 


lg e РУ < Clal_(ity|flpt+e TES ES, fe Eg". 


于 是 有 
lE mip (pt4) 一 y ` KK, ea @ eg) lea plea +e) 
ек 


2 2 2 
< CÇ У les] lee. alea le (ьа) 
o, 
= С? Уу; lee 1[ев|* 1 
a8 
= C? 82m) «oo, 


(iv)-»(ü). 由 于 Kf = On f. RA (3.7) XI, Yp > 0,3g > 0, 
使 得 
E flp < PT клр, to pl pea ‚е ER” 
于 是 K c £(E8™, EB), B 
定理 3.9 «c ЕРТ", W Ermis) € C((E)e,(E)e) 4Hfx 
кє E2 Em JE), Vg 04 


[Ermine < Cum, vial 8im(*)tmp—wigll¥llprg (3.29) 


- 2058 - 


其 中 C'T m, ma Hi (3.19) =. 
HEAR Beye (Elne ~ {№}, HI Ermine ~ {ha}, Fe dh h, 由 
(3.24) Н, Hot p > 0, 由 (3.10) 有 


lim CR) 012 = »T sy (ety [51m (&) а |2 


n-ü 


(etm)! 2 San 
< YG n) ттл, p^ | m (e к) ь,ъ, (ot fn ml pg 


=й 


(I+ n)!(n + m)! 4, 
= il us erg Yon mf t MOH m) x 
n=O 


nim! 


< С rn, pal Sm US) T ip, (pa lelas: 


于 是 (3.29) 成 立 ， 充 分 性 得 证 . 
ТЕШЕ SO SEE. W Zi, (g) € £((E)e,(E)e) MJ Yp > 0, 存在 
C > 0,q > 0, 使 得 


|, (ell < C|iells La, p € (Eje 


特别 令 e = 本 (JW = h(g), 其 中 f € Е", ge FŠL 则 由 (3. 15) 
易 知 = [те @ f. RA 


Fay Ermia v2 < — 


g e Л = xc моь, 


is 


= Лене 


于 是 由 引 理 3.8 知 kc E2 g Be, ' 
Ж 3.10 # кє Ej? @ £2", ШЕ, „(к) 可 以 延 拓 成 为 (СЕ) 
中 的 连续 线性 算 子 . 
延明 我 们 有 muls) E EQ” OES 从 而 由 定理 3.9 知 


Era (к) = Bmai(tma(e)) € C((E)e,(E)c). 
由 此 立 得 欲 证 结论 . ' 
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下 面 我 们 给 出 几 个 积分 核算 子 的 例子 . 

Dii Rye Ер, ШР, = oily) Di = Eol) 更 一 般 地 ， 
HE si. у Є Eg, W Py: Dym = So. m (971 9j), Р» Dr. — 
Zm o( 97g). 

12 Фк= т AMP ELH EOE 中 的 元 素 ; 


(o g@ f) = (g, f) g € E, f € E* 


(注意 : т dk E" © OE" 中 的 对 称 化 即 为 由 (IV.1.2) 定义 的 т), BU) 


通过 (3.27) 5 n 对 应 的 算 子 K BSR YS, Ae 3.9 知 ， 
=11(71) € C((E)e, (E) e). 
É f.g € Eg, Mi 


(a(n)£g, £55) = (т, Ney 2, 
= (ng pe^ MPO = (g, pe Lu 


AAW, W N An EOS, M 
—. 1 ax x 1 
((NEs &)) = ( > И СПЕ ИШ, > =al) 
_ -二 ey = (f, gye (fai 


RERA 
N = S11({71), 


即 V 有 如 下 形式 表达 式 : 
N= 人 _n(s,1)810,4sdt = ГА 07 0,dt. (3.30) 
例 3 考虑 202(7). 由 定理 3.9 4n &p,a(r) € (Е) (Ele). Ж 
1] EK So0,2(7) A Gross 意义 下 的 Laplace AUT, 记 为 Ac, 其 形式 
AX 
Ag = ,f)0.0.dadt = | Ade. 
G ГИ T(s, 2) D ГА t (3.31) 
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Ag 的 对 偶 算 子 Ab = 三 zo0(7), HBA RIAN 
At = f 10, 0818? dsdt =| ә. 
T2 T 
жу, Yy c (EjeYF € (Еу, RNA (通过 S- 变换 验证 ) 
Agp = Í adt, (3.32) 
T 
ALF = f ar? Fdt = Ip(r) o F. (3.33) 
T 


(3.32) 中 的 积分 是 Bochner RM PABA. 此外， 车 e~ {fah Mü 
AGE m= {Anh 其 中 
hn = (n + 2)( + 1)7 92 fap n > 0. 


3.8 广义 算 子 的 积分 核 表 示 
H 825, RAFAEL (Ee, (E)g) 有 如 下 混沌 分 解 ， 


Аф= У limlaim)y, e € (Е) (3.34) 


Ll. m-—ü 


Ж Л, (а) W (2.12) HEM, BNA 
Iis (Aim ($19) = (a g” & f9), (3.35) 
序列 (ai) 由 А 如 下 确定 ; 
((Alm(f2"), alg} = Um (aim, g” @ f°"), fg c E. (3.36) 


类 似 于 积分 核算 子 ， 下 面 我 们 借助 于 算 子 名 М Of 给 出 Iss) 
KDE. Alt, Reve {шр — Ua. ~ {дл}, WA 


CUm (am }\ё, wy) 
= (Lim [ara Hmh fm) (9)) 
一 l'ai m gi ® Tmi 


= iim! f ais (s, t)gi(8) fm (t)ds,,---depdty,--- dtp. 
Thm (3.37) 
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其 中 s = (9),---,82),¢= (scouts) 另 一 方面 ， 由 (1.18) 易 知 
(8., ep 1)) = mf (hs tm); 
于 是 
imigr(s}fm(t) = (0 9, 9 1) 94 7 7 8,7). 


MRR Po 表示 到 人 Pri hi b T (BI VF e (E)g PI F = 
GF, 1))). 则 上 式 可 改写 成 
gihar e S) fmit tm) = Ka o Ia Poe i inp t) 
(3.38) 
因此 由 (3.37) Ж (3.38) 我 们 得 到 算 子 TL, (a a) 的 如 下 形式 表示 : 


Дил.) 


- Í ш (S, t)" Ot Рд, --:Ә, des o dsidty is dim. 
TU (3.39) 


下 面 我 们 利用 积分 核算 子 给 出 广义 算 子 的 男 一 种 分 解 ( 称 为 
积分 核 表示 ). 

定理 3.11 d A € (Е), (E). ШЕЕ kim c ED’ @ 
Е" Im > 0, 使 得 


DX 


Аф = Э = а (Kim)? pe (Е) а, (3.40) 
Ё тт = 
FCP Ж EE (Е) PRR. A А Є 2((Е) а, Go), RFR BLED Kim Є 
EF @ Eg?", Н (3.40) 中 级 数 在 (B)w PUR. 算 子 4 的 变换 
为 


ск. 





A(f.g) = У img” D O) fige Ee (341) 
im=O0 
此 外 ， 我 们 可 取 
LAm n 
Him = ~ =o Qi-nm—n @ Ти, (3.42) 


* eX) + 


其 中 {arm} 由 (3.36) BH, т. є Е" @ Ee" 由 下 式 确 定 : 
(ra 9°" @ 7") = (f,g)^, ge E, f € Е", (3.43) 
我 们 称 {kim} 为 算 子 4 的 积分 核 序列 . 

ША 显然 A 为 Uoo- BA, HFE B < C((E)e (E) 及 
{Kim € Bre & Ez?" L m € No}, HB B(f,9) = A(f,g), Vig € 
Еф, H f£ (3,41) 成 立 . HH (2.9) 50, FE n 20, 2 p FREAK, Kim 
有 如 下 的 范 数 估计 : 

Ik P. < Ст) (2e? K Y E, „У. (3.44) 
于 是 由 (3.23) 及 (3.20) 得 
ls (num) pl p < C(1 — PP 73^ (22 үзүр, MES" lvl. 


由 于 


s, pi 十 此 十 二 Ilis 一 WS #5 


一 —2 k+1 — 
=Y AYU < PAR, 
j=0 


BC p pi 足够 大 可 使 ||1,. Па < (262 &) 1 - p”). 这 时 有 


5 П.т Gm ll - p < oo. 
brc 
这 表明 (3.40) 中 级 数 在 (E) Pee, Bg (326) Ж (3.41) #1 
(3.40) R. 看 A € L((E)e (Eje, 则 由 (3.41) BA, Kim € 
Eg & Eg", HÆTTE (3.40) PAKE (Eje Puce. 
最 后 ， (3.42) 容易 由 如 下 等 式 推 得 : 


ox 


Y (к,„,0® e 8") 


imoo 


= У (ak j, go fh) Y CN (Л а)". E 


Е,л=0© n= 


"301. 


注 1 由 于 未 要 求 um 为 (т). 对 称 的 ， 故 序列 (s) 不 叭 
—, {E mm 的 (1, m)- 对 称 化 唯一 . 

注 2 设 4 和 AY 为 广义 算 子 ， 其 积分 核 序列 分 别 是 {i} 
和 {кг}, WEF A о AY 的 积分 核 序列 是 Uus: 


Kim = Kij Š Kp ue (3.45) 
站 二天 一 上 十 入 一 向 
需要 指出 ， 本 节 所 有 结果 都 下 用 局 部 S 变换 改 述 为 8=1 8 
JE. 
FRSA X EECKGS ЗЕ TJ, ENA EL MON 
算 子 象征 的 Taylor 展开 来 证 明 ， 请 读者 自行 补足 之 . 
$81 É PF AP 0- Br pk D L y, 我们 有 


P, = У 50-1)" (п) En (Tn). 


n 


12 i yc Е", ШЕЕЙ Т т, 有 如 下 表示 : 


са, 


1 一 
ty = >) only”). 


n=O 


作为 推论 ， 我 们 得 到 тр 的 Taylor 展开 UL (1.23)): 


ye = У) Dow, ve (Eje. 
n=0 ` 
其 中 级 数 在 (Ee hik as. 
例 3 令 pe (Eje {ia}. 作为 乘积 算 子 ， 它 的 积分 核 表示 
为 


— fil 
p = >` ( Sim Siem) 


imo 
Hot, wc (Е) (Ed, У RRS e € (Be. 


' 3Ü2 * 


Bj 4 HACE, 则 刻度 变换 算 子 c, 有 如 下 表示 : 


= (A—I1y (2 1) am 
(T4 = ; Er tom (Th eo T ). 
mco 17712 


其 中 т 如 (3.43) g М. 
H5 ЖАЄ Ф, Ml 





84. BE J BE SET V HJ 


ЖГ i 1а PAA Ж ИЕЛЕ T-3 BB rh B EF + W 
H. 我 们 用 广义 算 子 来 定义 量子 随机 积分 , 该 积分 推广 了 Hudson- 
Parthasarathy 意义 二 的 量子 随机 积分 MATR Wick 运算 
给 出 了 lein- Gordon 场 的 一 种 严格 的 数学 解释 . 此 外 ， 我 们 在 白 
燥 声 框架 下 研究 了 无 究 维 经 典 Dirichlet 型 ， 关 于 广义 算 子 理论 在 
元 穷 维 调和 分 析 及 量子 概率 中 的 应 用 , 读者 可 参看 Obata[4,5,6,8]. 


ал 量子 随机 积分 


令 测 度 空间 (T, B(T) v) 满足 3.2 节 中 的 假定 , 我 们 将 采用 3.2 
FPS. 设 {Kate T) 为 一 С((Е)о, (Ep іа, M 
为 工 的 一 Borel 子 集 ， 我 们 可 以 定义 如 下 形式 的 积分 : 


J К.И, {dt} = | К, o 0r 8r at, (4.1) 
M M 


只 要 上 式 右 端的 Bochner 积分 在 £((E)g, (E)2) 中 存在 .这 里 左边 
FIR Е TBARS, ROW (dt) = Of ard 为 Scr Ei Ew 
BE. 由 (4.1) 定 交 的 积分 的 S- 变换 为 


Glé,n) = f. ŘE Mn EE dt, &ne E. — (42) 
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特别 , 4 T = Rir 为 Lebesque WE, {Az} A L'(E*.0) 上 的 算 子 
值 适应 过 程 时 , 以 上 定 儿 的 积分 本 质 上 有 即 为 Hudson-Parthasarathy 
意义 下 芍 量 子 随机 积分 .这 时 令 


t 1 i 
Аї = | Ә*аз, A= | 9,48, m= | 8:0,ds, (4.3) 
Ü Ü р 


分 别称 不 定 积分 AD. ARN ЖЕТА, BRO Rit 
数 过 程 . 54 Н] Brown 运动 及 Poisson 过 程 对 应 的 量子 Brown 
运动 和 量子 Poisson 过 程 分 别 是 


©, = A; + Ay, PA = №, + VAQ: + Аё, (4.4) 


其 中 和 > 0. 事实 上 ,每 个 Q, 及 PA 为 PE») LH AHR 
+, H {9:1} 为 标准 Brown 运动 ，{P*1} 为 强度 А 的 Poisson 过 
Tg (10, Meyer[3]). 

由 (4.1) 定义 的 积分 从 两 方面 推广 了 Hudson-Parthasarathy Ж 
义 下 的 量子 随机 积分 .其 一 是 被 积 过 程 {K} 不 限于 CE н) 上 
的 算 子 值 过 程 ， 它 可 以 是 广义 算 子 值 过 程 ， 其 二 是 不 要 求 被 积 过 
FEA TEE. 此 外 , 这 种 量子 随机 积分 将 参数 空间 R. 推广 到 了 
较 一 般 的 测度 空间 ， 上述 推广 对 研究 随机 场 和 量子 场 是 有 用 的 ， 

下 面 解释 如 何 借助 算 子 丧 积 的 Wick 编 序 导出 其 子 随机 积分 
的 Ite 公式 前面 说 过 ， Q, = A; + А, 为 量子 Brown 运动 ， 利 用 
对 易 关 系 An At] = 上 容易 证 明 ， Yn € No | 


A. n! J A*ÉK al 
QU = Y ` sien’ ^4 Ар. (4.5) 
2j--k--I 2n 


4 f(a) = z", 将 f(Q.) = Qr MABE LA; 及 A, HRA, ШЕ 
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微分 的 链 芝 社 则 得 


n! i «Eh—1l 41 * 
09) = ` эжип ^^ А аА; 
2;i+Ek+I=mn 
+ HLAS AD dA, + gi AY" Aidt] 
(n — 1)! 


xxn t Ar" Ald AT + Aj) 





-7 
2j4k-4H—n-1 
nin — 1 n — 2)! 

‚ nin -1) (n — 2) 


Jarki 
234! ип Ae Acct. 





4j7+k+i=n—-2 


从 而 有 
(Qu) = (дәф, + 570). (4.6) 


于 是 我 们 证 明了 了 为 多 项 式 情 形 的 量子 но 公式 . 

在 前 面 的 推导 中 ， 我 们 先 将 OF 表示 成 算 子 A 与 A, 按 Wick 
FRR ЛАШ) ЖЕРЫ, ЖА А; 和 A, 看 成 普通 变量 ， 对 Ор HOM 
通 微分 的 链 式 法 则 进行 微分 .由 于 A, AI 是 非 变换 的 ， 所 以 在 
导出 (4.5) 式 时 用 到 了 对 易 关 系 A, AI] = t, REAT It 公式 中 
二 阶 项 的 出 更 ， 

有 了 量子 请 机 积分 我 们 就 可 以 讨论 量子 随机 微分 方程 求解 
量子 随机 微分 方程 通常 可 以 用 S- 变换 将 它 转化 为 求解 泛 邢 的 积 
分 方程 .下面 举 两 个 例子 来 说 明 这 一 点 . 

1 考虑 量子 随机 微分 方程 

dX, = X,dA,, 


此 即 如 下 的 积分 方程 
t 
Ху = Х Хх. ° Әз. 
0 +/ © 3 
在 方程 两 边 取 5- 变换 得 
ЖЄ) = Ko(é,n) + / X. (£,m&(s)ds. 
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因此 有 | 
X62) = Kole тр { | 608048), 


从 而 


X, = Xpoe*, 


其 中 X; AD RAT. 
B) 2 考虑 量子 随机 积分 方程 


t 
X, = X | X, o AT AT ds. 
(J 
取 S- 变换 得 
X460) ет) + | X t noe) els "de. 
AWA 
Х.б 9) = Xol€, mex '£(sy"da V. 
(6,1) = Xo(6, n) p{ Í mls) &(з) s) 
车 用 exp? K Xs K В Міскі 7:95 (m!) KO, 则 有 
Xt - Xp o exp? ( AZ. AT). 


容易 证 骨 exp^(AP AP) DE XAT, MAJEE COR), (Е)*) 
中 有 唯一 解 . 
4.2 Klein-Gordon Xf 
# о= VZ — Vz = a - Ej 2 Jj Minkowski 2 [g] R x R 
上 的 波 算 子 ， 物 理 上 的 自由 场 {g(t,z) : (tx) € R x R^) 作为 一 
定 意义 下 的 算 子 值 分 布 满足 Klein-Gordon 方程 (m > 0 为 常数 ) 
(Cc + туф = 0 (4.7) 
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以 及 等 时 对 易 关 系 


A(t, x), olt y= 0, [BE x), A(z, y)] = 0, 
[o(t, z), b(t, y)] = i&(x — у), 


其 中 (tz) = Zot, x) RWB F i Kb SS, Ж 
(t, z) = Í [/2 (t, z)85 + felt, a) Oe] dk, 
Eq 
其 中 og 与 Ə, Fock 2 fh] P(L2(R3)) 上 点 态 增 生 算 子 与 三 灭 算 


子 ， 而 


. _ 1 
fk t, z) m OTW 


1 "T 
t, r) = etki tikes 
Ao = eo 


givat— ike 


为 经 典 场 方程 

(о + m2)f = 0 (4.8) 
АЈ ЗЕЕ, ЖҮ шь = у? + m2. Klein-Gordon 35 $(t,r) 的 
能 量 算 子 与 动量 算 子 分 别 是 


H(t) = 5 f (Vid)? + (Vad)? + m*d?]dz, (4.9) 
Rš 
P(t) = — f Vid - Vedder. (4.10) 
R3 
从 数学 上 看 ， 以 上 推导 过 程 尚 需 明 确 化， 特别 是 ， 
(i) Of 并 非 Fock 空间 上 算 子 (其 定义 域 为 {0}), 而 只 能 解释 为 
TATRA TBM, 


Gi) FFE AMR, Hin (Vo, (VA 及 42 不 是 普通 
RRA, ЛЕКНЕ) Wick 3H. 
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下 面 我 们 将 在 广义 算 子 的 框架 下 将 以 上 运算 严格 化 . > 
H = 17UR°), E = S(R°), E* = S*(R’). 


AG p zr Bi Н ТЕЗ. PL F H £ Wa SB C((E)e, (Eg). B 
接 将 Klein-Gordon 方程 (4.7) PARMAR MH Фф: Rx ID — £ 
的 波动 方程 ， 则 容易 验证 L- HA 


(t, z) = f [ft (t, z)81 + felt, z)8s] dk 
BR 
满足 方程 (4.7).6(t, 2) 的 S- 变换 为 
ет) = | [FECE y0) + Foltz)e(k)]ak, € € SUR), 


它 满足 经 典 波 动 方程 (4.8)， 
利用 Wick 积 ， 重 正 化 了 的 能 量 算 子 与 动量 算 子 分 别 是 


HE) = i] KV + (9.9) + т^], 
Р) =~ f 1007.04, 

它们 的 S- 变换 分 别 是 
TOE 5 f, VA? + (7.9) + malar, 
Р(@)(&, п) =- Í. Vid: V, ó dz. 


AU ЕЖЕ Жїн. чё € SUR), 3 H(D = 0, ZP(t) = 0, 从 
而 A(t) = H(0),P(t) = P(0), 此 即 能 量 守恒 与 动量 守恒 .经 过 直接 
但 稍 长 的 运算 可 以 推 得 如 下 结果 ( 详 见 Huang-Luo[2] 及 骆 顺 龙 
1}: 

H(0) = [А WOR, 

P(0) = [А , ®Ә Bd. 
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因此 ， 从 广义 算 子 出 发 ， 经 过 Wick 运算 ， 我 们 实际 上 得 知 H(t) 
和 P(t) 的 每 个 分 量 都 属于 C((E)e, (Eje) 及 (Е), (E) ,并且 
它们 均 为 Fock 空间 Г(Н) EXTEB3tP HT. 此 外 ， 还 可 以 证 明 
ТТ Ё) Heisenberg 方程 成 立 : 


Vidlt, x) — ilH (£), p(t, x)], (4.11) 
其 中 右边 的 变换 子 为 广 尽 算 子 ， 


4.3 AHA Dirichlet 型 


Dirichlet H ÆA M fy Dirichlet 积分 的 推广 ， 1959 年 Beurling 
和 Deny 首次 引进 Dirichlet 空间 概念 , 建立 了 位 势 论 的 L2- E38. 
到 70 年代 ，Fuknshima $i Silverstein 等 人 将 它 进 一 步 发展 成 了 一 
个 系统 的 Dirichlet 型 理论 ， 这 一 理论 是 联系 位 势 论 和 Markov 过 
Т В) — КЕЕ. 由 于 它 在 非 相 对 论 量 子 力学 及 Euclid 场 论 中 有 重 
要 应 用 ， 近 年 来 这 一 理论 发 展 迅 速 ， 其 中 最 重要 的 理论 突破 是 由 
D as AAA Albeverio 建立 的 拟 正则 狄 氏 型 答 架 , Ee ИЗИН Т 
AACS. AMR Н] Ф ҖЫ, BAN Róckner 的 专著 [1]. 


下 面 介 绍 白 躁 声 分 析 在 Dirichlet 型 中 的 一 个 应 用 ， 内 容 取 自 
Hida-Kuo-Potthoff-Streit [1]. 


HA 为 一 可 分 距离 空间 ， m 为 R(X) 上 一 о- B ERN HE, nh] 
H = L*(X,m) 为 一 可 分 Hilbert 空间 . Wt (E,D) 为 LUX, m) 上 的 
一 对 称 短 定 正 双 线 性 型 . $ E (uv) = £(u,u) + (u,v), uve D. 车 
D EE 范 数 下 完备 ， 则 称 (£,D) AMM. WE PRR ER: 


u € D => ut A1 € D, Elut Al,ut al) € Elu, u), 


WAR (5, D) AER (RIRH). 我 们 把 互 上 具有 马 氏 性 的 对 称 
闭 正 双 线 性 型 (£,D) 称 为 H 上 的 Dirichlet 78. 

在 非 相 对 论 量 子 力学 中 ,一 个 具有 dF 个 自由 度 的 系统 的 动力 
学 由 (R, de) B— E B 3538382 ARH Hamikon 算 子 或 能 量 
BT) 决定 ， H=-jA+V, fd A X Laplace MF, V 为 位 
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Sm. REALS H 关于 CUR) ЖЖ НИН FAR, NU 
H 的 最 小 本 征 值 为 单 重 的 ， 相 应 的 本 征 函 数 WRAP RIE, Н 
Jg e (r)dx = 1. 称 o2 为 基态 { 或 真空 态 ), 为 简单 起 见 , 不妨 设 H 
的 最 小 本 征 值 为 0. & (ак) = c? (z)dz,W f(x) = f(z)/e(z), WJ W 
为 LIUR? az) 到 (Ri, 4.) LER. A H, = WHW-!, W 
H, 为 L'UR",e) ERE RRA. 称 H, 为 H 的 基态 表示 . 
ШЖ o COSC, WHOA, Н, = А + bV, 其 中 
b= -V logy, AAV ERREA, H, 设 有 上 述 表达 式 ， 这 时 
< 

£, lu, u) = Sf. Vu Vy dv, uv € CUR), (4.12) 


则 (Er. C$" UR) 的 最 小 闭 扩张 为 Dirichlet Xl, #24 £28 Dirichlet 
型 , 它 联系 于 一 扩散 过 程 . 用 这 种 基态 表示 ,我 们 可 以 讨论 具有 奇 
Feit HH Hamilton 算 子 . 在 量子 场 论 中 , 与 之 相对 应 的 是 无穷 维 
25 Bb Dirichlet 型 . 


Elt) = Í Do- Du dv, ow € (E), (4.13) 
其 中 E= SUR*), Е" = SURY, v X; SRS 上 的 一 有 限 测度 ， 


Do: Dy = у (D, g)(D., v). (4.14) 
j=1 
这 里 及 以 下 ， 我们 采用 本 章 1.3 节 及 第 四 章 1.3 节 中 的 记号 . 特 
Ж, ^ A 表示 L'UR) 中 的 谐振 子 ， 设 {e;, i> 1} 为 由 At 的 本 
ШЕ RB RM) LTURT) 的 基 ， 一 个 重要 的 问题 是 ， 对 测度 v 期 什 
ARR, HH (LIS) 定义 的 双 线 性 型 可 以 扩张 成 为 一 Dirichlet 型 ? 
下 面 我 们 将 讨论 这 一 问题 . 
Н, BE r 是 与 一 正 的 Hida UPR Ф 联系 的 测度 .我 
们 将 证 明 Ош. Dye (Е), TE (4.13) 有 明确 定义 ， 且 有 


E(¢, 6) = (De D$, 9), yw € (E). (4.15) 
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仿 后 我 们 用 & 表示 由 (4.15) 定义 的 (F) 上 的 双 线 性 型 . 

在 下 一 引 理 中 小 -| 不 是 L- 范 数 ， 而 是 (E), 中 的 范 数 (A 
第 四 章 1.3 $5. 

ЗН 4.1 Hye € (E), W Dyo- Dye (E). Hy. fETETR I 
C> 0, FR vp e NG, A 


| |D:e|° — Ш ||, < Cle — 1.201 + | llsr2), (4.16) 


At (De? = De. De. 91, er Dol? A (E) BL) 中 的 连续 
ph 8. 
WEAR i F ce (FE) F — (fay. 由 第 四 章 (1.25) ЭП, 


УА 2" < M ntf 


n:-ü n=O 
注意 到 A < 1, 于 是 由 第 四 章 (4.11) ЯП, FE K > 0, 使 得 
| Des Y llo < КПР, а. 
由 此 进一步 利用 (1.19) 易 知 ， 存 在 常数 K > 0, 使 得 


IG. el» < Ке |а 
< Ке 212: 
于 是 我 们 有 
11.22 ||, € КА 551012,5. 
х H |De|2 є (Е). 
为 证 不 等 式 (4.16), 我 们 将 (4.16) 左 端 改写 成 : 


I Del? — 100121, = || ` D., (ç — MDa (o + Hite. 
k—=1 


按照 上 述 证 明 不 难 推 得 (4.16). 
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由 于 = E (S*(RR2) B) 上 的 一 Radon 测度 ， 从 而 多 项 式 光 滑 
ag P E L(y) rm. {А РС (E), 故 由 (415) 定义 的 双 线 性 型 
在 LO) 中 是 稠 定 的 .容易 看 出 ， 它 还 是 正 的 和 对 称 的 .下 HIS 
们 将 证 明 ， 对 Ф 作 基 种 假定 后 ， Es 还 是 可 闭 的 . 

4 Pv) = VR) S Lv), 则 梯度 算 子 D L?(v) 到 P (u) 
中 的 称 定 线性 算 子 . + D ADARRA T. mwt D Puf Hl 
的 ， 则 DD BBA Be by (Л ЛЕЯ 1.7), RA Ce 
fi ny PAY. 因此 ， 由 第 一 章 定 理 1.5 Ap, 为 证 £e WA, 只 需 证 明 ; 
作为 Pie) 到 P(O) 的 稠 定 线性 算 子 D, CM RRA T D RE 
6. 

& C лн {sin We, cos W;,£ c E) ERIA, 其 中 Ие (а) = 
(z,£),z € S*(IRP). 容易 证 明 ， 由 (ee c E) 生成 的 ( 复 域 上 的 ) 
代数 在 (Ee р, ëk C 在 (F) PR. 由 此 可 以 推 知 (£,C) aT i 
性 与 (E, (Еу) 的 可 闭 性 是 等 价 的 ， 且 二 者 闭 包 相同 下面 我 们 将 
研究 【2,C] 的 可 团 性 .为 此 只 要 研究 以 C 为 定义 域 的 从 L2 (u) 到 
Pa) 的 算 子 D 的 可 闭 性 . 

广 下 一 引 理 的 打 述 中 ,我 们 采用 第 二 章 3.4 PE SIE Sobolev 
. 范 数 |- (IF. BFE, = MQ + IN)? recu, 其 中 ERN,p>1. 

引 理 4.2 ut S'UR^) LMM, HA Ф > Owae., 
Ast p > 1,61/2 є DY. 4 dv = Фан, 则 定义 域 为 C HAF D 
是 L2(e) 到 P(v) rati sa xen SET. 

证 明 首先 ， 由 第 二 章 (3.41) 知 ， 存 在 常数 > 9 使 得 

JST, = pie, «cel, 
于 是 由 假定 知 $ < DP. Hib, ФР D BJ (L?)- 定义 域 ， 并 且 
有 Dó-29!/7Dpq/. 下 面 我 们 用 By) 表示 由 如 下 形式 的 五 构 
成 的 P (v) 的 子 空间 : 


F = 5 ek @ Fr, 
k 
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其 中 F, eC, 并 县 只 有 有 限 多 个 F, ЖЖ. BA BO) EPU) 中 
T4. 由 于 ve ec, 
Гео? = | @ (D. Soda 
< vi, f ep. аи 
= аа. | Co. e yag 
< аера 9 73. 
于 是 如 下 定义 的 线性 算 子 Ws Æ PU 到 LO 中 的 稠 定 算 子 ， 


WaF = 》 9 (D. Ф). (4.17) 
k 


Форес, Е є 12(0), MI 
r2 (D" 一 Wo) Р) pac, 
= / (D(v®), Е) pay de 一 f ADEF amadu 


7 [we Ppa ns) du = (Dy, Fy ray). 


这 表明 
D'F = (D* - Wa)F, FP ë Bt). 

Rh, D ARER. E 

下 一 定理 是 本 节 的 主要 结果 . 

定理 4.3 在 引 理 4.2 的 条 件 下 ， (£,C) 是 可 闭 的 ， 且 其 闭 包 
(£,C) 为 L"(v) 上 的 Dirichlet Ж, Hp C Xp CHF E- 范 数 的 完 
备 化 . 

WEAR 由 引 理 42 a, (£,C) 是 L^(v) 上 的 对 称 闭 正 双 线 性 
型 .为 证 (£,C) Æ Dirichlet MW, Перт A RYE (BB H: 38 BE). 
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为 此 ， 设 pw EC. sc CLR), 假定 sup, Ie(x) < R. 由 数学 分 析 
中 的 Weierstrass 定理 知 ， 存 在 一 列 凶 项 式 {gnn € IN), 使 得 g, 
在 [一 器, 到 E— BUR F g. + 


ga (t) = f ds eg - B) 


Ш {д € IN) AG [-R, R] E— 3 SET ç HERA. f 
JR ga o v 在 L(y) PIR RAF gov. FRM ТЕЗ ВА, Mi mn — оо 
时 ， ал, = (9. 9 P – gm 9 P, Gn 99 — gm oq) — 0: 


anm = | Dlan oe — 9m o 9) Раи 
= / In 0 — Gm ° P| Del dv 
< sup |g, (t) — g, (t)|£ (e, v). 
<R 


id 


因此 ， (E.C) MaRS gopel. 

ТЕЕ ç € C — gopel. 在 C 中 取 一 序列 {pn,n € IN] 
1834 п co Hf (р — uv — фа) — 0. 特别 在 Z2(v) 中 有 
fr — р, 从 而 也 有 goo, — бор. 此 外 ， 我 们 有 如 下 估计 


£(go pn — 9 9 9m. ° Pn— 90 Pm) 


u f |9 o gu De, 一 g ° Pm Dogs dv 
< fw о Pn 一 g' : Pml | Deo. |? du 
ПШ 2 p 
+ fig оф. Da — Pm) du 
< 2 Í z O Pn —9 o Pml | Do, |? dv 
+ 2sup lg OF Í Deen — o, Pav 
tc Ж 
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Sh, 4 п, m — oo ҤЇ, Enn 58 PN SM P F SF, Atti s o ve 
按 51- PURO AF бор. AU, gopel. 

最 后 证 明 (£, C) BS Ps ARE. 根据 Dirichlet 型 理论 中 的 熟知 结果 
[例如 见 Ma-Réckner[1}), 这 等 价 于 要 验证 (Е.С) 具有 如 下 性 质 ， 
Ve > 0, 存在 C, : R — [—=, 1 + e] , 使 得 


(a) C.(t) = tt € [0,1]; 0 < C. (£) - C. Is) < t — s,t.s € Ris < t: 
(Б) € Ç, Ceop € C, HEC оф, Cro e) < Elip, e). 
满足 (a) 的 Ce BAA, (b) 的 第 一 个 条 件 已 被 证 明 是 满足 
的 ， 第 二 个 条 件 实际 上 对 满足 (a) 的 C. 恒 成 立 (注意 IC} < 1): 
ElC p Co 9) = f IDC: оу? dv 
= "ze er Dei? dv 
< J ipe? dv = Elp, 9). 
定理 证 毕 . ' 
下 一 定理 移出 了 (£,C) 可 闭 性 的 另 一 个 充分 条 件 . 


定理 4.4 Wd Фе (Е). ШЖ DE = В.Ф, Еф Be Ee 
(E), B- -9 AM F E X Bj E* QEY 中 的 元 素 ; 


((B- 8,7 9 o) = (9, (В, noh n € E, v € (E), 


Jj (£s,C) NIBH], B. (Es, 为 E?(v) 上 的 Dirichlet W. 
WEAR 由 假定 ， Vn € Е, реє (ЕБ), RIE 


(DO,7 3 v) 一 (B. Pep 
= ((Ф,(8, mop), (4.18) 


其 中 C.) 为 S*UR®) x SUR?) 上 的 典 则 双 线性 型 ， (B,) e (E). 
由 (418) ЖЯ. YF 8 Biv), o € (E), 有 


((Dà, 2° PF = «9$, (B, Fui) (4.19) 
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其 中 
(B,F)= > ex) ` Fk. 


因此 ，Yw EC,F eii, 


(e, О" Еш „у = ((®, p DF} 
= ((D($e), Py) 
一 P, (Dy, F)r2 (mab) + HDP, o I Е)) 
— (Do, Fg T (F, (B, Fu 
一 (De, Phau) + (>, (B, ЕУ уа). 
EE BH 
D'F-D*'F-iB,F,Fceüv) 
从 而 D' 是 稠 定 的 . 故 (£,C) ATA, H (£,C) 为 2206) 上 的 Dirichlet 
型 . y 
作为 定理 4.4 的 一 个 应 用 , 我 们 考虑 G5" (R7), В) 上 的 一 Gauss 
测度 r, BERR IE E A 


P(E) = f eC (de) = exp[— (E, KO}, 


其 中 K X L2(R°) E 3 E 8 ar T, А K 为 从 S(m) 到 
S(R3) HERAT. BR и MF Hida 22888, iy Ф(Вр 
Ф — ©). 通过 5- 变换 ， 利 用 (1.22) 可 以 证 明 : Vf e SUR, 


Р;® = (, (K7 — Df). 


& 
B= "BC: (-, (Kt Гер), 


k 


X) B eS'(R") e (E), FA Dé = В.Ф. KHER 4.4 知 ， 遂 过 
(4.13) v 联系 L^(v) 上 一 Dirichlet 7i. 
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附录 A Hermite £ M Hermite В Xi 
SE Hermite 多 项 式 EXA 
H. (u) = (De em uc Rne No, (A.1) 
ЕХ BS 31 exp[tu — 12/2} d t JT A 3 28 3 BH. 


CX ү" | 
exp{tu — 17/2} = Y ` Hs) tue R. (A.2) 


== (J 


利用 此 展开 式 容易 证 明 : 
定理 A.1 Hermite 儿 项 式 可 以 表示 为 


[n /2] (—1)*u Ttk 


H, (u) = n! У ai 2 kl(n 一 3 二 3 ne IN. (A.3) 
反之 
RA Hau) 
= >! Hy— : 
u^" = nl 2. ‚ RR — 2i iiy n € ING. (A.4) 


Нм, n € IN) 满足 微分 方程 


Hy (u) = nH | (u), n> 1, (A.5) 
Hy(u)— ui! (u) — пн, (и) = 0, n>0 (A.6) 
和 递 推 公式 


Нои) = 1, H (u) = u, 
Нун) = ан, (ш) 一 TT 1 (28) , nc], (A.7} 
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ELR HERE zs rk: 


E,,()B, (u) = Sef ) Наси). (А) 


MACR A 
[pe 2. (A? — 1)5A"- 2k 
Han (Aw) = = n! > / 2k (n — 2k)! Hy 2k (Qu). (A.9) 
证 明 由 et Bei? /? 关于 tt ORARAA (A2) 式 ， 比 较 等 
SA PA 3H £^ 的 系数 ， 即 得 (A.3) 和 (A.4) 式 ; 将 (A2) RIF u 
dr, EOS PA TRE КН CEN, BI (A.5) 和 (A.6) XX; 再 由 (А.2) 
式 可 知 


UE) 
sma s + 1)? 
M aug) Hn) Hsu) = u Ti)2u- eae + st} 








mi noo 
一 ere — sg" 
= (ч 
нуе 
一 Y H;(u) < V) «ББЖ 
- 4 
x aki 一 < i 
ЕМ ЖФ l+ k = m, j — 1+ k = n fi 





сту" MAN 
Y 2 ni oa a(t OG ja minak- 


比较 sn ROUTE SL (А.8). 特别 ， (А.Б) HH m = 1 
时 就 是 递 推 公式 (A.7). 最 后 ， 由 (A-2) 可 知 


> Uu (Ам) = ex Ds 一 U 
тъ 1) n! i i 2 


242 2 _ 2 
= exp} Atu + 人 


ox Cu + 
SA огра 
0 В y 
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在 最 后 一 式 中 令 ; + 2k = n, 即 化 为 
co — [n/2] ¿2 буп Fe 
(А2 — 1)5A 
2,7 — 2kk!(n 一 2k)! H.—ak (a), 
比较 r^ 的 系数 ， 即 得 (A.9) XX. 
* fe JR ER) Gauss 测度 
(4и) = (21) '"exp(—u^/2)du 


及 Hilbert 空间 LR, y), 我 们 有 
定理 А.2 Hermite 多 项 式 构 成 L? (JR, y) rH BJ IF RE Ж: 


f H,(u)H,(u)yv(du)- n! ^ m,n€lNo. (А10) 

i= ут, 
H, (u) = J (iva, n € №, (A.11) 

H 

H, (u +v) = y (z) uH, p(t), m € No. (A.19) 
SP <Я B 
YR oM) - a (A.13) 

证 明 由 А2) x 
M Lu ы | Hoo) Hau) Ya) 





= [е (s+ ts d - bau) 


2 2 2 
&^ +f 8 + t 
е GOTT = 
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比较 smtn 的 系数 即 得 (А.10) Sh. 利用 力道 积分 可 得 
#2 
/ exp{t{u + iv) (о) = exp tu -3 I 
m 


将 上 式 两 边 展开 成 t BU A H (А.2) 35) 并 比较 ЮЖ. 
数 即 得 (A.11) Ж. 由 (4.11) xk aT yl 


Halu + u) = he tout iy) y(dy) 


— > (к) f (u + iy)" y (dy). 


k=O 


T (А.12) RTE. BH (A.11) Aa A 


yE, GH, (z) 


r—üÜ 


- f J exp[t(u + бх) (о + iy) y (day (dy). 
EL JR 


计算 右边 积分 即 得 (A13) X. E 

由 (A.4) RERAN (A.8) 可 知 Hermite FMA MAH 
ELVES IR, HIE SEE (A.10) RE isk LR, у) 中 的 稠密 性 可 
д [(1) 1⁄2 构成 LPR, у) 的 正 交 基 ， 现 在 考虑 Hilbert 空间 
L (IR) = L^? (JR, du), 其 中 du 20 Lebesgue 测度 ， 对 f e LR), > 


Jf(u) = теч ^ риу), (A.14) 
则 


Уон) 一 12у 


J^! f(u) = «71 e уы), (A.15) 
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Mia J : LOR) — L°UR,y) 24 Hilbert zB. — 


hu) = (nl) VPJ H, (u) 
— (n!) M24 1/467 P (уи), (A.16) 


lj (А, пе No) 为 L^ (IR) 的 正 交 基 ， 称 为 Hermite HR. WE 
X X Hermite 包 项 式 性 质 容易 推出 ; 


h! (u) + uh (u) = V2nhk,_1(u), n > 1. (A.17) 


此 外 ， 我 们 经 常 要 用 到 以 下 一 些 有 用 的 估计 ， 证 明 可 参看 Hille 
Phillips[1] Я G.Szego [1]. 
定理 A.3 HME u € TR Ңң 


h (a) = O(n 7t), (A.18) 
/ hn(vidy = Oln? +), (4.19) 
Q 
而 
|А [се = sup |А. (ы) = O(n- 1/12), (A.20) 
| не} 
|ы = Í ва = O(n'/4), (А21) 
I 


因 Н, (ш) = (n!) rte 5. (u/4/2), 8k iH (A.20) 可 知 
| Halu) |< (т) еа, (A.22) 


BM, FL PREM nf $= c = 12, 此 时 (А.22) RH Cramér 
{hit (9, Erdélyi[1], p.208). 
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附录 B 局 部 西 空间 及 其 对 偶 


我 们 扼要 介绍 本 书 用 到 的 拓扑 线性 空间 的 某 些 基本 概 意 ， 许 
细 内 容 请 参看 Bourbaki[1], Schaefer[1] 或 Treves[1]. 
1. #55. 3295 HR 


设 X 为 域 区 (实数 域 R RRC) 上 的 线性 空间 . X kL 
ВОЗЕ 3E fH РА ЗЕ р GRATE: 


(N.1) P(z— y) < piz) +p)  mwycxX,; 

(N.2) p(z)-|Alp(m) z £ X, € K; 
称 为 五 上 的 半 范 . 若 还 具有 性 质 ， 

(N.3) z Z 0 = plr} > 0, 


D ERAS E38. 苦 此 外 还 具有 “平行 四 边 形 ”性 质 ; 
(N.4) p(a + у)? + p(z — у)? = 2р(т)? + 2р(у)?, х,у E X, 


则 称 为 Hilbert 范 { 简 称 H 36). 具有 性 质 (N.1), (N.2) 及 (N.4) 的 
PEE p PRA Н 2 38. 
hpA X Бр. + 


Np = p~*{0) = {z € X : p(x) = 0}. 


由 性 质 (N.1) 及 (N.2) WTA, N, 是 X 的 线性 子 空间 CEP р 为 范 
数 ， 则 N. = {0}). + 
X, = X; N, 


为 向 空间 ， 即 由 p(x 一切 =0 建 立 的 等 价 关 系 z y 中 所 有 等 价 
He © PAR ER ES [Н], FO BR Nis 


Q,: X — X, (B.1) 
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即 Z= pz 08 = 的 等 价 类 ， 在 X, 上 定义 函数 
p(Q,z) = р(х). 


BR, Бю X, Eh], (XD ARETE, ER SELBE 
Banach 空间 (Xp p). 车 此 Banach 空间 是 可 分 的 ， 我 们 称 此 半 范 
p A 可 分 半 范 . 

Жр LÉH, M hEm Banach 空间 实际 上 是 
Hilbert 空间 . 

Kw pe AX LATHE, Xp dco 0d 


p(x) € eq(x), Va £ X, 


ШЖК p MF g, EA p —< q. WAN, C NV д 等 价 必 为 p Str, EI 
而 ^ Eos 
Ты = 905: X, — X, (B.2) 


可 开拓 为 X, BX, 的 连续 线性 算 子 . 
B pq AX ERAS als HO, AEX, rh ТЕЛЕ Ж 
{en} 使 


Y ` p(T, ea)? < OC, (B.3) 
r= 1 


WK p HS BF ç, 129 p «us q. 容易 证 明 (В.3) 中 的 和 不 依赖 于 
TEC {en} DER, CREAT 的 Hilbert-Schmidt 范 数 的 
平方 . 

2. 局 部 凸 枯 扑 线 性 空间 、 有 界 集 

线性 空间 X 中 赋 以 拓扑 结构 7, PIA ЖОЖ ЫБА Du 
(X,7) 称 为 拓扑 线性 空间 或 拓扑 向 量 空间 . 

在 拓扑 线 性 空间 中 ， 由 于 坟 尘 的 连续 性 ， 任 何 一 点 的 他 域 都 


可 以 由 零点 邻 域 系 .N(0) 平移 而 得 到 ， 因 此 其 拓扑 由 (0) 所 唯一 
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W V X X ТФ, Ж Yre X, Do d$ Xz € V 对 一 切 满足 
A < Ao ZA € IC RAF, WRV 为 吸收 集 . 由 数 乘 运 算 的 连续 性 
易 知 | 零点 的 每 一 邻 域 都 是 吸收 集 . 
在 Banach 空间 (X, | D 中 , 可 取 不 同 半径 的 开 球 (=, Ix] < €) 
(e > 0) 作为 NO) 的 基 . 但 在 无 努 维 分 析 中 ， 只 考虑 由 单个 范 
数 生 成 的 拓扑 线性 空间 是 不 够 的 ， 有 必要 考虑 由 某 一 族 半 范 工 = 
{Paa E A) ERRARE RA (X, 7), 其 中 А 是 任意 指标 集 . 
这 时 А (O) 的 基 可 以 由 以 二 集合 构成 : 
{2: pa, (2) < 6, j= 1,2,--- n], | (B.4) 
HP ne Wye; > Oa; € ALG = L2,.-,2) AHH (X,T) A 
Hausdorff 22 [8], {tF (N.3) 的 是 ， 总 体 工 满足 
ж Z Ü = Зе є А, Palt) > 0. (B.5) 
由 一 族 满 足 性 质 (B.5) REW T 生成 的 拓扑 线性 空间 称 为 局 部 凸 
= ëJ (locally convex space, 简 记 为 LCS). 这 一 定义 等 价 于 几何 的 
Ж X, Bl {ЕТЕ nA RES Hausdorff jt {КЖ} 23 їн] Ж БОЁП 25 [a]. 
KE 和 Ts AX PARA, BAT 生成 之 拓扑 弱 于 由 Г» 
生成 之 拓扑 , MART FPS, 记 为 Ti <Tai ЖГ < Ts H Г. Гу, 
则 称 Ti 等 价 于 Г», WAT ~ Ta， 等 价 的 半 范 族 生成 相同 的 扫 
+. 
Jay WE OA [8] n] Вр ВО ЭЗЕ AR PE d 3C du] tH n] Bee ў ЖЕЕ 
Bk. Йи Bs EX (k. BÉ ka RB пча Bj ЖК Fréchet 空间 .每 一 个 
Banach 空间 都 是 Fréchet 空间 . 
KA. ЯЗ = [aj P RJ y ЭИ Ke, — ЖЕЗ РКЕ ES 
IE) PMA. WIRTH X 中 的 子 集 B. ан eM 
We, Bp ` 
VU c М(0), JACK ff B c AU, (B.B) 


则 称 为 ARS. 2X 为 局 部 凸 空间 ， 其 拓扑 由 半 范 族 工 生成 ， 则 
TE B 为 有 界 集 的 充 要 条 件 是 ， 
sup pls) < oo, Ұр Є Г. (B.T) 
TE 


Ja RÚ Pb == [Н] т] C PU. BU ЖЖ ЖЕЛЕТ A R AAA. 每 点 具有 紧 
邻 域 的 拓扑 空间 称 为 Po BB $£ <= [8], Ju у а [Н] зА B D >34 RE 
A B. 


3. 投影 拓扑 与 拓扑 投影 极限 


HAX ARER, {Xaa € A) 为 一 族 局 部 是 空间 ,其 
拓扑 Ta ВЕ Г. ER. i 


fa 1 K< — Xe, AEA 


为 一 族 线 性 映射 ， 且 Nafa 00) = (0). X 中 使 所 有 f, 为 连续 的 
MG 局 部 凸 拓扑 Т, 称 为 关于 (Xa Ta foia c A) 的 投影 拓扑 , E 
可 由 半 范 族 (p. o faj Pa € Dae E А} 生成 .任意 局 部 凸 空间 Y 
到 X 的 线性 映射 工 为 T- 连续 的 充 要 条 件 是 ， Ya A, fo T H 
T, ik. X 中 子 集 B 为 有 界 的 充 要 条 件 是 ， Ya e A, f.(B) 在 
X, PA. 

Bl. É X HBOS (YT) ВЕШ, f: X — YV 
为 自然 嵌入 映射 ， 则 X 中 关于 (У, Т, 7) 的 投影 拓扑 就 是 T 在 子 
空间 X 中 的 导出 拓扑, 记 为 Ty. 

例 2 HX =L. Xa ARREN, fa H X X] Х 的 坐标 
投影 ， 则 X 中 关于 (Xa, Tas faja E€ A) 的 投影 拓扑 就 是 乘积 拓扑 ， 
记 为 IL. Ta. 

BI 3 W OG Tun є IN) 为 一 列 局 部 凸 空间 且 


X] 2 X92: OS X. D--- 


X (X. 


fo X X BX, 的 自然 嵌入 映射 MU X 中 关于 OG Ta faim € IN) 
的 投影 拓扑 T #E29 AB sy РЕЗИ RR RE. W 
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对 此 拓扑 的 空间 X 称 为 序列 (Xa Ta) 的 GEI) 投影 极限 , 记 为 
X = limXn( 这 种 极限 还 可 以 推广 到 足 标 集 为 任意 定向 半 序 集 情 


№).Х ЕВЕ fA T- ESE ICRA: n € IN, 使 了 可 
aii X, 上 的 T. EERTE PB. 者 对 一 切 m > n, Т] = 74, 
DUN gy EL TO EC HE BB k: 严格 的 . 


4. АТКА 284 292 PER 


f5i& X aRt, (Xa. Taa € A) 为 一 族 局 部 凸 空间 . 

Da 

fa | X.— X, QEA 
为 一 族 线性 映射 ， 且 X = span(U, ga(Xa)}. X 中 使 所 有 g, 为 连 
续 的 最 强 局 部 是 拓扑 T, 称 为 关于 (Xa, Ta, gaia € A) й ARH 
Hx 到 任意 局 部 凸 空间 了 的 线性 映射 全 为 T- ERE RE 
Е. Ya € A. Tog, 为 Ta- EER. 

例 1 设 М 是 局 部 凸 空间 (Y,7) ESS, X = Y/M 
为 商 空间 ， g:Y — X Ж ШЕ, W| X 中 关于 (Ү,7,9) 的 归纳 
拓扑 就 是 商 拓扑 . 

例 2 W {Xa Tae € A) иар. X = Bie, X. 
为 其 线性 空间 直 和 ( 即 乘积 空间 [ca X, 中 只 含有 限 个 坐标 分 量 
不 为 零 的 元 素 所 构成 的 子 空 间 ), gs 为 Xa BX df B FREE 
ЗТ, M X 中 关于 (Xa, Ta даја € A) 的 好 纳 拓扑 就 是 直 和 拓扑 ， 
iiA Paca Ta- 

W3 W En Thine 有 为 一 列 局 部 凸 空间 ， 目 

AY OX, C--- C X. C М. 


4m>n itt, Ty -7 RB 
x = UJ x,,, 


Gn AL X, BY X BJ APR RAR, WX 中 关于 (Xn, 7, 9n€ IN) 
的 归纳 拓扑 T 称 为 此 局 部 凸 空间 归纳 序列 的 归纳 极限 拓扑 . BR 
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予 此 拓扑 的 空间 X RAE) (Xn, 7.) 的 GBto 归纳 极限 , 记 为 
X = lm X, (E 同样 可 推广 到 任意 定向 半 序 足 标 集 情形 ). 若 对 一 
EJ m >з, 7] = Ta, 则 称 此 归纳 极限 是 严格 的 . 

在 归纳 极限 拓扑 中 ， 蕊 中 的 子 集 B 为 有 界 集 的 充 要 条 件 是 : 
dno € IN d B C Xn BBA Xa, ФА. 序列 {za} AATF m 
AT FR Se eR HE: no € IN, fF {ra} C Xn, B£ Хе P z, — z. 

注意 一 般 归 纳 极 限 拓扑 未 必 为 Hausdorff 拓扑 ,但 车 极限 是 严 
‘SAY, UA Hausdorff fi fh. 


5. ХЕ s een ss ДЇ 


XY 为 两 个 线性 空间 , HEX xY LEMAR В y), 
Wi E a Ps PE M: 


(T py = Ü , Vy E Y = х = Ü. 
(my = 0, Vz € X = y = 0. 


M] X FLY Gis eT AO RR, МК (Х,У) 为 ( 线 
性 空间 ) 对 偶 . 例如 ， 线 性 空间 X EWR Mea RES 
间 X', 称 为 X B 代数 对 侦 空间 .对 x EX 及 fe X', 定义 双 线 
TEE 


(B.8) 


(z, f) = fle), 
则 (X, X^) 为 一 对 偶 ， 

者 QT) NES, X 上 的 T- 连续 线性 泛 函 全 体 构 成 
线性 空间 X". ЖА (X, T) 的 拓扑 对 偶 空间 . mh, X* 是 X' 的 
线性 子 空间 ， 且 (Х,Х*) 仍 为 一 对 侦 ， 

É Y) 为 对 偶 ， X 中 由 半 范 族 ， 


py (z) =| (2, у) | ‚ YEY (В.9) 


生成 之 拓扑 称 为 关于 此 对 偶 的 弱 拓 扑 , 记 为 o( X,Y), 它 是 使 线性 
LE f,(z) = (z, y € Y 为 连续 之 最 弱 局 部 凸 拓 扯 ， 由 对 称 性 . 
在 中 也 可 定义 弱 拓 扑 a (Y, X). 
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6， 相 容 性 和 Mackey $449) 


设 (X,Y) ADU, X НЖАТ T RASA BS, 
如 果 它 使 得 X 上 上 了- SSR Re RAR OSS XT 和 工 
重合 (Y Раў л y MAX LOR Cy), 因而 了 可 以 
看 作 X 的 代数 对 偶 x' 的 线性 子 空间 ). BPR, ssdadho(X,Y) Ж 
pep fS ЖН AE B E 38 dn dh. 

AS SREB НЗМ, BT EAS ТР qa Ж: 


ps(z) = зир | (rT, |, S € 6, (B.10) 
yes 


其 中 各 为 了 中 某 一 覆盖 空间 了 的 非 空 子 集 类 ， 由 (В.т) 可 以 看 
Ht, SBR ps AR, ЖИЕ S 为 o(Y, X)- 有 界 集 时 ， ps 为 半 
范 ， 出 此 羊 范 族 生 成 X 中 的 拓扑 ， 即 在 6 中 每 一 集合 S 于 一 致 
ЭК, BA G- 拓扑 . 特别 ， 当 O 为 了 中 有 限 子 集 全 体 时 ， 
就 得 到 点 点 收 人 请 拓扑， 即 弱 拓扑 o( X,Y). 

为 了 得 到 景 强 的 相 容 拓 扑 ， 我 们 注意 到 psf 关 于 某 拓 扑 ] 连续 
的 充 要 条 件 是 ， Ye>0 3U є АГ(О) #Ë Vz EU 有 р(х) < e, 也 就 
Жі, SA XERAIS EERS X 上 任 一 相 容 拓扑 都 
是 中 等 度 连 续集 合 上 一 致 收 第 拓扑 .由 Alacglu-Bourbaki 定理 
(例如 和 参看 Taylor & Гау[1], p.166), 等 着 连续 集合 是 相对 o(Y, X)- 
XH. GR б 为 了 pyn” BETET, Н S- 拓扑 称 为 
Mackey Hth, 记 为 T(X,Y). 我 们 有 以 下 重要 的 

Mackey-Arens 定理 [参看 Schaefer[1], p.131) Hi (X,Y) 为 
ХВ, MIX 上 的 局 部 凸 拓扑 元 AURA TE EE AE Ж: 


o(X,Y) <T = т(Х,Ү). (B.11) 


ИН He TF Е ИА E ik Ali 6 k. 根据 这 个 定理 ， 
OR (特别 是 线性 子 空间 ) 关于 任 一 相 容 拓扑 的 闭 包 是 相同 的 . 


线性 空间 x bee V, ЖЛ; ЕСУ, n€ XA abzi-Azc-pueV, Boye 
Tİ ub dR. 
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设 (X,7) ZJ Rp SB 25485 S (X, X, BRA 
c(X, X") < T «T(X, X"). 


т. 强 拓扑 和 有 自 反 性 


设 (X,T) ABS, X* ЖКА, 各 为 X* 中 
c( X*, X)-H AR SA RE P2828. HERE ХР) 6 + {КИП AE 
c(X*, X)-/8 ЖЖ E — Sc SB Th, 称 为 强 拓扑 , 记 为 BX, X*). 为 
了 区 别 诛 空间 (X, T) ROBE ФЬ E SIAL (X, LX, X°)), 
我 们 常 将 后 者 简 记 为 Xa (Bh XS, X, S). E (X,7) HI Xa 
—5k, BRAD fxX(baneled)? 4 Bl. # (X,7) 和 —3& , HH 
Mackey 空间 ， 所 有 Fréchet 空间 都 是 桶 式 空间 .所 有 桶 式 空 间 
都 是 Mackey FEL. 以 (Xs)* 表示 X EPPA TZ PS Pr F НЕН] 
线性 空间 (类 伏地 还 有 (Xo)*,(X-)* Ж), 由 Mackey-Arens 定理 可 
知 ， 作 为 线性 宇 间 ， 


(Ko 六 = Х* = (X,)* c (Xp). (B.12) 


对 称 地 ， 在 X* FASS "dBfhe(X", X), Mackey Hth r(X*, X) 及 
强 拓扑 0(X",X). 为 了 区 别 X* RU RRR A SEE ti 
空间 ， 可 以 分 别 记 为 XILXI 及 ОХ; (注意 XG 4 (Xa). Хр 称 为 
X 的 强 对 偶 空间 . 

X 上 强 连 续 线性 泛 函 全 体 构 成 线性 空间 хе = (х5) KA 
二 钦 对 俑 ， 一 般 地 X C Хб”, X Хе H T = 8(XX,X*), 即 
(X, T) 与 二 次 强 对 偶 空间 X3 S(XDL—X, ЖА 自 反 空间 . 

X 为 目 反 空 间 的 充 要 条 件 是 ， X 为 桶 式 空间 且 其 中 一 切 有 
界 集 为 相对 弱 紧 . RB, Banach 空间 为 自 反 的 充 要 条 和 件 是 单位 球 
Ж. 


DAA ЭЕ (barrel). 在 桶 二 空间 中 ， 一 切 桶 均 为 零点 邻 域 . 
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8. xB PR 
E X, Y AARDE, ХУ" ДТК, СХ, У) 
S X BLY 中 线性 连续 映射 所 构成 的 线性 空间 . HOT © CCX, Y), 
则 对 和 任 一 f e Y= 有 ff? 了 EX*, 线性 映射 f—foT HA 
T':Y*— X", 

PRA T 2 PRR. 同时 考虑 对 侦 (X, X) BY YT JHI T" 的 
关系 可 归结 为 

(Tx, f} = (ГР), mrcX,fcY* (B.13) 
由 上 式 可 知 ， 了 和 T 都 是 o-xESBBS, B 

T e C(X,,Y,), TEL, XE). (B.14) 


SARA T 的 值 域 R(T) dk Y 中 稠密 (因为 线性 子 空间 在 相 容 拓 
扑 中 有 相同 闭 包 ， 故 等 价 于 弱 筒 密 ) 时 T* 为 单 射 ， | 
£ X,Y 都 是 Mackey 空间 ， 则 连续 性 和 o- 连续 性 等 价 ， 特 
别 ， 当 X,Y 都 是 Banach 空间 时 ， 若 X kd. PRAY, 则 
其 强 对 侦 空 间 Ү* 连续 、 稠 密 地 嵌入 х". 
考虑 一 列 Hilbert 空 [E] 


X1 4 Aa D- BD X, > X n4-1 PELLE 


i Vn € IN, X n+l 连续 ， 稠密 地 和 仍 人 Xn, X = lim X, A HG YF 
影 极 限 ， 则 对 偶 地 有 


XI OX, Ces OXF CXL Ce, 


H vn e IN,Xz 连续 、 稠 密 地 人 嵌入 Xt). X° = lim Xz 为 其 拓扑 归 
纳 极限 . 

由 于 可 列 Hilbert 空间 X( 参 看 第 一 章 53) 是 自 反 空间 ， 而 归 
纳 拓 折 极 限 是 使 一 切 直 入 映射 为 连续 之 最 强 局 部 凸 拓扑 ， 所 以 在 
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其 对 偶 空 间 X" 中 ， 归 纳 极 限 哲 扑 、 强 拓扑 和 Mackey 拓扑 相互 等 
fir. 


9. 1395] f! 3 (Б) fl Banach-Saks 定理 


设 X AR Sil, i$ Ve c (0,2), 36 > 0 fF vr,yc X, 

lel <1, lyll € Le — yl} > e= lile +i < 1-6,  (B.15) 
Ж X RA He OS [а]. 

fA 1 (Hilbert 空间 ) 由 平行 四 边 形 性 质 知 , > Hell <1, [ly < 1 
E |z-—yl > e WF jet yl? < 4— 2. BE 6 = 1— (1 —e2/3y1/2 Вр 
得 Hilbert 2 [н] [f] 35 ^3 tik. 

$3 2 (LP 空间 ) W 1 < p < so, 由 Clarkson RER: 

ef + gs + 1507 oe < 01121612) (2 < p< oo) (В.16) 
С) ЕТС) < GEIE) G < p < 2) (B.17) 
(Hg Ap MAIS) WM, 34 p > 2 时 
ПС + gllp < (1 — (є/2)Ру!/Р, 
RL ó = e" /2Pp + о(єР); >á p < 2 时 
ПАСА + gH!» < (1 — (e /2)8y1/8, 
取 ó = (p — 1)e^/8 + ole”), 得 证 L? 空间 的 均 名 同性. 

Fy) 4 Banach 空间 为 自 反 Banach 空间 . RNA. BE 
Banach 空间 中 有 界 集 为 相对 99 R, #454 Banach 空间 中 
有 以 下 的 所 谓 Banach-Saks f£ 8: 

Banach-Saks-Kakutani 定理 设 (z,] XE] ze fap X rg 
有 界 序列 ， 则 存在 子 序列 {2n h 使 算术 平均 序列 Sp = 1575 iu, 
ЕХ фаў. 

读者 可 参看 Diestel[1].， 更 进一步 可 以 证 明 ， 车 4 HAY 
Banach 空间 X 的 闲 四 子 集 ， 则 Vz c X 存在 唯一 元 素 PA(z)€ А 
使 


P — = ] -— 
|Pa(e) — ell = inf lly — =l. 
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PF 注 
第 一 ж 

81. 1.1 一 1.4 的 内 容 主要 取材 于 Katol] 的 第 五 、 六 章 . 15 的 内 
AW BH Kuo|lj. 

82. d B Hilbert я fa] 3k ВЯ AY ae X Hx А Reed-Simon(1]. Fock 
空间 的 概念 源 于 Fock[1]. `` KE НЕ ЕВО LF Cookll], 
更 详尽 的 讨论 可 参看 Segal[2] 和 Simon[1). 

83. 赋 可 列 范 空间 概念 由 Gel апа 首先 引进 , 见 Gel'fand-Shilov[1!. 
Grothendieck[1] 研究 使 Schwartz 核定 理 成 立 的 :类 广泛 的 局 部 凸 空间 
ME SER TRS, KH-MBLSA Schaefer|1j,Trevesji 和 Ttó[2], 
Gel'fand- Vilenkin|l, 中 有 关于 可 列 Hilbert 核 空间 的 详细 讨论 ，- - 般 局 
BB ЕҢ эе [Н] Р] Be SE Bt BL A) Treves[1] PA E XA a- 张 量 积 ， 此 外 还 有 

“种 5- 张 量 积 ， 但 在 核 空间 情形 两 种 张 量 积 是 相同 的 .在 Hilbert 空间 
ЈЕ, БАЕ Hilbert SERRE. 

84. 4.1 的 主要 内 容 取 材 于 IKuol1] 和 Skorohodi2]. 4.2-4.3 HAR 
基于 Kuo[ll, 其 中 Fernique 定理 的 证 明 取 自 Da Prato-Zubczykll]. 有 
X Minlos 定理 和 Gross 定理 的 推广 形式 见 Yan[2]. 

第 二 章 

随机 变 分 学 昔 基 性 工作 是 Malliavin[1]. ЖЕТЕ А Е 
LIRARE. Stroock{1,2] 及 Kusuoka-Stroock|[1,3] 系统 地 发 
展 了 无 宠 维 的 对称 扩散 半 群 理论 。 Bismut[l] 应 用 蝎 为 直接 的 Girsanov 
变换 方法 ， 得 到 了 Wiener 空间 上 的 分 部 积分 公式 . Shigekawa[t], S. 
Watanabe[1], Ikeda-Watanabe[1] 及 Meyer[2] 等 发 展 了 Wiener i$ š 
的 Sobolev FHA, БА Т 个 统一 的 无 穷 维 Sobolev 空间 理论 ， 作 
为 系统 阐述 随机 变 分 学 理论 的 论文 或 专著 , 读者 可 参看 S. Watanabe[l], 
Ikeda-Watanabe|3], Norris|1], Ocone [2], Huang[4], Malliavin[5], Us- 
tunel/4] 及 Nualart[1). 

51. 抽象 Wiener 空间 的 概念 是 由 Gross[1] 引进 的 .因为 其 中 微分 
结构 元 全 取决 于 Cameron-Martin 空间 H,Ito[3,4| ЕН з Н КС р 
H ШАКЕ R ЛШ ЧЕ БИЕ ЖЕЛ, ЩЩ КЕ БА Segall] 的 
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Gauss Ex ESHER. — Malliavin[5], Nualart|1| PL ae 
ALEX PRAM FREE SOS MBA MIC. 

AWA Gauss WEZE., SHR A aE eR Н Malli- 
avin[5]. FAT Ay РА Ae i y A E H Wiener[2] HE. EEA 
果 均 属于 1t6[1], 部 分 证 明 参 照 Nualart[1 . 

92. Ornstein-Uhlenbeck 半 群 的 超 压 缩 性 首先 由 Nelson{1] 证 明 . 
此 处 简单 的 证 明 取 自 Neveu|1]. Cameron-Martin[1] 首先 得 到 Wiener 
测度 的 氢 不 变性 质 (定理 2.5), 在 一 般 Gauss 概率 空间 中 的 定理 的 表 
述 和 证 明 属 于 МаШауіт[5]. Wiener Z mi Sobolev 空间 理论 在 S. 
Watanabell| 及 Sugitail,2] 中 有 较 详细 的 论述 . 

83. ІР ATEM (定理 3.8) 属于 Meyer[2], 此 处 证 明 取 自 Shige- 
kawal4]. Meyer 不 等 式 (定理 3.15) ТЕ p = 2 的 特殊 情形 已 由 M. Krée- 
P. Krée[1] #48. Меуег[2] 利用 Littlewood-Payley 不 等 式 予 六 证 明 . 
这 里 基于 Hilbert 变换 在 LP 中 的 有 界 性 的 简洁 证 明 来 自 Pisier[1]. T^ 
х ЖЕН 8. Watanabe[1] 引进 ， Malliavin 随机 变 分 学 中 的 公式 
AL AT Nualart -Zakai[4]. 命题 3.23 WÁ Sugita[3]. 

$4. Malliavin|1] 利用 调和 和 分 析 引 理 及 分 部 积分 公式 首次 给 出 了 
Wiener 7 ЭУ ИЕ БЕТЕ ТЕ Ж NADE ЖИ ОШ. 该 技巧 在 Stroock|1]， 
Bismut|l| 及 Shigekawa[1] 中 得 到 了 发 展 。 Bouleau-Hirsch[1,2] 利 
用 Dirichlet PHARRR T HARRERA (EM A.7).S. Watan- 
abe[l| ТУЯ Winer FRMAS, 证 明了 泛 函 苍 布 密度 光滑 
性 的 重要 绪 果 1 定理 4.9).Donsker 5- 画 数 的 疯子 取 自 Ikeda- Watanabe 
[3]. ET RRP AERE EFIE Ж Kuo[3] 及 本 书 第 四 章 例 2.24 RA 2.25. 
连续 过 程 极 太 供 分布 密度 的 例子 取 自 Nualart-Vives[1]， 在 Kusuoka- 
Stroock[4] 中， 还 可 以 找到 一 些 目前 还 不 能 用 分 析 方 法 获得 的 结果 . 


第 三 章 


81. Skorchod[1] zz X ТА Brown 运动 的 非 适应 随机 积分 ，Gaveau- 
lrauber|l| 证 明了 Skorohod 积分 和 散 度 算 子 5 的 等 价 性 ， 本 节 基 于 
混沌 分 解 的 讨论 主要 依照 Nualart-Pardoux[1], Nualart-Zakai[1,2] 和 
Yan[t]. 定理 1.7 最 早 由 Clark] 获得 (还 可 参看 Haussmann[1]), 但 
ARE F Fréchet ú 2k. Oconell| KES AIT Fe pi 的 情 
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Jë.  Karatzas-Ocone-Li[l| 证 明了 公式 对 五 e Di Prey. ША 
简单 的 证 明 取 站 Yanllj( 还 可 参看 Nualart-Zakai[2]). 对 Clark 公式 的 
- 般 形 上 成 讨论 可 参看 Wul3|， 定 理 1.9 KHEB ТЕШ, Ikeda-Watanabe|]| 
和 Stroock[3], 这 里 我 们 利用 Picard (е5 S[EB 1.4 给 出 了 一 个 简单 
ШЕ ВН.  Hórmander 定理 的 概率 证 明 最 早 由 Malliavin[1] 444, IH ur 8H 
Re ox (参看 Ikeda-Watanabe[l] 或 Huang[4]), xk !B f) fij A dr BRE Н 
Norris[1], 其 中 关键 引 理 1.11 ЖН Stroock[3， 另 一 种 证 明 方 法 可 参看 
Bismut|1]. 在 Kusuoka-Stroock|3] 中 还 讨论 了 对 Harmander 4% tt i 
82. AWA Б BR B Malliavin[5] ЖШ Sugita[3], 但 对 证 明 作 了 一 
些 改进 ，Malliavin[2| 首先 引进 (E, p)- ARE HS, FEJT ША 
分 析 研 究 锁 域 . 容 度 和 不 变性 问题 首先 由 6 提出 ,Albeverio . Fukushima 
等 [1] SH TMS. 此 处 定理 2.15 的 证 明 取 自 Malliavin[5]， 在 抽象 
Wiener 空间 框架 下 ， Sugita[3] 证 明了 Meyer-Watanabe Er У 55 8 
EWS. ZH ER Ж ESE ТРЕЕ Kondratiev-Samoylenkof1], 
Yokoi[1] 和 本 书 第 四 章 定理 49. 它们 之 间 关 系 的 过 论 可 参看 Huang[5]. 
关于 随机 过 程 轨 道 拟 必然 性 质 的 讨论 , 可 参看 Fukushima[1], Takeda[1], 
Yoshida[1], Denis[{1], Ren[1,3,5] 以 及 Ren[4] 中 所 列 文献 

83. 关于 Skorohod 积分 和 Stratonovich #t2 BJ Riemann Al iB JT 
主要 取材 于 Nualart- Pardoux[1]. 非 适 应 随机 积分 和 160 公式 还 有 许多 
不 同 的 途径 ， 例 如 参看 Hitsuda[1], Sevljakov|1], Ogawa[1], Sekiguchi- 
Shieta[1], Kuo-Russek[1], Asch-Potthoff[1] 和 Ustunel[2]. 

关于 非 适 应 随机 微分 方程 和 Girsanov 变换 主要 取材 于 Kusuoka[1] 
#1 Buckdahn [2,3,4]. 读者 还 可 参看 Ramer|[1], Buckdahn[1], Enchev|t], 
Enchev-Stroock|l]. Ustunel-Zakai[3,5] 以 及 Y. N. Zhang[l] ЖТ Ж 
型 的 方程 和 研究 方法 可 参看 Осопе-Рагаоих [1], Buckdahn-Nualart[1] 
Ж Pardoux[1] 中 所 列 文献 . 

Malliavin 分 析 的 应 用 在 此 不 能 一 - -列举 , Ai, XT Atiyah-Singer 
指标 定理 的 概率 证 明 参 看 Bismut[5] 和 Watanabel3], 在 滤波 问题 中 的 
应 用 可 参看 Bismut-Michel[1], XX FARREA HARASA Watan- 
abe,2] 和 Ikeda[1], ЕВЕ B A4 SEALS Gaveau-Moulinier[1], 
AY Wiener 空间 上 随机 变量 独立 性 和 其 梯度 正 交 性 关系 的 研究 可 参看 
Ustunel-Zakai[1,2]. 此 外 ， 关 于 带 跳跃 过 程 的 随机 变 分 问题 前 研究 可 参 
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在 Bismut[3], Bichteler-Gravereaux-Jacod[1] 及 Wu[1,2]. HE s H D) 
及 理论 的 进 -… 步 发 展 辣 参看 Malliavin[4|] £ rh grs £2 ond. 
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51. AX Wiener-Itó-Segal PH WA tAE Wiener[2] It6[1] 和 
Segal|2]. Wick KER : z" : 的 取 名 源 于 量子 物理 中 的 Wick 编 序 ， 
后 者 得 名 于 Wick[l]. A - 些 文章 中 把 Wick 张 量 积 称 为 Wick MF, 4U 
RE. Kubo-Takenakall] SKA KE FILET Se 
EaR. = Meyer-Yan(2| 和 Kondratiev-Leukert-Potthotf-Streit- 
Westerkamp|1] 进一步 讨论 了 一 般 Се апа 三 元 组 的 二 次 量子 化 ， 用 
推广 了 欧 二 次 量子 化 方法 构造 白 曲 声 分 析 框 架 是 Kondratiev-Streit]1] 
自 先 提出 的 .这 一 方法 也 诈 用 于 非 Gauss 分 析 (X, Kondratiev- Streit- 
Westerkamp-Yan|1]). 近年 来 , 由 于 实际 问题 需要 或 理论 上 的 兴趣 , 提出 
TF SERI ЁН ЛЫГ АН (| fu X, Меуег-Үап(3], Potthoff- Timpel[1], 
Huang-Song|1], Imkeller-Yan/2]). 

82. 在 经 典 的 白 噪 声 分 析 框 架 下 , ORE ра 295 19) Д0 ЖП БЕТШ RRS 
车 要 推论 首先 由 Potthoff-Streit|1] 给 出 , 检验 渤 函 空间 的 刻画 则 在 Kuo- 
Potthoff-Streit[1] 中 给 出 。 Yanl7] аз жетили. T.S. 
Zhang(1] & 8 T 2 e 2:18] 9-5 — Фра. Kondratiev-Leukert-Potthoff 
等 [1] 进一步 给 出 了 一 般 Gelfand 三 元 组 的 二 次 量子 化 情形 下 的 泛 函 空 
HAB. 2.1 及 2.3 中 关于 一 般 框 架 下 的 相应 结果 属于 Kondratiev- 
Streit[1j，2.2 «di Е 3 n RE Kondratiev-Leukert-Streit(i]. fW 2.32 
由 Kubo-Takenaka[1] 给 出 . fi] 2.4 rh Donsker 6- 33 щн Kuo[3] £518. 
il 2.26 Ж B. Kondratiev-Stzeit/1]. Н. Watanabe|1| ñ 55 JB ABB 
ЭЕ T ЖЩ Brown 运动 的 自 交 局 部 时 ， 这 里 的 便 2.27 取 自 He-Yang- 
Yao-Wang[1]. 

33. ZARRA (3.10) 是 经 典 的 【参见 Meyer|3] 关于 该 公式 
ИНТЕ). G 3.1 和 定理 3.2 Æ Potthoff-Yan[1] 中 相应 于 8 一 0 情 
形 的 结果 的 推广 . ZR SW) Wick 积 源 于 量子 场 论 中 的 “S- BI” CEH 
Wick[1] 引入 的 (也 见 Simon[1]). 1965 42, Hida- Ikeda[1] 首次 在 概率 
论 中 引进 Wick ЯЯ. Meyer-Yan[1] 用 S- 变换 定义 了 和 白 噪声 分 析 框 架 下 
f XI Wick R. 关于 Wick 积 在 随机 分 析 中 的 广泛 应 用 可 参看 
Holden et al.[1]. ARRAS HTS, Feynman 积分 始 于 Hida-Streit! 1]. 
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Meyer-Yan[1], Hu-Meyer[1] 以 及 De Faria-Potthoff-Streit[l| 继续 了 这 
一 研究 ， 3.3 采用 Meyer-Yan[1] 的 构架 介绍 了 Khandekar-Streit[1] 的 
结果 . 

84. JU MS p = [Н] BJ AB Za ud B oH Kondratiev-Streit!1|] 2& tH, ix 
里 用 Yan[6| 中 的 重 正 化 算 子 简化 了 原 证 明 ， 在 经 典 揭 白 噪声 分 析 框 架 
下 ， 正 广义 泛 函 的 测度 表示 由 Yokoill| 首先 给 出 ， 一 般 框 架 下 的 相应 结 
R {定理 4.9) 属于 Kondratiev-Streit|1]. 
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Sl. P Xi ie SE Potthoff-Yanli| 中 有 系统 研究 ， Kuo- 
Potthoff-Yan[1] 及 Yan[10] 给 出 了 进 -- 步 的 结果 . 本 节 内 容 是 上 述 文 献 
中 的 乡 果 到 一 最 框架 下 的 推广 . 

32. Fock 空间 中 算 子 象征 的 概念 源 于 Berezin[2] 及 Krée-Raczkall]. 
在 白 噪 声 分 析 框 架 下 ， 广 义 算 子 的 象征 药 画 定理 是 Obatal3] 首先 给 出 
的 , 它 是 Potthoff-Streit[1] ВГ 15 8n di sg ER OC АЕ. 由 于 Obata 
的 证 明 用 到 积分 核算 子 , BELSK, 而 且 不 适用 于 一 般 框 架 ，Obatal8] 
敌 出 了 一 般 框 架 下 广义 算 子 的 象征 刻画 定理 的 叙述 . 这 里 给 出 的 简单 证 
3]3 А Luo-Yan[1]. 广义 算 子 的 混 学 分 解 源 于 Berezin[2], 在 白 噪 声 分 析 
HEX. Huang[6] 首先 给 出 这 一 结果 . 广义 算 子 的 Wick 积 源 于 量子 场 
论 中 的 增生 和 脖 灭 算 子 丧 积 的 Wick ЛЕ, 它 的 严格 数学 定义 由 Huang- 
Luo[1] $H. 2.2 中 的 结果 取 自 Luo-Yan [1]. 

83. 积 分 核算 子 概念 源 于 Berezin[2]. Æ AR EHTE TF, Kubo- 
Takenakal1] 首先 用 Hida 微分 算 子 及 其 对 偶 算 子 表 示 -- 类 算 子 ， Hida 
Obata-Saitó|l| 系统 地 研究 了 积分 核算 子 .广义 算 子 的 税 分 核 囊 示 【〈 定 
BE 3.11) 属于 Obata[4], 在 那里 被 称 为 Fock EF. 这 里 借助 于 算 子 的 泥 
证 分 解 给 出 了 该 结果 的 简化 证 明 . 公式 (3.39) 属于 Huangl6]. 本 节 主 要 
参考 了 Obata|[4]. | 

84. Huang[1] 首先 将 白果 声 分 析 用 于 量子 概率 ， 提 出 量子 白 噪声 测 
RERS. 本 节 4.1—4.2 的 内 容 取 自 Huang-Luo[1] ЖШ [1], 4.3 的 内 
容 来 自 Hida-Kuo-Potthoff-Streit [1]. 有 关 白 噪声 分 析 在 无 穷 维 Dirich- 
let 型 中 的 进一步 应 用 可 参见 Albeverio-Hida 等 [1,2], Hida-Potthoff- . 
Streit[1| 及 Razafimanantenall]. 关于 广义 算 子 理论 在 无 穿 维 调和 分 析 
K B f dks ЛУН, ABA Obatal4,5,6,8|. 
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Preface 


The infinite dimensional analysis as a branch of mathematical sciences was 
formed in the late 19th and early 20th centuries. Motivated by problems in 
mathematical physics, the first steps in this field were taken by V. Volterra, R. 
Giteaux, P. Lévy and M. Fréchet, among others (see the preface to Lávy[2]). 
Nevertheless,-the most fruitful direction in this field is the infinite dimensional 
integration theory initiated by N. Wiener and A. N. Kolmogorov which is closely 
related to the developments of the theory of stochastic processes. It was Wiener 
who constructed for tho first time in 1023 а probability measure on the space of 
all continuous functions (i.e. the Wiener measure) which provided an ideal math- 
ematical model for Brownian motion. Then some important properties of Wiener 
integrals, especially the quasi-invariance of Gaussian measures, were discovered 
by R. Cameron and W. Martin[1, 2, 3]. In 1931, Kolmogorov[1] deduced в second 
order partial differential equation for transition probabilities of Markov processes 
with continuous trajectories (i.e. diffusion processes) and thus revealed the deep 
connection between theories of differential equations and stochastic proosmssa. 
The stochastic analysis crested by K. 105 (also independently by Gihmaz (1]) 
in the forties is sesentially an infinitesimal analysis for trajectories of stochastic 


als of Brownian paths (ie. the Wiener functionals). This affords a possibility 
of using probabilistic methods to investigate deterministic differential equations 
and many other pure analytical problems. On the other hand, during the same 
decade of this century, the famous work on functional integration approach to 
mathematical physica derived by R. Feynman and М. Кас as well as rapid devel- 
opments in quantum field theory gave new impulsions to the analysis in infinite 
dimension. 

The classical notions of functiona and derivatives in finite dimensional analy- 
sis were long felt to be restrictive in mathematical physics. Notions of generalised 
functions and derivatives were first introduced by S. L. Sobolev[1] in 1936 to meat 
the needs of solving equations in mathematical physics. The theory of Sobolev 
spaces has played an important role in modern treatment of partial differential 
operators. L. Schwartz systematically developed this ides and established theory 


x Preface 


of distributions, Many singular objects in classical physics such az Dirac delta 
functions thus obtained mathematically rigorous meanings. However, up to now 
there still exist a lot of intuitive notions and heuristic calculations in physics 
which remain meaningless from the mathematical viewpoint. To put them on а 
sound mathematical foundation is quite important [or the development of theo 
retical physics and is а real challenge to mathematicians and physicists. 

The same situation also occurred in infinite dimensional analysis. Since many 
important functionals (eg. diffusion processes regarded as Wiener functionals) 
are not differentiable ш Fréchet sense, it is esmentinl to generalize the potions of 
fiinctionals and differentiation in infinite dimensional spaces. In 1976, P- Malli- 
avin|1| muccesafully extended the gradient, divergence and Ornatein-Uhlenbeck 
operators to infinite dimensional cases and created the stochastic calculus of 
variation (known as Malliavin calculus]. Under his sense of differentiation, many 
important Wiener functionals become smooth (infinitely differentinble). Along 
this line S. Wstanabe[1], І. Shigekwwa]l], D. W. Stroock|1], Р. A. Meyer[i] et 
Al. established a Sobolev theory over infinite dimensional spaces. With fruitful 
applications to partial differential operators and heat kernels, to stochastic oscil- 
latory integrals, to filtering and control of stochastic ystems, etc., the Malliavin 
calculus has become опе of the moat significant successes in the field of stochastic 
itid y uii. 

In 1975, T. Hida launched ott the white noise analysis. Since Gaussian 
white noise in the derivative of Brownian motion in the distribution sense, its 
cumple space lies in the space of Schwartz distributions, By regarding Wiener 
functionals as functionals of white noise, Hida established a Schwartz theory over 
infinite dimensional spaces. With profound background iu physics and successful 
applications to Feynman integrals ва well as quantum feld theory, white noise 
analysis has attracted more and more attention from theoretical physicists. 

These two frameworks of infinite dimensional analysis mre essentially based 
on the quasi-ireariance of Gaussian measures and could be unified into one met- 
ting of the socalled Gaussian probability spaces. Its origin goes back to the 
works on abstract integration on Hilbert spaces by 1. E. Segal[1, 2] and on rigged 
Hilbert spaces by I. M. Gel'fand in the fifties (see Gel'fand & Vilenkia[1]), and 
the work on abstract Wiener spaces hy L. Сгова[1) in the sixties. The choice of 
frameworks depends naturally on the practica] problems to be solved. In Malli- 
avin calculus, for example, one requires the space of testing functionals ta be 
rich enough so that many important functionals become smooth, while in Hida 
calculus, one hopes that the space of distributions would be sufficiently large to 
contain many singular objects in physics which are not rigorously defined so far. 
The relationship between these two kinds of calculus is quite similar to that of 
Sobolev and Sclhwarta theories in finite dimensions. 

This book is intended to offer a quick introduction to the above mentioned 
rapidly developing research area —— infinite dimensional stochastic analysis. We 


The book is divided into five chapters, The fret chapter contains the basic 
knowledge of infinite dimensional analysis including linear operators on Eine 
spaces, Fock spaces, countably normed spaces, nuclear spaces and their dual 


sd chapter is devoted to the fundamental theory of Malliavin calculus, including 


= 

white noise analysis, which ix the main goal of Chapter TV, consists of consis 
ШЫГЫ graeral settings, characterization of functional spaces, the products and 
Wick products "E functionals and the moment characterization of distributions. 
Applications to Feynman integrals, P(@)q-quantum fields and local times of self 
intersection for Brownian motion are also briefly discussed | 


Huang. Both authors wish to thank Prof, 1. G. Ren and Dr. S. L. Luo, who 
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4 of Chapter V respectively and made many useful comets. This work was 
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Chapter I 


Foundations of Infinite Dimensional Analysis 


§1. Linear operators on Hilbert spaces 


Let EC denote the number field JR or @. The capital letters Н, K and E 
will denote Hilbert spaces on KK. We use (-,-) and || || to denote the inner 
product and norm in any Hilbert space. By convention, (z, y) is linear in = and 
conjugate-linear in y. All results apply to both cases if the number field JR or C 
is not specified. 


11 Basic notions, notations and lemmas 


Denote by L(H, K) the space of linear operators from H to К and £(H, K) 
the subspace of bounded linear operators. L(H,H) and £(H, Н) are denoted 
by ЩН) and £(H) respectively. For A € (Н, K), denote by D(A) its domain. 
DLA) із а subspace of H. Henceforth, for A € £(H, K), we assume that D(A) 
ів dense in H, and consequently, we can assume further D(A) = H. For an 
anbounded operator, its domain must be specified. For À € L(H, K), let 


N(A) = [ze D(A): Az = 0}, R(A) = (Az: = Є DHA} 
М(А) and R(A) are called the kernel (or null space) and range of А respectively. 
1f D(A) is dense in H, then A is said to be densely defined. If N(A) = {0}, then 
A із said to be invertible. For an invertible operator A, its inverse A ^! is defined 
as: D(A") = (А); Ау = = Ш Аг = у. 
The product space H x К is a Hilbert space endowed with the inner product: 
(x y) {в че}) = ns ®) + (y, z), m. z £ Н, y, we K. 
This is the direct sum H @ K. For À € L(H, K), let 
0(А) ={{«,Аг}: ze D(A) (11) 
МА) = { {42,2}: zE D(A) (1.2) 
Then GA) and W(A) are subspaces of H @ К and K @ Н, respectively, they 


are called the graph and inverse graph of A, respectively. If A is invertible, then 
W(A) = g(A7*). 
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Let Ау, As Е L(H,K). E (A1) C G(Az), ie, DLA) C D(A) and the 
restriction of Аз to D(A) coincides with A, then As is called an extension of 
Ау and Aj із а restriction of Ag. It is denoted by Ay C Ag or Ag 2 Ay. 

Let À £ L(H, K). If G( A) is a closed subspace of H @ K (this is equivalent 
to the fact that W(A) is a closed subspace of K Ф H), then A is called a closed 
operator. If the closure (А) of Q(A) in H&K is the graph of same linear operator 
A, then A is said to be closable and A is called the closure of A. Clearly, A is 
closable if and only if (0, y) € G(A) implies y = 0. If A is a closed operator and 
D(A) = H, then À is à bounded operator by the closed graph theorem. “The null 
space of any closed operator is closed. 

Let A € L(H, К) be densely defined. Put 


D(A") {у € É : Je, > 0,s.CVz ë D(A), I(Az, yil € eylizil)- 


Then by Riesz’ representation theorem, V y € DLA"), there exists a unique 
element of Н, denoted by A*y, such that 


(z.A'y)- (Amy) Vee D(A). (1.3) 


Clearly А* Е L(K,H). A* is called thn adjoint of A. If A,B € ИН, К) are 
densely defined and A C B, then В" С А". 
Let A € L(H). If A is densely defined and À C A", ie, 


(Ат,у) = (т,Ау), Vz, € P(A) , 


then A is said to be symmetric, U furthermore А = A", then A із said to be 
self-adjoint. 
Lemma 1.1 Let Ae L(H) be densely defined and (Az, z) = 0, Yr € D(A). 
(1) Jf H is a complez space, then A is the null operator (ie, Ar = 0,Vr E 
WAJ); 
(2) If H is a real space and А is symmetric, then A is the null operator. 
Proof. (1) Let z,y £ D(A). Then 


(Az,y) + (Ау, г) = (Afe +0), 2450) – (А2) – (Ауу) 0. (14) 
Multiplying both sides by i (= v—T) and replacing y by iy, we have 
(Az, v) = (Ay, z) = ü, (1.5) 


By (1.4) and (1.5) we have (Ar, y) = 0, Vy € D(A). But D(A) is dense in H, 
hence Az = 0. 
(2) follows from (1.4) and the symmetry of А. ' 
For A € £(H, К), denote by ||.Al] the norm of A, Le., 


ПАЦ = sup(]Az]| : le] = 1). 
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The following lemma gives another expression for the norm of a bounded 
Lemma 1.2 Let A €.C(H) be a symmetric operator. Then 


All = (Az, x)]. (1.6) 
й=й=1 


Proof. Since 


(Ах, у) + (у, Az) = (Az, у) + (Ay z) 
= (А +), +) - (A - 9) 00 


чы 
we have 


(As, y) + (y, Az)| < zn + wl + = — |P) sup (42,2) 
= (llel? + Р) sup Az, г). an 
The last equality follows from the parallelogram law. Without lose of generality, 


we may assume that A is not a null operator. Put a = кїрр ү] |( Az, z)]. Then 
by Lemma 1.1, a > 0. Put y = a^! Az in (1.7). Then 


2a-!||Azl* < (Hel? + a 72142), 
that is, || Az||Ë < a2||=||, hence [А] € а. But the inverse inequality always holds, 


he 1.6) follows. i 
kc re L(H,K), B € L(K, E), the product of B and À is defined by 

DIBA) = {= Є D(A): Az € D(B)), (1.8) 

(ВА)= = B(Az), z € D(BA). (1.9) 


Consequently, BA € L(H, E). | 
Lemma 13 Let A € L(H, K), B € L(K,E). If A,B and BA are all 


densely defined, then 


А*В* c (BA)'. (1.10) 
If furthermore В is bounded, then 
A'B* = (BA. (1.11) 


Proof. (1.10) can be easily verified from the definition of self-adjointness. 
For (1.11), it suffices to check (BA)" C АВ". Now let Be £(K,E). Since 
D(A) = D(BA), D(B*) = E, for any y € TD((BA)*), we have 


(Az, By) = ((BA)z, y) = (z.(BAY y), Yz € P(A). 
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This implies that B*y € D(A")(thus y € D(A' B*)) and A* B*y = (BA) ie. 
(BA)* c A*B*. [| 

Let M be a closed subspace of H, M+ the orthogonal complement of M in 
H. Then any z € H has the unique decomposition: 


r=y+z, yeM,ze М. 


Denote y by Pz, Ps is called the orthogonal projection of z onto M. Obviously, 
P is a symmetric bounded linear operator on H. Moreover, it is idempotent, Le, 
Р? = P, Such an operator is called а projection. 

The projection operators are characterized as follows. 

Lemma 1.4 Let P € C(H). Then P is a projection if and only if R(P) = 
N(P)* and Р? = P. 

Proof. И R(P) = A'(P)* and P? = P, then Vz,y € H, z — Pe € N(P), 
y- Py € N(P). Thus 


(Pz, y) = (Px, Py + (y - Py)) = (Pz, Py) 
= (Pz + (z -= Pz), Ру) = (z, Py). 


This means that P is symmetric and consequently a projection. Conversely, if P 
із a projection, then 
z € M(P) == Vy € H, (z, Py) = (Pz, y) = 0 
== rl RP), 


ie., A(P) = R(P)*. But P? = P implies R(P) = A'(I — Р), bence R(P) is a 
closed subspace of H. From this we conclude that R(P) = (Ру = A(P)*. Ë 


12 Closable, symmetric and self-adjoint operators 

Theorem 1.5 Let A € L(H, K) be densely defined. 

(1) А” is closed, and Q( A") = Wi(-A)*. 

(2) If A is closed, then A" is densely defined and A** = A. 

(3) A is closable if and only if А" is densely defined. In this case, A"* is the 
closure of A. 

Proof. (1) Let y£ K, z € Н. Then ` 


(y, z) € G(A*) <= y € D(A J = = A"y 
«= (2,2) = (y, Az), Vz £ D(A) 
== (iy, 2}, {-Az, z)) = 0, Yx E DPA). 


Thus Q(A*) = УА). In particular, QLA") is a closed subspace of K Ө H, 
i.e, A" is a closed operator. 
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(2) Since —A is closed, Q(— A) за closed subspace of HGK, and consequently, 
W(— A) is a closed subspace of К Ф H. By (1) we know that К @ H has the 
orthogonal decomposition: 


КӨН -zWií(-A)d&Gg(A"). (1.12) 


Now let z € K and z 1 D(A') Then (z,0) 1 g(A*). By (112), {2,0} € 
W(—A), thus z = —A0 = 0. This means that D(A”) із dense in K. Applying 
(1.12) to А" and —A, we obtain 


H kK -W(-A')eg(A"), (1.13) 
K a H =W(A) @ Q(—A'). (1.14) 

But (1.14) is equivalent to the following orthogonal decomposition: 
Heo K =G(A)@W(-A’*). (1.15) 


Compairing (1.13) with (1.15), we get Q(A) = 9(A"*), ie, A= AM. _ 

(3) Suppose that A is closable and A is the closure of A. Then A 5 A. By 
the definition of self-adjointness, A* D А". In particular, D(A") > D(A"). Thus 
by (2), À" is densely defined. Applying (1) to -A yields 


K e H = МА) @ g(-A'), (1.16) 
which is equivalent to 
H a K -9g(A)eW(-A'). (1.17) 


Comparing (1.13) and (1.17), we get ОСА) = O(A™), ie., A** is the closure of 
А. 


Conversely, suppose А" is densely defined. We are going to prove that A is 
closable, Since А“ is closed, (1.13) still holds. But (1.17) always holds, hence 
TA = G(A**), which means that A is closable. в 

Theorem 1.6 Let A E L(H) be symmetric. 

(1) A ts closable, A** is the closure of A, and А?" is symmetric. 

(2) Jf P(A) = H, then A is a bounded self-adjoint operator. 

(3) Jf A ts self-adjoint and invertible, then (A) is dense in Н and А! is 
self-adjoint. 

(4) If R(A) is dense in H, then A is invertible. 

(5) If R(A) = H, then A is self-adjoint and A^! ü а bounded self-adjoint 


Proof. > (1) Since А* 2 A, A" is densely defined, By Theorem 1.5(3) we 
conclude that А is closable and the closure of A is A". Moreover, since À C A", 
we have A" C A, Len A™ is symmetric. 

(2) Since А C А" and D(A) = Н, we have A = А", ie, A is self-adjoint. In 
particular, A is closed. Now by the closed graph theorem, À is bounded. 
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(3) Let y € H, y L R(A). Then Vz € D(A), (Az, y) = 0. Thus y € D(A‘) = 
D(A), Consequently, Yz £ D(A), (z, Ay) = (Az,y) = 0. This implies that 
Ay = 0. But A is invertible, hence y = 0. Thus we have proved that RA) is 
dense in Н. Now we show that A^? is self-adjoint. Since А = A", by (1.12), 


g((A 1)) = W(-A7!)" = g(-A)- = WA). 


However, we have ИДА) = G(A^!), thus Q((A7!)") = (А-1), ie, (4 ')* = 
Аі, 

(4) Let y € D(A) and Ay = 0. Then Vz € P(A), [Ar p) = (z, Ay) = Ü, Le., 
y 4 R(A). By assumption, R(A) is dense in H, bence y = 0 which means that 
NA) = {0}, Le А is invertible. 

(5) By (4), А is invertible, and by the assumption, D(A7!) = R(A) = Н. 
Let r,y € H. Then 


(A7!z, y) = (A7 z, A(A7!y)) = (z, A"! y). 


Thus A^! is symmetric. Now the conclusion follows from (2) and (3). " 

The following important, theorem is due to von Neumann. 

Theorem 1.7 Jf A € L(H, K) is a densely defined closed operator, then 
АЗА ia a self-adjoint operator on H, and Со = ((y, Ay} : y € D(A A)) is dense 
in Q( A). Moreover, AA" is а self-adjoint operator on К. 

Proof Let z € H. By (1.12), there exist u € D(A) and v € D(A*) such 
that 

(0,2) = {—Au,u} + (v, Av) . 
Hence v = Au, and 

z=u+ А = (Г + A" Aju. 
Put $S = I+ АА. Then 57! is symmetric and 15—04 < 1. Thus 87+ is self- 
adjoint. Now by Theorem 1.6(3) we know that Š is self-adjoint and consequently 
so is A" A, 

In order to prove that Go is dense in O(A), it suffices to prove that: Vz e D(A), 
if {2, Az} is orthogonal to Qo, then = = 小 This orthogonality implies that 
(zy) + (Ax, Ay) = (х,у + A* Ay) = 0, Vy € D(A* A). But R(I + A* A) = R, 
thus z = 0. 

Finally, by Theorem 1.5, A* is а densely defined closed operator from А to 
H, and А** = A. Applying the proved result to A", we know that АА” is a 
self-adjoint operator on K. a 

Let А € L(H) be symmetric. If the closure (Le. A*7) of A із self-adjoint, 
then A is said to be easentially self-adjoint 

The following theorem gives an equivalent description of the essential self- 

Theorem 1.8 Let A € L(H) be symmetric. Then A is essentially self- 
adjoint if and only if A" xs self-adjoint (or equivalently, A" is symmetric). 


§1. Linear operators on Hilbert spaces T 


Proof, H A* is self-adjoint, then А" = A”, hence A™ = A™, and A™ 
is self-adjoint. On the other hand, if A** is self-adjoint, then A™ = A'**. But 
А" im densely defined and closed, by Theorem 1.5(2) we have Aw" m A", thun 
A’ = Д?" Les, А“ is self-adjoint. а 

Let À € L(H) be symmetric. If there exists a real number e such that 


(Az,z) > ele? , Vr € D(A), 


then A is said to be bounded below, and we denote this by À > c. If c can be taken 
to be 0 (positive), then A is said to be positive (to have positive lower bound). 

The following theorem gives a useful characterization for asymmetric, bounded 
below operator to be self-adjoint or essentially self-adjoint. 

Theorem 1.8 Let A € ЦН) be a symmetric bounded below operator, A 2 
ce> 0. Put B = (e—e) + A, D(B) = D(A). Then 

(1) А is self-adjoint iff (B) = Н; 

(2) A із essentially self-adjoint if R(B) is dense in H (or equivalently, 
N(B*) = {0}). 

Proof. (1) Ҥ A is self-adjoint, then во is B. Thus by Theorem 1.6(3) we know 
that R(B) is dense in H. yz € Н, Зу. € D(A) such that ||z Ву. | > 0,n — оо. 
Put za = Бл. Since À — el 2 0 and 


z, — zm = tiyn = ym) + (A — С) — Wa), 


we have 
ellyn — ua | < (z, — Em tia Ут) S len — жаШ» — Yall. 


Thus there exists y € Н such that y, — y. But z4 = (e — c)ya + Aya, Берсе Ayn 
converges in H. Since A is closed, there existe y € D(A) such that Ay, — Ay. 
we have z = (є — c)y + Ay € R(B). This means (B) = H. 
Conversely, if (B) = H, then by Theorem 1.6(5), B is self-adjoint, thus so 
ig A. > : 
(2) Let A be essentially self-adjoint. Then the closure A of A is self-adjoint. 


Put B = (e — e)! + À, by (1), R(B) = H. Note А — cl > 0, proceed similarly 
R(B) 


Corollary 1.10 Let А be a positive bounded below symmetric operator on 
H. Then А is essentially self-adjoint iff R(A) is dense in H (or equivalently, 
A(A*) = (0]). 

Proof. Let AZ 4, € > 0. Put Ap = A — «T. Then A, > 0, À = А + e. 
The conclusion follows immediately from Theorem 1.9(2). ' 
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Example. Let Н = L'(Ri), A = -А I, D(A) = COUR’) (here A is the 
Laplace operator, Cj? (R^) is the set of all C™-functions on FU with compact 
supports). Then А is essentially self-adjoint. In fact, À is obviously a symmetric 
operator having positive lower bound. In order to prove that A is essentially 
self-adjoint, it suffices to prove A/(A*) = (0). Now let g e H, А*й = 0. Then 
Ag = 0 in the sense of Schwartz distribution, this is because Vf Є Cm(IR*), 
(Af. а) = (AN я) = (J, A*g) = 0. Here (-,-) denotes the canonical bilinear form 
on 50) x S"(R^). Denote by FJ the Fourier transform of f. Then 


- F(—A + I)e(£) = (EP + 1)Fg(£). 


Hence Fg(£) = 0, ie, g = 0. This means V(A") = {0}. 
Let A be the closure of A. Then A is self-adjoint and 


D(A) = 77 UR") = |! єг?) : js IPLE SE) < oo 


1.3 Self-adjoint extension of a symmetric bounded below operator 

A symmetric operator does not necessarily possess a self-adjoint extension. 
But the following Friedrichs theorem shows that any symmetric bounded below 
operator has a self-adjoint extension. In order to prove this theorem we need a 
representation theorem for closed, positive, symmetric sesquilinear forms, which 
is also due to Friedrichs|1]. 

Definition 1.11 Let Н be a Hilbert space on the number field W, V a 
dense subspace of H. A function af): V x V — JK is called a sesquilinear 
Jorm (or Hermitian form) on H if 

(1) a(z, y) is linear in z, conjugate linear in y; 

(2) a(^, -) is symmetric, i.e., a(z, y) = a(y, x). 

V is called the domain of a, and will be denoted by D(a). If a(z, z) > 0, Yz € 
Dia), then a is said to be positive, Lf furthermore, 


z # 0 => a[z,z) > ü, (1.18) 
then a is said to be strictly positive. 
Let a be в positive sesquilinear form. Define an inner product on D(a) by 
(z.9)a ma(z,y) (zy), zy €T(a). (1.19) 


Then D(a) is a space with inner product (+ Ja- If D(a) is complete with respect 
to the norm ||- ||, then a ts said to be closed. 

Theorem 1.12 Leta be a positive aesquilinear form on H. Then there 
exists a unigue positive self-adjoint operator A such that D(A) C D(a), and 


(Az,y)-a(z,y), Yz € D(A), ye D(a). (1.20) 
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Proof. Put 
D(A) = [z € D(a): Зе. 0, s.t. lalz. yi] € cellvll, Yy € Dí(a))- (1.21) 


By Riesz representation theorem, Yz € D(A), there exists a unique element of 
H, denoted by Az, such that 


a(z.y) =(Az,y), Yy € Pla). (1.22) 


Obviously A £ L(H) and A is positive. 
Let z € H. By (1.19) 


Mz.) < lelit < Wella. vy € Pla). (1.23) 
Once again by Riesz representation theorem, there exists a unique element in 
D(a), denoted by Bz, such that 
(zy) = (Bz,y)e = a(Bz, y) + (Bzy), Yy € Pla). (1.24) 


| that D(A) = R(B) and D(A) is dense in H. By (1.24) and (1.21), 
Bs ay ene R(B) с D(A). On the other hand, by (1.22), Vz € D(A), 


(z+ Az,y) = alz, y) + (2,0), y € Pla) 


1.24) we see that B(z + Az) x, Vz € D(A). Consequently, we 
have DUA) C ROB) and finally, D(A) = R(B). But by (1:24), if y € etidm 
orthogonal to R(B), then у = 0. Hence R(H) (ie.,D(.A)) is dense in D(a) | 
respect to the norm ||- lla. But the norm || - || of H in weaker than ||- ||,, thus 

is dense in H. 
паа now prove that А ія а self-adjoint operator, Ву (1.24), wet 0 келеа 
(2,0) = 0, Vy Є D(a). Thus z = 0 and B is invertible. Since D(B-!) = R(B), 
B-! is densely defined, and D(A) = D(B^*). By (1.24) and (1.22), 


(Az, у)  a(z,y) = (B^! zy) - (2,0). Va € D(A),y € D(a), (1.25) 


from which follows A= В — I. Since R(B-1) = Н and B^! is symmetric, by 
Theorem 1.8(5), B! is self-adjoint, thus A is also self-adjoint. The uniqueness 
of A verifying (1.20) follows from Lemma 1.1. 

Theorem 1.13 (Friedrichs) Let A € L(H), A > c be symmetric and bounded 
below. Then A has a self-adjoint extension А. Moreover, A is bounded below 
А> e. 

Proof. Firat assume A > 1. Put 


a(z,y)=(Az,y), Yry € D(A). (1.26) 
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‘Then a is а strictly positive sesquilinear form on H. ]t determines an inner 


product (-,-)" on D(A). Denote by D(a) the completion of D(A) with respect 


to the norm ||: ||” and denote by G(-,-) the continuous extension of a(-,-) onto 
D(a) x D(a). Since the norm || : ||" is stronger than the norm (|. || on H, D(a) 
can be taken to be а closed subspsce of H. Thus à is a closed strictly positive 
sesquilinear form on H. Now by Theorem L.12, there existe à unique self-adjoint 
operator À such that 


(Ax, y) = a(x, y) + É E D(A), yt Іҳа). 
Let z € D(A). Then by (1.26), 
fa(z,y)| = HAs v) < Ахи} < А2110. Vy € PLA), 
Since D(A) is dense in D(a) with respect to the norm ||- ||", the above inequality 
holds true for any y € D(G). Now by the definition of A, т € D(A) and (Az,y) = 
a(z,y), Vy € D(a). In particular, by (1.26), 
(Az,y) = 802,0) = (Az, y), Vy € D(A). 


Consequently, Ат = Ar, Vr € MA). This shows that A is an extension of A. 


Obviously A > 1. 
For general case where A> c, put A) = À + (1 — cJ. Then A, 2 1. By the 


above proof, there exists a self-adjoint extension Ay of A; such that A, > 1. Put 


A= — (1— cM. Then А > c, and А ія the self-adjoint extension of A. E 


14 Spectral resolution of self-adjoint operators 
Definition 1.14 Let H be а Hilbert space on the number field IK, A a 
closed operator on Н, Put 
pL A) (Ae К: N(AI—A)={0}, Rl М- А)= H,(AI— Ay ! e &(H)). 
p( A) is called the resolvent set of A. The complement of j(A) in IC is called the 
spectral set of A, and will be denoted by o(A). Put 
s, (A) = (À € K : МА-А) # (0))- 


ap(A) in called the eigenvalue set of А. For À € v, (A), (AI — A) is called the 
eigenspace of A corresponding to the eigenvalue À, Any z € M (AI — A) is called 
an eigenvector of A corresponding to the eigenvalue А. 

: The upectral resolution of a self-adjoint operators is usually established for 
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a unified statement about spectral resolutions of self-adjoint operators in both 
complex and real cases. In the following we shall present relevant results, but the 

Denote by P(H) the set of all projection operators on H. For А, P; £ P(H), 
if P,(H) C Fs(H), then we denote this by P, < Fa, in this case, Ps — Р g T(H). 

Definition 1.15 (Ex, Ac R) C P(H) is called a resolution of the identity 
on H, if it satisfies the following conditions: 

(1) monotonicity; Àj € Ag => Ex, € Ex; 

(2) right continuous: Ej, = slim, уу E, = Ex; 

(3) Ee = slima- -s Ea = Ü, Boo = slimi By = T. 
Here s-lim denotes strong limit of operators. 

The following result is the spectral resolution theorem for self-adjoint opera- 
tors. 
Theorem 1.16 (von Neumann) Let A be a self-adjoint operator on H. 
Then there exists a unique resolution of the identity (Ex, À € IR) on H such that 
Yz,y € D(A), 


(Ar, y) = 上 Adl Esz, y) - (1.27) 
Here the integral їз of Lebesgue-Sticltjes type. [En A € i) is called the spectral 


family of A. 
The operator A is usually represented by the spectral integral: 


A= AdE . 1.28 
Í Й (1.28) 
We call it the spectral resolution or spectral representation of A. We have 
D(A)= [sen : / Mal Exz,2) < oo). (1.29) 
R 


Remark. For any resolution of the identity [ Ex, À € R), we define D(A) by 
(1.29). Then D(A) is депле in H. For a given т € D(A), by Riesz’ representation 
theorem, there ія a unique element of H, denoted by Az, such that (1.27) hokis 
for any y € D(A). It can be easily verified that the operator А is a self-adjoint 
operator on H with spectral family (E), À € JR}. 

For а Borel function р on JR, (А) is defined by the following theorem. 

Theorem 1.17 Let A be a self-adjoint operator on H with spectral family 
(Ex, A € JR), а real Borel function on R. Put 


D(e(A) = {2 ed: f, e(A2d(Ex=,z) < æ}. (1.30) 
Then D(v(A)) is dense in H, and Vz,y € D(v(A)), 


y I 
f 1e) |1 Еле, y) |< м( 人 ed (Essa) $, 
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For x £ Dl A)), let (А) be the unique element of H such that 
(of A)z,») = | edt y) , Yy € D(A). (1.31) 


Then q(A) is a self-adjoint operator on H. We express (A) as the following 
spectral integral: 
pla) = / 945. - (1.32) 


The eigenvalue set of A is characterized by its spectral family as follows. 
Theorem 1.18 Let A be a self-adjoint operator on H with spectral family 
{E,,A € R}. Then 
s (A)= (Xe R: Ex # Ex). (1.33) 


Theorem 1.19 Let A be a self-adjoint bounded below operator on H with 
spectral family { Ex, À € IR}. Put 


e=sup{A: Бу = 0}. 


Then c € R. In this situation, the integration domain in (1.27) and (1.31) can 
be replaced by the interval (е, oo). Jn particular, if A is positive (Le. c > 0), then 
for any p € IR, we can define p-th power of A as: 


AP = J. MdE,. (1.34) 
Wan) 


AP is self-adjoint, We call AV? the square root of A. 
The following result is an important complement to Theorem 1.12. 
Theorem 1.20 Leta be a poistive, closed, sesquilinear form on H, and A 
the assocaited positive, self-adjoint operator determined by (1.20). Then D( A!/?) = 
D(a), and 
a(z,y) = (А22, Ау), — z,y € D(a). 


Proof, Let a'(z, y) = (A'72, Ау), z, y € D(AV?). Then a’ is a positive, 
closed, sesquilinear form оп H. Since D(A) is obviously dense in D(A!/7), and 
a’ coincides with a on D(A), we have a = a’. ' 

The following theorem gives the polar decomposition of a densely defined 


Theorem 1.21 Let A be a densely defined closed operator from H to 
K. Put T = (A'A)!/?, Then T is a positive self-adjoint operator on H, and 
DIT) = DLA). Moreover, there exists a unique linear isometry U from R(T) to 
К such that A = UT. We call this the polar decomposition of A, and T (denoted 
by |A|) the absolute value of A. 

Proof. By Theorem 1.7, A" А is a positive self-adjoint operator on H. Put 


alz, p) = (Ar, Apy) zy EDLA), 
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Then a їв a positive closed Hermite form on A. By Theorem 1.12 and 1.20, we 
have DEY} = Diu} = PLAY, and 


ПА = (zz) — Ра. => ¿c PLA) = PD 


Thus Ar = Q 4—5 Tr — Ü. Pe y = T2 £ (T) put Vy = Аж. Then 4 is 
unanmbiguously defined ən (T), A = UT, and || = |[Az|| = Tz]; — lal 8 

Defluition 1.22 Lo 4 & C(H,E), P(4) 2 Н WA maps the onic ball [or 
any beunded subset) of A ta a relatively compacl subset of A, then A is called 
a compact üperator ‘or completely continen operatar]. 

We shall denote by ALAA} che act of ull compat operators frou H tn А. 
Charly, o»mpact eparubucs arc bounded, and КБ, K} ie a clase sohspace of 
CLA, K). 

The following is the spescLral гено of à compact operator. Fur readers 
pamwenience we give ike ричи. 

Theorem 1.23 fet А Be a nen-nui sci-udjoib curspacrt cperuter on H. 
Then there exists an otthortormal saiem Ген р of H amd a sequence of non-zero 
numbers {hn} such that Ae, = Anta and 


Аш = Y Алаа] з re H. (1.85) 


If A ia degenerate lie., TELA) ša finite dimennonni, the thove series condimus 
only finite terms; tf Al ev ruon-degenernte, ren Inn, л. A, = ü. 
` Proof. Since А їз self-acbeint, (Ar, t) i 8 real namber, Pt 
mz inf (Anat, M= aepidz rJ. 
==: iia 

By Lemma 1.8 rm and M cmnmot be both zero. Let A, he the marium oj | rrv| 
and |A|. Then АЦ 一 suhe i-i |(А:к‚т]|. Cheese z4 € H, Nil = 1, sueh that 
Ay = lmQ[Aa4.r41. Sine A ig compact, (Az, n = 3] ta relabivelg corupact i 
H Wema assume thet Lae) concengec tow тт HP fotherwiss we cmm tebe ou 
subsequeziee). Hy Lemma LY, hA|| = [Ai], fence |] = ПАЦ = [Xi]. C the other 
hend, 


Jum || Arn az діт |? = ‚ша (| All p. ТА, (Ат, га) + AM 
= П — M. 


Jt falowa that |yl| = A1, end limp lAn А | = Ü. Pute, -- Ar ly. Then 
[кү| = 1, dei = Ае. 

Now fet Vile.) be the subspace spanedf yey, Ce, Viri] - fora € me). Ри 
Ну = Viet. Then 


[2.61] — [i Ae SQ ei} 
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Thus w ÉE Ay <— Au € H,. лу, whom resteicted úa Hi, aura self 
adjoin? compact opemtar, Jf А is not а nal operetur an Hy, we may repeat 
the qhoya procedure ural pbinin va <. Jl, and non-zero number A. such that 
Ja] - BU еса, е р ČAT E] mind Агы = Ages. We Broceed nature cray in auch 
п anner. Т} А їз degenerute and disi A) = N, we con abtam ex urthonerrat 
system {itn ey) of IT and ы sagnemee ey ret Runeherr 13,,--- X1, sach 
ahi de; Ажур А, Ар la] >. > [Ам]. atd for 1 = i SN, ' 


Pa sup |{Агт]|, (1.36) 


Iz [=a HL 


where My 一 H. H, iy the arthoganal complement of the fleur харосе V [e е) 
{риле Qy el ey. fe tase ease, (1.95) obtioualy holda tron. If A а bt: | 
йрт тти, Bien ша chain oh гий syriem: le, n > 1] and a sequence 
Of real numbers {Au m m 1b, suck thes А |, 1 = 2} de decreasing, de, = Ae 
und PYE] folds true for ang Ў. Pub zr, = ilea Thane, = Ar, Sina 
[cnit Z D] us not relgfavelhy бтр? ire E, {лн Z Li cannot be мете in H 
Consepumély lim, 44, An = D. | 
ft tema te prev (1.351 Leire = Fe ` 
tm cod. Fh pen i a 4.2. - dá - И dads in 


Thys litte. sm [Ane | = 0 and [4.95]. fedes, | 

fiemark. Let [e4, > I) be an orthonormal eystem of H, {ann 0b a 
ыг, of non-zero dumber: satisfying my, Aa — 0. Dens А hy [1.35]. 
Then A is seH-adjcint and compact Pbiorsovern A i positive [ie [Ar.z] > 
T, vee FE) HE Aa >, Vn 2 1. | s 


1.5  Hilnort-5cehimidt and brace class upergstora 


| In this section wr shall only study hunndod linear OPOrRtors nr A meparable 
Hilberg space. Wc shall call a complete orthonormal &yetern in H an orthonormal 
hie [or sitepby, a base] af IT. 


Lemma 1.24 — Let 4c ТІН, й), {en} and Lf.) 5e bases of GT und К. 
respectiselp. Then 
EP lic. | = EP Па. {1.377 


7n particutar, у, Aen? does net depend an the choice nf bases. 


P 


Pra Sine 


Ae, = У Ань, fon fm E A" Fs = УТА" faa ен ` 
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il follar that 


S 4.2. Y Y | (Aen fed | 


м 


= Y x "den. АЎ] |*= y || A* fr |. E 


The ebowe [rnt Imada 1o 
Definition 1.25 — Let A c Cf MAS. 1! for some base {с„] of f. 


Y ` jaen Ë + ос, 
n 


thee А de called c Hilbert-Schmedtt apermiar [abhr. H-5 operator). Put 
pu "E" 
ае Cm) o. (1.38) 


|15 is colted the Hilbert-Schmadt norma ef А. We abes denote it by || Ааа. 
We shall deuote by Cist HE] the ret of ell H-5 nperutors from H to K. Кат 
А,В € ELLA), mut 


(A, Blo = У (Atu Hin) ， (1.38) 


here fen} Pra basa of Н. Since (A, Н = {|| А 4 El —|i4— £12). (A.B le docs 
not depend on the rhoi of {ay}, und (-, y da an inner product on Coat H, АЛ), 
Theorem 1.26 Cpi H, Ку te a separable Jikberi space under Pc tener 


praet (5, (Ja. 
Prosi First we choose arbitrarily bases {en} of H and {jn} of A. Fur 


A £ Sey (A, К), put aV tA) = des, fo). Then 
[А = Y aes] = 57 у а lay. 
F k 


H 


Put M —tümaslaa21 : ang = EL EL linef < см}. Thes M 1з o separable 
Hilbert space under the following inner product: 


(Cosa [Б.к] = X. Ank Prt ' 


n.k 


Hur A = [opel Alinco, E а linear isormctry [ern Cat M, K) оша M. thus 


fo HR) ts alsa а separable Hilbert space. [| 
Theorem 1.27 H-S opeatars are compact. Атанг", for any AE na [df By, 
aue Rue 
lial] = [| Alls. [140) 
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Proof Wo first prove 11.40). Ler Ls! bea base of A, By 12:17] aud (1.383 
iari! = $a An | p 
< el at rl? = Map [ale 


Hence [1.40] Palla. Xow let ito} be a bese of A, Far any k > l, put 


н 
Ayer. Ус) Ав, ТЕЙ [1.11] 
nm 一 | 


Then 4, іч non-degenerate, and енсе Copel, Bot 


ара -Ae el 


= * les |, 
med ` 
by the convergence of seriea ^. | Aes |, we Еа lime. у 14 — Ax|i = 0. Hence 
A imi (since ble space of compact operators ja closed in OCF, К), [| 
тиғ. brim the above prof, we know that the set of d Nor 

" 3L rae erste tees 
waq "à Eml, к. ЕСП BI pira 

et ав 1.28 Let A be в positive self-adjoint "perazor mu Ff. Put Tro = 
| P7715. Tr is called the frae of R. 

By Lemma 1.24, fur any baga few? o£ E, we have 


TB = Se |2. Y Ines en). (1.42) 
LI n 


The follwing rhearem gives a characterization of H-5 operators. 
Theorem 1.29 Lm A be 2 crpart operator from H i K. Then À C 
Sit, Ki = Tr( AT Abe зда. Ia fhia cig, WE hove 
AË = THATA]. [1.43] 


p Piper, Tt A=CT be tlie polar decompesition of À (Theorem 1.211, where 
P= (AT Ay. Let de.) Ee a hase of Н. Than 


E ben = У Te? = Tat aen], (1.44) 


and the ronelusimnm fellows. l 
ftemark, Let À = CCA, R). 4 = UT be the Polar decomposition of A, and 


Tr =. Y Auten den | TEF (1,45) 


and 


lf 
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be the spectral resoluzion of T (see Theorem 1.23). Then an equivalent formua- 


tion of Thaorce: 1-29 ic 


A € £g HK) m УА. 


їл = У (1.46) 


Defuition 1.40 Let A4 C KHE), 3 7 UT be Lhe polar decomposition пі 
A, (1.45) he the speeneal resolution of FTF > An x ox. then A aw called & trece 
clar; nperubar Us пасаг aperaloz]. Put 


I All: = A... (1.47) 


|А із culled the trace marza А. Wo shall denote by L;i M, I] the set al aH 


trace class operatore from H іо K. 
Hy (1.46]. trace class operatore are H-S operators, сисе compact. Further- 


mor, lot À = K(H, K]. Then 
AC Ec FK) 9 Trh AtA] < oo 
25 LA^ AJ! € CoL HR. 
arl 
[А = Ty[( a7 aye?) = |(4* ntt yg. (lan, 


"The falkewing theorer gives an ocpresden of the trace norm. 
Theorem 1.31 Let A c £,,,8, Ар. Then 


all, = sup > | Af gall. (1438) 
n 


where the supremum is taken pier all bases [ f. ] af IT and {у} ofa. idan, 


fi tH, К) i$ a separable Banach apace under the morc ||- |1- 
Pot Let A= UT be the polar decomposition of A and {41-45} a spectral 


resinlution af T. Then Yr ë H, 
As = OTs = E3 Pali ERIS. {1.50} 


ri 


Enlarge fe, } lu a base {fi} of Н and {іо рес a base [gt of H, and keep the 
сежсеғрнхлягси Detwenn ra and fe. ‘Thea Dy (1.50), 


SAR SE = Alh (1) 


1 


Is 
Chapter Í Fuunrdatioas of infinite Direns;onal А malvals 


On the other Hand, Г rhi 
ii ar amy base {fb of and base [ga] of AL by 1 .650 wa 


> MEA Le amb T ENS ALS eU nei) 
PACCO NE ! 


1 | з 
УА УЧ) P Les a 2] 


= Am = [All - nsa 


This (2.435 follows from [1.511 and (1.92). 


Theorem 1.32 Let Ae A lH). Then for any hase {Fa} af 1, 
3 (EAZ fa} JE lA [1-52] 

ferthermorn, $7 [A f... Fa) oes mot depend cn the choise of [fa]. Put 
Tra = 2 ДАЛ. £f P154) 


ТЕА 29 сааш the trace af А [с]. Ocfinition 1,28]. 


! Mine | £1.53) follows immediately Drum [1.49]. Let 4 = UE be rhe pola 
eecatiposition af À aud (1.45) the spectral reso ution of T. ‘Phen Wire Af i 


Arc De MO Agir on Uea — T [s tallen - (1.55) 


By (1523, t 1 
"ac } the bt rb Zan Dol fe Omi (Aa... fa] converges absolotely, and thus 
summi зия can 19: interchanged. Honce by [1.55]. 


NT =) Pos en ten. Fal 
- 2. 2 ste M des. f.) 
Xe. Уен.) = у Dese). 
The meats ес 5^ (АР, А.) does net depends on the 2. af hase {у}. 8 


The proof of the following tneorem is | 
«lt. to the reader is an exercise 
Theorem 1.33 fet c €( К], A £ COA. E). Then ü 


AE] = ТАША, HASIR = || Allad 87 , 
WAS < |А. [Аг = dA ү. 
ASh == [Als | Fr] 
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Ta conclude bhie section, we mention Hir following importan! тегш (for п 


proof, зек Meyer [a)i 
Theorem 1.34 LiH, E] Te Шш topoligico! dual of A ALR). and COA, At 


is the topologies! dua! af La, [H A}. The conenieal mirer form are 


(B4) m Bi Aht AC Lut AW) PC KIHK] : 


(A= Y CAR BEDS, АЕ Cau H.RI. Bc EL RT. 
ғ 


respectiucty, Here + fi} is ang бале of H 


$2. Fock spares and secon! quantization 


In thi paragraph we вввише bhat all Hilbert spaces are seporete Hilbert 
paced om the Reld EC (real field Ff or complex field E}; their norms are denoted 
tw || - || [with or wishout eubscriptay; the orthonormal bare ів culled base [nr 


ONB} for short. 


2.1 Tensor products of Hilbert spaces 
Let H, and ff be Hilbert apaces with inner products C. - and f, -ja 
respectively, For pi € HL aud we € Hj, we deme Lhen beusor product as а 
conjugate bilinear [zm ап Fi x H3 
v1 0 аА, fa) 一 [za finalens Éi € Hime Hs. £21) 
Denote by £ the linear span of (ji WB $2: рр € Misa Ну]. For i Sy. 9а r 
wg EE, wa define 
Муз Жарала = {м.т еМ 2.2] 
and lincar]y extend it to Z. 
Proposition 2.1 Ер. [2.2] defines a strictty райо Herniias form on 
Ë x Ë, hence qE, 5] ex aem ater produck speeg. 
Proof. Firstly we should prove thal b hea a definite extension on £. If 
F E bes two different expressum: 


F = Y (s, Фәр) = Уе € Pial- 
1-1 k=! 
then by eg. 12.1), VE, e Я. E Hy, we have 


FUE fl = Y tept hes fle 


LSJ 


= У (ш. Eh fuse. баја. 
此 一 上 
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Henee hy ez. (2.22, Yp Е Ну S e Ha, we bave 


PLP; ay wash th RI bn) = Gt Ds; бала 
i=l] 


гл 
= = Wie 1a an. Bah 
k=1 


一 如 
Which means tid the extension of 5 is jadependent or expresions of elementa in 
È. 
From eg. [2.2] we kiraw that, B iz an Hermitian Dorm. Now we press ike agrei 
positivily, 
Let P= Do py vg; Z D, Te bea base of malepe детета 


by bin Wd Then, there exist Feran 4 Ë He adii ees, eack ciis 
F= Уз” 50 El. Tharefoce 


MP PPS Y Be; Fre fil 


f.k=14 


= E les, eh if; Fe 


ik=l 


= $^ Ifl > u. а 


il 


Definition 2.2 The Hilbert space obtained hy wampletion of IE, b) is called 
the Jfsbertign tensor product (tensor productfor sh:rl) of E, erel Ay arid ifnnatad 
by Туш Hs. 

Proposition 2.3 fF des} aad [F] ure bases ef Huibert spaces HQ and Ha 
respectivedy, ther dei Fol керг constitute ú barr ej Hilbert pace AL) c ДГ. 

Ри, — Orthegenality fellows frena ev. (220. To prove the completeness. 
н suffices ta prove that £ is contained in the closed subspace 5 wenorated by 
les 9 ДЬ} елу. 

For any gi $ ya = E, let юу = E; CU a = defy whose ахла сіст 
mutisi that 7. c [2 © oo, 37, ldel? < ==. Then 


2 dni fe) € S. 
ik 


By a direct conioutation we know that 


Jim. Јева - 3 Y оде, t| - o 
non 3— L k-i 
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The rest. commen Hilbert spaces are tee spaces of square integralile Fuuc- 
tions. T'helr teneor products bawe very inbuaive and natural meaning, Eel (Ж. рг] 
be a meme apace, LHX, шу be the Hilbert space of aquarc intograble fant: 
аги (equivalence classes) um X with respect to measur g, equipped with inner 
ратна 


lg = Ë К) (аа). (23 


Lel H be any separable Hlberl space. We denote by L?(X. p; Н] the Hiller 
apace of FT-valucd wmiare integrable functicus (je equivalence classes] on A, кише 
ped with inner procdoct. 


TE = |на. (24) 


Theorem 2.4 Let (X, u) нт (Ye) бе measure spaces such thet L'Y, ш) 
and LYLY, v} are separab!/e, Then 


1" there ezirts Q wttapue discnesfric teornaorphrei 
LX wie LA DAA КУ pw к 


mink mapa f 8 a to f(x); | mE | 
2 jor атр separable Hilbert space H, taere existe a nnigue isomecbnic pi- 
mot han: 
OX wy 9 H m LO щн). 
which maps f Q h te f(x): h. u 
Proof. 1' Lel {etry} and {рр be bases of Lux, н} and LYF р] 
respectively. It ія easy to pee thet family [e zy fel] aee aw. constitutes a hese eof 
ІХ x Yu x p]. hence the map 


U: Fags fry 


extends uniquely to e unitary operator Prom L'EX, u) L'Y, к puta L*[X x 
Y, x ph ра | 

2" Let {cj} be a hase af Н for every g £ E^LA, й), by a direct compu- 
tation we obtain 


Jim |а) T Y 6e | = 0. 


So the linear span of {g (z] -ej : g; € LHX, п) $ € EV] ie dense in L?[X, и: H). 
The map Р ' 
U: M (m sey} + az) Lr 
i=l 于 二 上 
being defied om a dense subspare of БА ш] @ H and preservar the inser 
Dridueta, it extends uniquely ta а unitary operator from ГА.) @ H onto 
[| 
LÀ X, gu; MY. 
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lr follows from +- (2.2) that 


|21 & pali — lla || vlezla ia 


Lluezedorc. the billnear map Dip.) bo E qa ds continues Irem Hy x Hs 
t^ Hi ИН. IW Te.) and [fy] are bases af Ay and Ho respectively, leting 
ы => -- Ja in ey. [21], taking square of norm on cach eide and summing 
up far jii — 1,2,---. we obtain 


[ЕЕ] 
y lea фе, Kel]? — е ув 
EE 


= [lv |. (2.6) 


Therefore, the left Hand side of ед. (2.63 can be Laken ва definition of nm ш 
Hi TF, which js independent. of choiees wf bases and is called Hilbert. Schmidt 
ток. 

By induction wu can define tensor products of amy Finite number a: Hiller 
apros However. in view of (he above ineutioned fact, wc ran give a direct 
definilim 

Definition 2.5 — Lot [ef сл be в base of Hilbert space H; (1 =: j © ta}. 
For апу [corjugate) n-linesr form F en the product &psux П, H; its Hilbert- 
Schmidt warm is defined to be 


lFlipg = 37 [Peek AF, [273 


【ts "з күт 


Which is independent nf choices of bases, The lobilily of [conjugate) n-linear 
forms with finite HA norms conatitule tho apace of Летната. tanger product 
4,383; Ы, simply denotad by US a JT, - 

“xtending eq. [2.1] ko tenor product of n elements, we know that eee: 
Usu ka) conatltube а base of S Hy, Especially, f HL = R; = уб 
Mf, = A, the nfold tensor product is denoted by H7. Jf [ел шет if a base of HT. 
chen {7 ев, i РҮ" isa base of H7, However, in mathematical 
physica, one usually deale with ils bwo aubspares; the subapaces of symmetric: 
Lenser Draaluacts and ajtisymumetric tensor products. Here we restrict nursclvrs 
to zyrmmmetric onca. 


Let & be the permutation group on [1,2,---. 5]. For z £ G, define 


Telp m Bera] B Poy > - 9 Paini: 
Then Te extends tu ar automorphism of f797 such that for i Є & eyr — nema. 
Therefore, Lhe cadomorphizm 


I 
m =O, To (24) 


rho 
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is an orthogonal projection on МЕ". 

Defluitlou 2.8 The range of the ort Норонаї propecirou nn giwed by [2.87 
(w]uch is a closed subepace of PE") is called the space at rc fold symmetrie tensor 
praris and is denoted by pn», Por ртр, € H, the projection of T. ay, 


=. F 
PE LUE m Tr (5a 973! 


= L x ya ts (2 4] 
і Ё 
is called the sysesetee tensor product of ply Pn, We make euvendem that 
for Кїтє A, 
|F, ИТА = аР. бт} нз. (2.10) 
However, Far the sae cof ranvenieree, we shall xranafer that into inner рге илк 
in HO" and omit subscripts H9" as well as ЛӘ" of those inner products. 
WW = £200 eK, a) being a manr rpnor, then by T hraa 2.4, OP = 
ІХ и"), where (X7, д" } stands for n-fold. prosluet tese space of (X р). 
Miurexwer, 


нё = ГАХ", піц") 


which means that NË" is isoretrieally isomorphic to the Hilbert space exapaiate 
of gll symmetric factions (equivalence classes) with = variables io X which are 
square integrable with respect to measure піц". 

Renmrk. let H be any near space, Г be a 5кшше+%г te)inear term on 


= 
Ша... If we detine 
Ape Рр). eed. 


then by а simple computation we obtain that 


Fics — зар du TU G AU ties (2.11) 


where Y, is taken over wl 27 possible camem fore, = $1 ti = 1л), This is 
the sc-called polarisation identity. As à consequence, we have 


= ] 
зш = oa tp su Fa pa faa 


etit Pa € IT. (2.191 


1+ follows thn. FFE" і exactly bhe chased subspace generated by (АЗ: Ас IT]. 
Let Á be the totality of sequences a = [al ;c дг of non-negative integers of 
which ell bart finite terms vanish. Para б A, denole ler] = аз 4.3.47 = TL ls; 
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(nube bhat Liwy аге Ete sum and finite product}. If for n E IN, dente An = 
{= А: | = л}, then 4 一 pers As. 
Proposition 2-7 Let {с;|уетт be a base of Albert space H. For e EAn, 


dete 
ытан, ( 9 a (2.12) 
T 


fuere tensor nroduet cantairs n füctors Dr which e; цррәцгу C; umay fer 3 一 
1,2,:--. Them (iuf) "e, ; w € A.) constitute a bese of HO. 

Prou, Eur (fi. ka] Е ЖГ". lot 8; be Ehe number of these narum nuen- 
Lers m СЕ c. E whiri are equal ta J, namely 


d; aft: leis n,k, = Fh, j= 1,2,---. 


‘Then we obtain а sequence = {i} E Ал. Dente Uus map by m ; Ё" er An. 
lt ія obvious that T ia а Surjertiun mad Rar (ky, р m lol we have 


коб S 64, En 
Hac anki HY, then 


[85.88] = бт рер, h ma (pte) 
Sa [RIA kis TA rp: 1} 


I T 2 Its. es, l- 


` gla j=l 


When rr = #, the above expresgion if equal to ei (8T); when e 2 f ¿l is iquat 
to Ü, henos {foto "7E. .rr £ An} Guustitubte a base of АГЕ". | 


3.2 Peck spaces 


In guardar physics. 2779" represents a system of 7 particles of same kind. 
Bunce particles of same kind ате indistinguish ghe, they obey either Hose Einstein 
or Fermi- Direc akatistics according to their apina, s5 we wanadiy consider its n-fald 
wyrurnurtric or aniisyinmctric looser product subspaces. Потттег, particles in а 
system may be created or annihilated, hence their total mmber may change. ‘Lhe 
Fock paces are euitable rondela far sach systems, tne of bhe wusi unpertant Facts 
i inftnite үр чїй stochastic analysis 1% bhat the space of square integrale 
Tunctionals on infinite dimensional Gsusaian probability apace із iewmetricelly 
iEpmorphic to the symmetric Fock space, that ig, the Wiener-Iti-Sepal chaos 
dacamposition (ef. £1 of Chapter TI ard §1 of Chapter IV}, 

Firstly we introduce the notion ol iminite direct sur of Hilbert spaces, 

Let (ifn, (0, .hn212,*;-,bassequenca of Hilbert spaces, H be a linear 
subspace of product space TT, Ё. consists of sequences у = (о. satisfying that 
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ух Л = ос. Fera = deas = {ш} c FH. define 


bia y = Stents dn (2.14) 


n=] 


Dv Schwarz inequality 
HE- 1 4 2 1.5 12 - 
[Lo т]. E КИИ P © де. + Peal 


we Башкы that (2.143 arc well defined far all w, w € N. 

Proposition 2.& The functional b defied by (£.14] ts a ттар positive 
Hoenemitian farm m H x H nnd (M. b) as a Hiberni apace which is called the 
Hiüberian dimei sum of [oe Morter, the space of атти direi sum 
їз done in H. 

Proof ооу b is an Hermitian form. [fy y 0, then 


bh.) T So bes | > ú, 
m 二 1 
Hence & ів strictly positive. Sines the space of антра: direct sum consists 
of sequences p = Í, } which have only finite hunier of non-zero bara, it is 
obvinusly dense in H. 
Lett = (ui hen m = 1,2.---, be Cauchy sequences in H with respect 
to norm llel = хер, yj. Then n, [ul елм ів Cauchy sequence in Hy Hence 


converges im H, to some yl", I is easy to see that ql?! = {р} Є H and that 
|j aln? - a — 0. therefore, I is complete. E 


Hereafter we denote this infinite direct aum by 
H = CD z... (2.151 
D 


The readers silid mot confuse it with algebrai: direct sum of {Hn}. 
Definition 2.9 Lei H he a Hilbert space. 'Enen 


XLH} = Дуне" (2.18) 


mH 
(ly conventien 天 = W) ix called the Foch apace (or complete Fook space, free 
Fock apace) over H, тШ 
>= _ 
гія) = Gare (2.17) 
ч=п 
ia called the syrume|tre Fock space or Boson Fuck spere over IT. 
IF {еке ы is а base of H, hen sequences of the form 


[0,Q. --- 02 yey, 0-7) (X. 18) 
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[where fig. К] © IE. Lek, S located at [n + Leth Lerm. Yn € Dy] io- 
gether with (1.0,0,---) ппс ate а base of LA), while sequences of the form 


UM B. sse fe HE as D y (2.1%) 


[where a*"! & An Aa- їл locsred at (s + 1]-1 term, vn = FV] kogether with 
[1, 0.0), - eO] constituce a base of Dm. 


2.3 Second quantization of operatora 


The second quantization is meant à corptrintion of operators on Fock Bpaces 
FUT) or PUE py virtue ef operators on any Gilbert spare H, The fret acep of 
this eonsiruciion is to define tensor products of operators. 

Lel H;, K,[i = t, 2} be: Hilbert Epaces, A; bea densely defined Ezccr operator 
fom Н, te K;, WAI C H, be its domain. Denie by ТА Ауд TH Ao} the linear 


span wf (es. Spe pe E PLA, i= 1,2}. Then TW ALT RIAM is deme qn Hof. 
Define 


A, Eu Se zzy nib Азда, io ТНА, t= 1.2, [2.20] 


woul «beri it to be а linear woerator pn D Ap) EX Ay). B. L may lü soe that 


rhe extersion is trdependein of expressions of element in T A) & Ts) (see 
LE»: proof of Propreition dli. Define 


-l ку Saas t+ se ay. (2.21) 


Proposition 2.10 — The operators À: 652449 aed Atay defined by (2.20) and 
(£21) respectively mre densely defined litear operatore from HL Hy to F, 2 Bs. 
fA, end Ду are closeble, then so we ihe operons A) Ay and di + Ду, 

Proof ныгу» io prove the closalility cf 4,0 Ау. IT A; is closable, then, 
(by idemeifying A wilh F. and HI with Fy}, its adjoint Ас їз а densely dehnod 
linear operator from Кү to Я, |cf. Theorem 1.5], and VF = DA a D As). Ge 
ТА u T3; wu have 


Ue Ap. б} = (F, (Ape AT. (2.22) 
Tt Follows chat Ар) ge Tx 45; C A BA) Therefore, (a, Z Ад)” ls densely 
deBned, vr арлат, Ау Z As is closable. 1 

From. Thenrem b. we know that (AT $8 AI is cle edere of 4, Gb Ay whieh 


is called the tensor produet af A, and Ау and denoted by the came notation 
Л. Ле Simularly, the closure Gf A, + Aa is still denoced by Ау + Ар. Therefora, 


CA, goku)" = AT ж AZ, (3.23) 


(Аз + Ag)" -- AT + AT. [2.24] 
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Propasition 2.11 ff Ay; and A, are bounded operators on Hither spucer 
Ну ana! Ну neapectiney, then 


Ay Asl Hs] Ao d (225) 


Progi. Lat {сур and {Je} te bases of A, and Hg. repectively. Бот any 
finite ашп $7, , Cte; & fel, we have 


- š ` nx. ‚ [1 
А, e P pesale S АЛЕ = EZ, eee 
* 
= УПА T lea 
k i 


А," in sale, m FJ. 


The totality of aueh. finite sue being dense in H$ To, we have that Arat] = 
|4,1. Hence by Ay @ Ag = (Ai & I S Ag) we bave 


л, @ Аар = а ® Ге Aal ПАА. 


Convery, for any є > U, there exist nfi; vectors yp © Mw e Hy such thot 
ТА] > Aull є, [Аг 2 Wal] -t Hence 


(A) @ AsMe @ wll = [Ате ow | 


2 
= а: 421 lA E Aall E- 





Since £ j£ arbitrary, А1 @ Axt) > [1A i| al (2-25) іа proven. | | E 

The Lensor product of any finite number of operatora is defined hy induction. 
In particular, Ё Aisa closed linear operator оп Hilbert врасе H. kts pe Legi 
product AY% ів a closed linear operetur ой HĒ", Ws restriction to Н" ig als a 
choses) operator, Similarly, we define 


тч bl 
Atl saele--sl+Igage- Bi 1 


— Е 
LIEB. (2.26) 


It follors [pom egs, (2.23) and (2.24) chat, by identifying H with A”, if À m 
scl[ac joint, bea s0 are the operalars АЗ" and AU. 

Row we procezd lo cunstruct operatora on l'ock spares 

DeBnition 2.12 Let А be а choed linear operaba densely defined that 
Hilbert space H. Define D = ig € F[H): & — lenin E T AY?" Vn, having 
only finite non-aere terms]. For є = diag] c P, we define Lwa operators an D hry 


Ауу = AUT uj: aT Ane тА" |. [2.27] 
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iky convesition A97 — 7, A' = ü), Then FA) and WIL А) аге ideneoky defines 
doaable linear operators on FE) whose closures ате still denoted by ГГА) and 


APA) which are called the second quantization and differentia! secou quantiza- 
tare of A reaperrivalr | 


Tt is салу rr sem from the definirinu and еца. [2.237 and (2,34) rhal. 
MA AAY, ШТАТ) = arias’. (2.28) 


Especially, if A is a ясади operator on H. by identifviey H with H*, then 
l'LA) and aT(À] are selfedjoial Operator nn FH. Since they сотца with 
the pripestion to the syrumesris Fock space, Felr reslrictiona ic DEI] ara alae 
selfailjicint. Ёз particular, liri- 7, ФГ] 5 de the ume статті", пава] 


Alta} = hn. (2.29) 


where ne eters for the operator of Еви ата еца be = 


It. Lš casy бо prove the Ё рату Jacta | Гог detaile sec Cork 1|, Resd-Sinsun'1| 
or Simcn'lJ|)- | | 


Proposition 2.15 1? А is a contraction on H, then [Ay тв a eon- 
fractiom an T (TP: 


E ; | 
2” ІРА generates a strongly continmous semigroup on H, then dI 4) yener- 
rat rcs a плат: чт atrarcglr созат arias 


semigroup MTL 
DUH] wad we haue 


exp[-t4T(A]) = (еар А), >п, (2.381 


3° ЈА ін n зета operator on H generating the group capitate e Pt. 
af unitary Dperabers, йеп WD, i u gelfadinint uperator йт; TIF] generating te 
failing group of anitary operatara: 


expditir[A)) = Djeni} ie m. [2.31] 


Pur analyses rm Dock «paces, the юатыр] erpenenital veetura 


аа АВ з" 
ӨЫ = Loos messe S i АЕН [2.325 


pig an important role. баабы, fer 4g Z H we deve 
(А), агам" epii ma]. [2.33 


IF à Е TX AD, then 
ГТА ЕА). £CAR). (2:54) 


"In physice literature, eP( A} i usually coed th= second quantis operator of А, 
while [A] has na special name- 
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Mireover, we hata f 
Proposition 2.14 The ezpenentíal vectors {E(k}, h = H] чәч ariy 
independent and their linear spam it denae in Г). 
Proof. Let h .- ta E H be distinct, Jt is eazy to sce that Jg Є И so 
that [А slp, j= m] are distinct. H Jai, 7 Є PC such thal a,£[4,; + 
o4 gOEÉ[R, ) = Ü, then và £ Ж. 


°= (Ë sete) 


a Athy in 
wre dee i 
БН) A z 
It Futhews tbat gy = aq =- — ал =U, hence [Eland] XJ = wJ are linearly 
independent. 

Петке by 5 the closed subspace generated by ‘ELAR = ії}. Suppose 
tha: {A k — O1,---,a- Lh E H] C S, where AOR stands [or the vector 
Ae- QR? ен Пн ` - -, it follows fram 

n—i 
т ур Ey im oar uen 
A^ — «E it" LEGR) qu) Hae} 
a= 
that АЗ" € S. [n view of polarization identity (2.12), any space НЭ" js contained 
ць Л, leebe, 2 — ГЕН). " 


$3. Countably normed spaces and nuclear spaces 


One of the most imparkart locally convex spaces in 3pplicatunms 16 the nornmed 
space. Many resulte in Bnitc dimensional spaces гама be directly extended to infi- 
nike dimensional normed spaces. Hewcver, the normec space sema restrictive ш 
вош applications, For example, in theory of distributions, wo need tà invectigate 
topological ineat epaces generated by a family of scininiortia, of which the avast 
Tpottant onec is the ao-called nuclear spare. 

The theory of шиша apace, was olablished in 1955 by А. 
2 wthendieck[l]. les name came from L Schwartz kernels theorem, Suppase 
that H = L'R) Thu H @ H = LES. J ie well known that аху square 
intograble kernel А c. LLR”) defines в bounded linear operator ən £7 | R): 


Efe) = 上 K (zig. (2.1) 


that is, X E FUH), However, not every bounded linear operator has a square in- 
tegrablc kernel. For example, the identity operator Í has wo expression like (3.1]. 
unless thal Kir, y] із dir- yh but tive hatter ів a distribution never beeonging to 
Dum. _ 

Having introduced the liatribution theory, Gchwarcz proved that VA £ ES (A, 
&* (Et) ), there exista a kernel Ac S' (87^) во that (3.1) holds, that is, 


risum S (sty) = SUE) e Sn Um e st CO, 
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where SOR) 1s the apace nf rapidly decreasing C77 functions on Jt and 57i JO) 
їч ibs Шоша] врнась, the apace uf teu peed distributions, lioth of them are nxrleac 
spaces, The ropological tenacr product of general lorally convex spaces will bae 
песнице in this paragraph. 

‘The nuclear space has many nri properles- Por едак, ire а suterplete 
mular space all bounded] chased seta аге compact (this is impossible in any 
infinite dimensional norms] spares) and the weak convergence is equivalent to 
Leung, eunvergenre for sequences. In апу casc, [rom either theocelical or applied 
vicwpoint, the Imipariagie of nuclear apas ia no lesa than chat of normed spaces, 

The notions and basic properties af locally convex арага and their dual 
spaces сап he found in 3ppcrdix B, 


3.1 Countubly normed spaces and elt dual spaces 


Suppress that X is А locally convex topological near space. whee topology 
is menereted by a family Г of acminorzus, For p C D, po! (0) is a linear subspace of 
X. TQ: X — X/p- 0) is the quotient mapping, then pl Gat) = pix? defines 
a cuu un bhe quozicar space Xip THU- By completion with respec) to thus noci 
we obtain a Ganach space Xp. I[ pig £ Г such that p — q, hen 47! 0] C poo), 
bence the: шр Бы, = GNU, Т extends to à continuous linear operacor orom Aq to 
Ap Obviowsly, ihe tapelagy in X is the weakest locally convex topology under 
which (p ë D] are continunua. Thus it іа the projective topology with respect 
ta {Xp Qype 11 (c£. Appendix В). 

Generally speaking, Jpg Deed not be an injection. l'harefore, we cannol ire; 
AQ as a жои af X, Gel'&nd and Shilev[l| introduced an important class 
af locally conve spaces, whose topologies are generated ley couwnebable norms 
aBbigfying the an-rallad consis:cncy condition. 

Delnition 3.1 Let p, Ье two norms on a lincar space Ж, For any Cauchy 
sequence wit: reset. En beth norme, if it converges to Ü in one norm whenever 
it converges to Ü in another norm, thon p and g wre caller la be готват бетте. 

Mote that For ores р, y. IAD = gto} = JO). IE p < g, then all q-Cauchy 
aM Puen are ge Cauchy sequences and by consisbency they Gouverge Dua bhe same 
мезе in X with respect to both norms p and ч. Hence Г; X, — Дур ап 
injection. We can treat A as a csl epar of X, and therefore 1,4 continuonsly 
and densely imbede X, mto X,- 

IE the topology in A is Ecuerated bor азоциз corta Im. laca wittunlt loss 
nf generality we assume thak they are non-decreasing: 


Paw сб =< Pa ~ 


ntherwise we may replace р, hw pl = marfp.--- p.k te obtein an equivalent 
family af norma. 


Definition X IF OX is а locally convex orana whose topology is тагал 
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by a sequence of consedent normas {ls rn Ар. Then X is called а соати 
normed space. 
We max assume chat they are non-decreasuiy: 


ii Stele So S| mee (3-2) 


Denote by Жу the Banach space obtained by completing X with respect їп nort 
|- 15. Then 
X, i My Tee An 25-5. (d) 


where Nag) a enntirincus]y amd densely imacddoe into Жу. Obviously, a com- 
plete countably mured space ав ж Frachet space. The space X, а projective limit 
of complete bucally convex spaccs. is cmiploe. Moreover, 


X -[]1X. (3-4) 
Fl 
By autroducing the metric 
юш. = Y l lees —. y £ X, (3.57 
n=l 291+ Ц = ull» 


X beonmes a complete metric spare The topology induced by this metric is 
equivalent ta that in X. А sequence couverges in X if and only if it eomverges 
in every X4. But one should note lhal the bounded eats in А mee nm. be hice 
ilefined. by rhis metri. 

A ser Пос X ix bounded if aad only if 


pan Yell. = =. wne IN. [3486 
In ether words, / ie bounded in every Bana. space XQ. However, unjess that 
X is а normable spare (i.e. ita topology can be generated by a single mar), thu: 
unit balle ii auy Вашых spece AL, are not bonded anbu à X | other D has a 
bounded waghborbocd hence X is normable]. Pt telles that, in a non-normable 
cou tably normed space, all aunhal sels art nowhere dense and the whole space 
atot be a coumtable union of bounded sets (because any complete metric space 
in of sccond category). Therefore, the intuitive meanings of bounded sets are [ar 
from. those in dane spaces! 

Remark. Asa lréchet space. Д ia barreled, that ig, the original topology 
coiucides with strong topology, By Mackey’s theorem, all topologis which are 
compatible with Lle цаа (X, X 7) have same family of bounded seta, hence all 
weakly beunded scis arm «rungly bornded. We shall simply call therm bounded 
eto. | 

Now consirier the duel space X* of countably rarmed space X, that is. the 
spate of all cantinucus linear fanctionals on X, and investigate bs tapanga. 
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As we know, the dual spoue of Danach space An, denoted Ey Хі. ix again a 
Hanach space equipped with the ware 


l^ = sup [А nec. DT) 
[|| 21 


ІЁ f 15 а consinucas linear fanctienal оп Ж, then it must be bance] oo seme 
naighhəorhood {x : |||, = е} and is therefore s continuous linear functional on 
Ay, 50 


x". да: (3.8% 
m 
H 1ч [rmm (T) that 
||, d EE BR aes. TED 
Therefore, 
Mp OMG COAT, [3.ta) 


and A^ is tha inductive limit of [X7 5. 
‘Phere are several different topologies in the space X *, ammang ther Lhe most 


ICipertant omes are Etrong tnpalbyy and weak" topology, camel; the tapologiea - 


DÍ uniform convergence oH boiled seta and pointwiee convergence, which are 
generaled by serminorma 


la = зир | (Fz) | (8.11) 
a= F 


aud 
ВА: =| ife] sex [3.125 


respectively, where H rus over all bounded aetz in Ж. Gererally speaking, X" is 
na langer a countably permed gpace, even has no countable neighborhood base. 
‘Therefore, the sequen cnnvergcnca je not enough En езен the topology in 
K". However, the sequential convergence ia atill very impesrtagt ji the invest igu- 
Link of Eopelogies in X". 

Firsely we give another deacription of bounded seta in X. 

Prepasaition 3.3 А subset O of countably normed space X iv bounded if 
and omy if every mm linear functional! an X ia bounded om Ë. 

Proof. The “only i” part is obvious. Tn prowa the "if^ part, firstly sup] was 
that Ж is а murmed apace amd consider the polar of D. 


#"=[F= Xt; sup (fe) |= 1], 
ЕҤ 
which m & closed атыр COLE! sel ші oe. By ағара, avery H с XT 


is bounded on F, gay, арен [Cf z)| = с. Then ef € B° which means that 
H^ іа an absorbing sat hence & barrel Since Banach space is barreled, B? must 
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contain sone mighborhood of fin X*. for example, £7 : | [|| =e}. which means 
thal 
Re sup | tf, z) |= 1. 
=< F 


Therefore 


sup ||=|| 一 sup sup |if.z; ves lye. 
at PIE 


thas is, Ë is a loupded aubset of X. 

Now supposes that X [в а countably normed space. Since subat БОРА zo 
кийер of every шені gpace Xp, by assumption every f € Ху 15 bonded on £. 
It follows that B is = bounded aet in. X, for every n, hence a bounded set i X ü 

In the dual space Y* of onmntably normed peec A, weakly" lonaded seke 
and strongly bounded aets are the Бате, 

Proposition 3.4 — Let X be m countably normed space and X" ifs cual. 
Then, anu wenkhy" bounded set in X" is strongly bounded. 

Prot Let F ke a weakly" bungded set in X". Theu its polar 


F° = iz E X: sup | U.) (= 1] 
IEF 
is a barrel їп X containing some neighborhood Ú of Ü m X, ie- 
aup aup | iF r} |: 1. 
ier ael 


Siuse ha апу bounded met B io X, there exists А > Ù such that Boo AM, iL 
follows that 

aup ||| а = sup sup | (fry E cu, 

fe” Jc ze 


which menus that F je a strongly bounded get in X". 1 

Henceforth in X^ we shall noc distinguish between weakly" and atrouglv 
buwurdeal sets and simply call then bounded acta. Now we give another descripti 
of bounded scis in A". 

Proposition 3.6 Гу the cual oer X^ of нану narmed spare А, а 
suse! F {з bounded if and only if da Е DY such that POCO AS und F te bounded 
m Xx. 

Prou. Suppose that F is bounded in Ж”. Un view of proof of Proposicion 
3.4, there exists а nrighborhacd #7 of D in X, say, їг: htija = E}, во thal clie 
sanina pele} = tuppe p | Lf. s) is bounded on fr, In other worda, Jm с EV an 
C > 0 such thal 

Iz] е sup | Un) |< C 
fer 


which means (had F is hounded in X7. 
Conversely, if 2n Є A and C > U such that F C Xz amd thet 


zup||/|-.-— sup sup | f,z)l|= C. 
pet meh}: 


Ex]. EL 


H Chapter] Fostudations of Infinite Danensianal Analyaia 


tlenu F ia boutnrle] pu sorme пе Шекинин] D 一 iT : P| © 1j of DO in X. 
Therefore, E is а Тылат gat in X*. ' 
Since any converge sequence is bemruled, by Proposition 1.5 we have 
Theorem Fa In the due! space X uf алнына normed space ДЇ, a тишеп 
{fey weakly" convenes to f if and only Hf n E IW, suek that ff le Ж ond 
Wir £ Aa, 
dim ifa. = (a. (3.13) 


Рен, The "И part is obvious, it &wdfboes to prove the Suoy i" part. 
IE {fa} wrakly" converges ta f, then it is Duundred, henes dr € AV, such that 
tin} © Кл, ме ia boundod in A By deftaition of weak" Corer, 1%] 
holda for all C X, X being dense in X, and X; being a norit opare, (3.151 
extends to all r £ Xm: 1 

lr ја сину la eee that Ж" as этапе complete usth respect ig wech" topol- 
ayy. In other words, if a sequence {f} C X* such that wr € X. [saris me INO 
1з ж numerical Ceuli sequence, then there exiis f C X sn that f, weakly" 
conwerges bo f. Moreover, every suaspace X ay weckly" descr in X*, 


3.2 Nuclear spaces and their dual spaces 


In thia section fürshly wo give a general deAnitton of wiete spaces, then we 
par шога attention Lo countably Hilbertian nuclear spaces ancl [heir dual spaces 
which ате very important in 2pplications. 

Definition 3.T Suppose that the topology af x locally convex space X is 
generated by à Runiy Г of Ш seminaras- IF Vp c DL, da EC with P = q such chat 
the map 


Ta: Ag — X, 13.14] 


is вше fie. Da € Oph Ag Жу ls гї race clasa), then X m called a nuclear 
pace. 

Finse the product of Lea Hilbezt-Sehmidt operators із ao operatnz of сасе 
class, lle above definitum may be restate as Гк: мт E Vag ET such 
that p рр у". where p spa q means that р is HS leaded hy g, namely 
Tog c Sra Жа, Xp} (сї. Appendix B}. 

Hi is countable, ther X is a projeceive Шш. of a seguence nF Hilbert Ерасев, 
tence metrizable. A complete nuclear space whose topology is generated by 
ешп H seminorms іх qulled а Fréchet nuclear space, In particular, we have 

Definition 3.3 А cumplete caunsably Н nored space im called саву 
Mifbertian smen (we mey aseurne thas ils H norma Eetiafy (3.2), hence {Xn} in 
[4.:3) are Hilbezl spaces]. D. marecver, Ya £ JN, 3e > n sn Law the umbedding 
mp Гы, : Аъ tr X, is nacer for Hilbert-Sehimidt uper&tor), than .X is called 
поет ДЕНЕ бана niegan space. 

Obviously, any ranantably Hilbertian maclar apace їз à Fréchet mcer space. 

Proposition 3.0 CouninMy АШХЫ а spaces ore rejeriwe spaces. 


B3. Goambably uorimed spaces and muckar rnacex 3” 

Proof, А у corvex space is reflexive uU and only i; il is а barrebed 
space of which all bounded sets are relatively weakly compart (ef. Appendix 
В). Coumably Hilbertian spaces being Fréchet spaces, they are barreled. Let P 
Tee ану bounded set in countably Hilbertian apace X. Then it ig also bound! 
in every Hilbert Epace Xn bonoe relatively FiA ni XN zi ompart. Since X can be 
laches! ая в cubset of product space TH, X... the weak topology in X being produri 
tupelogy of those weak topologies in Ж, il follows fror "Tychonoff Theorem that 
H is relatively g| X, X * )5xnnpawt ш Ж. E" 

Theorem 3.10 fu euHete tunear spares, nib bounded seis gre vebeirgein 
compact, herce all bounded closed seti arc compact, 

Proof. Let Б bec a bounded scr. in a compete nuciear space X. Ther for any 
continuous H ajmer pa there existe another continue H semainurm y with 
p — q such that P: X, — X, is iuthar [bence а compact operator). Я hese, 
bounded in every Xe, fas mapa H toa relatively compact set in Ap- Siren fis 
arbitrary, by looking on Б ae а aubast of product space [|2 K... it follows from 
Туюп Theorem that Jf is relativcl compact in X. І 

Cordlary Bl Nuclear Banach spacer are finie item 

Proof Since every point ш а Banach space has bounded neighborhoods, it 
fodlewa from the muclearity that every peint lis compact neighborhoods hence 
the space is locally compact. However, à Banach space is locally compact if and 
only if il is nite dimenesinnal. | 

Theorem 3.12 Ја с Fréchet nuclear space X as well aš in its dual space 
X". the sirong convergence ond whak cemyergenca For sequences are equiuntend, 

Proof. It sutices to prove thet any weakly convergent sequence converges 
atmangly. Suppose that {л} converges weakly ba D in A, 1z,] being bounded 
wl X being complete nuclear space, {т | us relatively coumpact. Rince ita weak 
limit. i5 Ü, any strongly convergent subsequence must converge to D. T follows 
chat fz, ] converges strongly Lo Ü, 

Suppose that [fi weakly" converges to U, that is, Vx € X. Ша wolfe: E; = 
fh, wr chains Ghat it converges wniformly to D on gp bounded set in A. [I Lbs in 
uot true, then there exist bounded set B, c > D atid а sequence {к} in H auch 
that fur all m. | Ў тл] >> 9. Sinore D is relatively ut we may UME that 
En -+ ma E А, hence Che sequen тї = r. — zy 0. Im view of above prodi, it 
converges strongly Lo Ü, that is, ib converged uniformly to 0 on any bounded set 
in X*. Hy choosing a special bounded cet {Jn}. we have lim, sat ал) = U. 
Т Һәтт, 


- ` = . г" " 1 E ` э 
iui Cf za Mx + m ifa. mo; — Ü, 
which соога Lhe assagi (iat Ifa. кы] > €, hence the theorem 5s proves]. 


Corollary 3.13 In the duet space of a countably Hiberizan nenlet space. 
any boarded sel is retrtinriy srapacseriul I ompuri ara reaperi £o miren ust wea? 
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tapalogtea. 

Prvaf The weak" compactness is В consequence of refhexieiby, Since for 
sequencer the st riag convergence and weak" convergence gre equivalent, it tellowz 
Lbat any bounded set is relatively serenlially compact for stEOnE лгу, ' 

it is proved that (fer exayuple, сЁ Sehaefer[1]), the strong dual space of a 
Fréchet nuclear apace із a complete: nuclear spaces any closed subspace M of 
completa nuclear space X and the quotient space AYA ане naclcar spaces, the 
direct product or prujeckive imit of any family of nuclear sparg& is а nuclear 
space; the direct sur or inductive Buat of eountali]e nuclear spaces is a nuclear 
spare. 

Let X be а countably Hilbertan nuclear space conünignusly aad densely 
imbeddting into а &paralle Hilbert apace H, by identifving IÍ wich its«lual space 
Н". Then H ia ales Gaulinuously aul ceosely irnbeckled into tle dual space X" 
al A. We refr such a triplet Xo H — X" asa Cet fand trapiet. 

Éwample. Denote by | : [y the H norm of Hilbert space LIUR). Let А be 
the seifadij«ant. extension af uperator — r + tŠ 1 which is a positive operatur in 
ГЭ EC] with eigen 2unetions (Hermite Тиде] 


с = (07 Ш) U 7 15. qu, P= L m... 


Moreover, 
dej Bjen у=, (3.13) 


aad [ehen 15 an ortliuuurtrial base of L^ m). 
ейте a sequence of Н rorme as tollews: 


lee = [Аер ес DIAN, = D 1,2...-.. (3.16) 
Ooviansly, thoy are cupsident and ynaicriseroasing. Let 
S, E] = DAT), k-0,1,2,.--. [3.17) 
Then S22) ace Hilbert spaces will norma |. lp- Murcover, 
LR) SN D S (D э SUH D... 


And bheir реге: live Limit 


SÜR) = lien SU) (3.18) 
k 
1 а umntablr Hillerlian space. The  imbedring operator fra 
epil Bth into Spl A) has HS na as follow: 
A7" I ` 1—3 xe 
нз = 2 (RA? gp < om, (3.19) 


Би. Countably norme престе aud nuclear apace aT 


T foli wa that the mnbedding m a Hilbert-Schmidt operator, hence (HN) is a 
countably [ibertian caclear space. 1t is (ior example, cf, Suuon[1[] the Schwartz 


space Of rapidly dececasing C"* functions. 
I we defe on L (£0 a sequence of Н nan 


lea = JA “ер, E =D, Ca 


дг! deuote [ay ©, a | ET} the worseplebiusy of LIR) with Trapert tn TT maru | + | a 
Inv ideucióying L LNY wilh its dual space we then hav: 


S XR : SKU". [3.21] 


MT ET. 
LRG = SR) CS нус ц). 


Vheir induciive Init 
SUM) = hing к) (7.22) 
k 
is the dual space of SC, namely the spare of Schwartz vempered datelbuthone. 
Thetelore, we have a Сега triplet: 
SUR) UR) S (FO. | (3.23) 


Similerly, in Lm) we rünsider the salfadjoint extenvicn A of operator — ^ 
Tz +1. Let 


a 
Ala p I = II ei; (Kea: ar) = ni 
;—1 


‘hen 


a 
Asse = (1 -4+2%У` bs Jer, КЕТТ [224] 
7—1 
If be 2, theu 
yr E sah 
lasla ә (1444+ 15 (b; -1j : (3.25) 
| Es n Er] Eat i=l 
Surrussiyely using inequality 
ima . 
Sn pit m comet I7 (a Lb» 1), [3.251 


¿= 


we know that A7* is a Hilber:-Schmidl operatar, hence S627) is a counta 
Hilertian nuclear space, we obtain again а Се апа triplet: 


бнер Et 5 snp. CHET) 
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3.3 Topological tensor Product, the: Schwartz kernels theorem 


We have defined in 82 the tensor preduct of Hilbert spaces. Fur general 
Incally ronver spars we have the following definition: 

Definition 4.44 Let X sud Y be а convex spaces, X7 and y bc their 
weak dual spaces respectivel, For z = X ard y C Y, we define (eir censor 
predict. z & y aa the following cantinuous bilinear farm on X? x Yr: 


тену Аш. Je Kt we Ys, (3.28) 


Bd extrnd Шшелг]у to tle linear subspace £ geterated hy izt£y: ш Myer}. 
We equip £ with Lhe strengest locally convex topology for which each Dap 


4: ARP alma) эти E (4.29) 


is sentinuous. Thea che complere locally convex spaces abrained by completion of 
Ё is called the projective tenaci product space of wal V. and denoted by XY. 

Remark Let if and V be neighborhaer! bases nf ( in X and Y respeckively. 
Per fed, V E V, lat E V T (E < V) = {Ey Y) 
be its absolutely convex hal], that is, the zmallesz absolutely convex set which 
contae Le V, Then {Г{ oV) Lo g t V r F} camstitute a neighborhood base 
«ЫАР in the projective tensor product space XY. Or equivalently, if битов of 
eeminorita P and C generate проці of X. and Y respectively, fer p € Pg d, 
defines on Е the following seminorm: 


PE ge) = ШУ play [p] i z= Y (n G ay hp. 53.30) 


then seminonis (ра: pe Poy É Ql generates she Борош of XY, Та 
Ba-licular. р a£z & ç] — р(шд{н]. 

IF X and Y are паге spaces, then XEY is a normed space, and |= xl] ©. 
[ж] || ln particular, if X and ¥ are Filbert spaces, one shows thar the prajec- 
tive tensor produci spare ЖҮ & £..(X* Fi, while the Hilhertian teusor prod- 
ип? рсе x Фф Y = 
FG [X". 1 Moreover, if X aml Y are suectoar яраг, then ХОУ іы again 
uuclanr (For example, «f. Treecs[1 |}. 

By introducing tensor producis wc wAY irleriife büirear fnetiaaala on prad- 
uct spaces with linear funetianals an densor podut apace, For any locally 
CONVEX spaces A aod Y. we denote hx B(X. Y} rhe inen space сіп ot al] 
rurntinuons bilinear fuaclionals on X x Y. Theo we have 

Propeailiin — 4.15 НІХ, Кр s — algebraically Bomorphi: — tg 
{Х®Ү |". 

Proof, Foe f = (XY), define Piz, y = f(rt gr Then the map fie is 
* ear injection: (TAY) — BX. rr) [in fact, if ID = IE ye F, 
theo f = 0). Conversely, for p € BA Th — Fides mas! E £, define Fiz) = 


ч 


说. Cauntably normed spaces and nuclear spaces 


чч 


У ебх ЇЇ im easy to see that the definition of f is independen D cxpreseians 
ats and f is а linear functional on £. ‘Lea juve ile хну, we prte that fur 
аду £ > 0, thore exist. aeighborhooda U and V ofh in. X and ¥ respectively such 


that Ux V C zd t Jem. gl < eb that, Ue Ec [fire Fh. Toe latter 
being absolutely convex. id follows that iU GeV] Ао = ef. which ae 
that f ie сопілки on £ at U wili respect ro the topology ai ` s 
product, hence extende to в continua fear functional on XY. T i 
the map tf ia juat the inverse of 3bave defined map- m | 

If X and Y are normed spaces, then tbe above iara pier is aleo івопи{гу 
[isons phism for Banach, spaces], where the monn in B(X, Ү у is defined lu be 


ell 2 sup sup [eles (331) 


:zl lvl 
Proposition 3.18 if X amd Y are normed spaces, phen 
HX, Y= Key. [3.32] 


Prank Consider the linear isomerphiam: qp = fo x in Proposition 3.19. 
Башга. 
І I 
Hejs yi fir m IP Me mtd ПАЗЫ. 


it ollos thal Je] = [f| Cenvenmely, suppose tha; z C E жи Hl = 1. hr 
[3 ac we know that Ve > Q, there existe am cxprossien of 2: š = MET È ay] 
anch chat 77^, [гу ||v,:| 4 1 + e. Thecetore 








fle} | жазы} |& hal У lei lasl = е! + e). 
i J 


i | : f L 
Letting e | Ü, we abla that [|| = ihel] and beore the map ia an isometry 


Aemerk. Їп the case that X is а Fréchet aucleur saa and Y isa price 
spare, 0.13.22) etil holds when BLY, Y] ie equipped with the topology id 
fourdad aonvengence, bhal. 1з, topology of uniform couverpence on any preda : 
seb of bounded sets in X and that їп Y, where (X Y)" 3Landa for "m 
apace. For the proof we refer to Schaefer[1] or Treves 1], the key step of w > 
to construct, [nr any bounded sek Fin AGY, two bounded acta Ay and Hz in i 
and Y respectively euch that, B ja eemtained in the cloeed absolutely convex hu 

DD, & ES] of Ну oe Be. | | | 
а аы mn IR. ot continuous еар maps from X to Y is aar aa 
the topology of uniformi convergence ez bounded stes. chon wr: linee the fa Ing 
alsiract Form of Schwarlz kernela theorem. 

Theres 3.17 Let X bz a Fréchet muckar apace and Y s Fréchet space. 
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Then 
X RY *£(X',YA (3.33) 
Хау = CIK Y). (3.343 
Хауа ЕУ 
= (Х,У) 
®(Х®Ү|', [3.35] 


where a dual spacey are sirong ones, BUA, Y у being emapped with ороду of bi- 
Remar’ marerena ad COA Y) Mat af uniform conscpetee on [ишк] sete. 
Front We only prove the hast Dues aemrnorphisms in (2,35! under the sa- 
surnption that X is countably Hilbertian nucleur space and Y is а countably 
Hilbertian spore, For general «xe see Treves[1]. 
Hy the Remark above we kuaw chat BLA, Y) 7 (XE. Hence for say 
2 € B X, Y], letting jp bs the linear map 


E: Ж экана кы] ЖҮ" TR 
we have p £ Ci X, Y *]. Momor 
gir. yy). bp. [3.37] 


In fact. we аже 


ec BOX Y] e—n, mic PIU vee Ae Y 
| ae. | = Сш |ы ЇЙЇ 
— jn тус Ёш > Ü. Yre A 


lez]... € Cell 
“BE LAY J (2.38) 


iL follows that ВД, У is algebruieally igomorplis to DA, Y"). 
Let Ej C X, B. C Y be bounded sets. Thon che polar of Hz; 


Hr = Mz Y: sup ew x 1} 
үй H3 


їз à nelghborlieed of їп Yt. Wher B; nuns wer al beue sers in F, their 
раты constitute a neighborhood base of Ü in F". Hiwever, 


sup pup | wir. yy Z 1 — Pay #7, (3.30 
т БЕВ 


it follows that the map yn— in à bomeomearphism, menos 


X,Y} = EX, Y). ' 
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As а congeguenoe, we шпне: 

Theorem 3.18 (Geld Vinkin] h Jf X and Y ano counteoty Hilbertian 
spaces ana X is nucie, then for any g ë B[ X, Y 1, there crt mn E IV and 
AE Буз Mens Tu) such that 


mim yj = Cm a. Tre Ky Ү. ian 


ir [ex] and [F] are Ines nf X. awi V7, respeesiueta, ten 


pir = Y Ala ez] и Vue Xp c, {aal}; 
上 一 上 š 


where Ap > D auch hat уру AL < ps. 
Prod. Im view of (3,38), ë € £[ X4, VE), mince X is nuclear, there exista 
т! т> ñ во that Ion с Kar — X, is а Hilbert-Schmidt operator, hence А = 
зп Гг Ë Са Xs YR. The reat of theorem 15 (їй. Ë 
Applying іо wrete epaces ДЇ 一 SU") and Y = (207), we have 
Theorem 1.16 ПЫЛ ihat 


е est (RT > PCS (|. SLIP) 
2 (SIR ВК" уу 
= s [m 773. EEEE 
Hi follows thal, YA c COSC") S" Н" 3), there ezints a unique kernel K < 
a(n") so that 
IE pey = (Ke EE SUR, e E SUR) (3.42) 
or formally : 
K(x} = J Kiz.p)etuhdy. (3.44) 
Hm 


which da Hee corgia Joru af the Sehwarts kempel tiene. 


B4, Bwr] measures on topological linear spaces 


4.1 Minke-Saranuy theoroni 


pet H be a read separuble Hilbert space, BCH) the Borel s-algebra ut H. Then 
BH) is a separuble a-ülgebru (ie. BUH) is countably gericrmtedi. A measure un 
тикш ште spare (Н, BLH Y) {к called a Beret measure on H. Ванн we only 
investigate finite Borel measures. 

Definition 4.1 Leip be a finde Borel measure on H avd 


Bas) f ай, z € 8. (4.1) 
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Ё ів гиф the Fourier tmanafurm pu. 
Ü'innrin, i possesses the Дон Кыр properties: 
Mf) a = aH); 
『 E ap continens pn JF (ever with тез to ihe tuwak Борону af JT: 
"SEQ is posite definite, iu the sense that for muy $2, yr, E F and 
MTD EE TTS OJ. hay 
w 2, 一 teloia >й. 14.2) 
1,6—1 
In jack, (4.27 follows fro 
H 


> Bir) 一 raid, = / 
n 


1,k=1 


z 
a[dy). 





71 
Y Tak et 
1 


A natura question ariaet: is any positive defnite continueas functional un 
H te Fourier transform af seme finite Hane! ymamaupa? If Н ds а finge de 
татыйт] space, Hte answer d) affirmative ‘classical Bochner йан. Bet 
Jer infiuite dirmenconal {albert sporer, ihe answer iy тырай — For алазы, 
fel ei} = exp iml Then Qoa positive definite Funcliona! on H, but > 
ly ob Hie Ficrter Frunsforrm of aay finite Bored mnaspa sn H. We shall yiye 
acte chavraeterizufiona for Fumrer irunaferms af finie Dorel measures. Tu thay 
End we first proe some went. 

Lemma 4.2 Lat ip he a positive dofinita functional on H, 1hen 

(l et ld еба pl zb. Vz = fr; 

(2) etek — elyll = зуб lia] — viz -y| Vr.y & Н; 

[3 C0} – айт) € va — Regal, vri H, 

Ртг For #,y = H. put 


fme qu m set viz, et 
кои vp MALE л, 
0—0) wis y) — wu 
From the pastive defimiencas of ja акп know thal both A amd E are positive 
definite matrices. Ei parcicular, А? = A, hore 47 denatez the transpose of 4. 
Hence [т] = wi-z) Maurer it follows From det A = 0 that а = sa oh 
Thus [1] їч proved. Nrew by £1) the elements v[—2), 320—0] and »[y —:) in the 
тпаітіх F cam be replaced by pied, ply] and yz — gy) The delerminaoe of E 1% 
det H = pf}? — filele — y)? 
— pizii] elt — vigi] 
+ plaiteletel= y) -piti 
= (07 - piai yi[l* 
- e(0Me(z) eiel? 
| ZRe[e(zhe(rletz — y) — wit]. 








_ 
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Dince _ | 
ve(0)* 一 {Ош — y) = eit (0 — {ж — gH. 


we have 
ü = det = deM [e(t] — fz — 2| 一 lM plz) - will". 
and (2) follows. Ее Н, (3) fellows from 


lat] pinl? = GeO) — fel tO} mix | 
= (0 — 29 (8) Re e + ete 
= Seid? — &e(D)Be viz]. 


[| 
The тла із prev. | 
Lemme 43 Гей и be a Hnite Sore! mensure on Н, Then the following 


алега nne ырыйшнгйшкаё: 


£1 fu ПЕРЕ) < ces 


(9) there culate a positive, symmeine, Erie thar operator 3 much that Vx,y = 
H, 
(Say) = f (a ritos auta) (4.3) 
m 


Jf (2) folds, then 
Ths — i [facil yal rit). (4.4) 
H 


Proof, Asume that (2) halds. Ler Je} be an orthonormal base of Н. Then 


Í [a [rebar = x: Í ix, e; наг) 
H i 

a Ñ ise ad) nte. (4.5) 

axl 
This means (i) halda, and we have (4.4). Conversely. sseume that. [1} holds. 
Theo : 
f (ж. гэ, ltd < lell ol I PEESI 
H н 


Thua there exists à bonneded linear operator 5 sach that (4.3; holds. Š is abe 
ously positive and symmetric, Furtleriore, by 14.51. 


1.5 = } liz nte < =. 
н 


Tias 5 1 of trace dass- І 
The following result s the Minloa- Sazanov theorem. 
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Theorem 4.4 Lety be u postürr defnite funcional on H. Then the fab 
талы assertions are equtuatent: 

(1] Q is the Pourier tronsfere of a Arie Bore! measure on И: 

(2) Ve ze De there cials n osyrmumueiruc operator of truck eluss Zh suck Ёш 


(Бутту < Heftit) — fad) ue; (4.81 


[3) mere existe ú sypparnetric operator of trace class 5 om H such that à їз 
Rene lur, equixnientiy, continuam nf sr = D with respect tn ther Tullu 
morta | (|. 


lall = (5m = peg [1.7 
Proof [1] == 12%. Leto = д, For алу т> O. 


Вера) — 212): = £ (costz, ahpldz) 
I 
.1 


2 т 


[m, zi? pfe] + falia: а > YH- 


Put wif) а A Llall = v]. Apobonuzg Lemma 4.3 to ui, we kr that darren 
exBrs а active чүзү operator f such that. 


Unas f [z mi). 23] ute]. 


Fur a given ғ > 0, take у > D auch thal. ОЕ > |) Z 6/4, азый pot S, = "2: Bz, 
thee E: | 
T 
Bet!) 一 viz)? = glenn] + 2, 


(2) = (1). Assume (2) holda. Then Reg[x) is continuous ac z = 0. By 
Lenu 44, y is coatinuous on А. Now bake any orthonormal base (e; of F. 
For n z 3, put 


Fass Pie ` `° buta). uy E TE, 1 E js. {3.85 


Then р.а. 6 a positive defnite function an ZU. Ds the clgasical Hocker 
theorem, f, an 18 the Fourier transform of a finite Borel measure uj... оп FI". 
Clearly, the {айыу {үа р satisfies the consistency retulitiuns of Кошового 
exicusion theorem for megsures. Thies иш exists a unique finite mesme v a 
Lat”, НО) auch thar 


Fig =e = ro [Xi R 17, (4.3) 


where X; (2) = шуу ы = [душы € ЖЕ. 
Wee are gong bu prove that Pop pete Cow ream. Por this perpone, ler Hr 


be the standard Gaussian meae og HI". Theo 
: "T 上 — : 
fete erep idy = epl - 2974]. (алб) 


jul 
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Tor any е > 0, by assumption, there existe а positive symmetrie operator af trace 
class 5, Eatistrlng {4-0}. Thus 


wi} Rair) ge t Aeolus), am € TH (411) 


Ev Ғали» theorem. 
] ru 
win - | „= - „Уух? htv 
н a 
oop Í dv агу уха fale 
нт Fu jal 


«i fo Deer) natan 


pol 


T f. [eto — Reo > e+ Былайы}. 


fl 


By (4.11), the shave je legs than 


R 四 
e d Xa) [à 18, Y Шука bos venti} (d) 
п" 


J=1 fol 
— с BelO) 3 (Feat feta 
j-i 
But since m = 1 ix arbitrary, we have 
из: Ei 
1 . 5 
{tt -f expl ed KIM хуа = r | 5210) y (Белу). (4.12] 
ит т—Ё+1 tht. 
First let k — a. and £ LOG in (4,12). We get (noting that (0) = r A у) 
. ; lox v2 ыз; 
4M Шш exp] 一 5 >` X; Yaw = 0, 


bh— к gm jek 
which implies M a Xi X C, 0-88. 
Finally, let Аш) = Ee, X;(w]e;- Then X is defined ən Я, wae. ard X 
ian M-valued measurable function, Put = ко Xt, Then po a finite Borel 
measure on If, and hy (4.9), we have 


af Y esee) = fisse ee 
1-1 


= (Уес). 
j-1 


46 Chapter [ Foundation of байте Dieneusional Amalyeis 


Leta oo, We obtain E == >, [zy = [ L) is pre]. 

(rp e (a). Assume (2) holds. Let Syr Бе the positive merruretrie opnrabur 
vurresponding toc = bik. Take A, > Ü euch that Ултра Жол pub 
Kae Aci Then S is a pneitive svinmietrie nperafur of trace clase ал] it 
halla that 


(Sr, 2] = Ay — iu n m] = 1 
1 
— Re(y(0] - ple < |. 


Thus Tir Cr) ia continuous Ab z = Ü with respect то the anc 1-1... Conseuenthe 
tw [omma 1.2. p iB continuous on H wath pespeez to tbe norm | Thos proves 
[21 —- (3). Conversely, assume [3] holds. For any r > Ü, them exista 4 > D 
«uidi Мы! ||. e — АА) — wir) < c Put = = 5718, Y hen (4.55 follows, 
(Rl = {21 is thes proved E" 

Ln the sequel, we shall present a more useful form of the Mumzlos-Sazaenroe 
thcororvr the Мимо» Меш. First let's introduce some notations and 





Lerma. 
Let 8 be à positive, symmetric, invertible, trace «deest operator оп Н. (otro 
duce a new imer praduet ©, J amt norm ||, |- on F ee Follow 


[uy —АВ=ы], bell = (е ту = nm 14.13) 


Denne by H the compkrHamn of A with respect to the norui 1-1 -. ‘Lhen tbe inner 
product [-, :)— can be coulicuouaky extended to H, amk A . isa separalile Hilbert 
apace with rosport to (, 2—. On the olber hand, deuote by Ay the dimain ol 
B-U? Yoon it iy easily эгеп that AY, ig the range o£ 8122 ike Hi = ШҮН). 


Lutroduer an imuer product (+, |+ aud norm ||- |+ on Hy aa Follows: 
(my = (87M By], Nelly WL Mall -se A 14-14) 
Obionualy, 
|Bz|+ — lel, z£ H. (415) 
ental = delle. ce PLA). (4.18) 
eli Z (R el С: Ре [4.17] 


Concerning the «paces H and Ну. we have 

Lemma 4.5 Ender the above aasumpisons we hauc: 

(Li Н, іх т separable Hilbert epee with respect to (- +; 

(2) P can be extended to an isometry from H_ onto Ay, one BO" стл be 
eatended to an {алрга} fram TP, anda FH o; 


л 


(3) ar an operater ae M, B is postive, aymmetric and aF trace class, ana 
т: В — [rH. Hare Tro denies the irere of A oemaputed on A. 


. — m- 
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[和 IL. and A. are mutually adjeint, nud the canonical bümear form ij 
on Н. x H. і 


inp -iE =y) . red. ye H. (3.181 


Proof Lut {z} be в Cauchy sequence in H4 under the norm :1 jle. 
By (4.17), iz.) is ајы» а Cauchy sequence in H. Denote ite limit by х. Put, 
чы = BOSS, Then [us] 15 a Cauchy sequenee in M. Deuote ds irie by y. 
Then 


z= hm z,-— lm By, = Dy, 
一 ті Р 


г 


which umplies r £ H4, and 
|z. 一 т||+ = [| 8 — rk| = [mr 一 训 0. 


Thus fi, is complete with respect to || - |. ita H+ is à Hilbert spass under 
ss J+- 

^4) follows immediately From {4.15} and (4.16). 

'3) Ht ін вану verified thet H, ав an operator on H_, ія positive and sym- 
metric. We shall prove that B ia of trace class on H. . Suppose that the spectral 
resalution of B ou H is 


Ві = AREE ‚ Fed. 
Since F ie invertible, {=} constitutes an orthonormal base af H. Put f, — 


fy l An. Then [B fa. fm] = [inim] Bes es) = Eam- Thus {fal 15 ай 
orthonormal base of A and we hawa 


Tr-B = Ул. fa) = д РЫР = AS = 108. 
n=L 


n=] т =] 


[4] By (2), the bihmear form {-,-) im (4.18) is wall defined, Moreuver, we havc 
а, wl ER "=l. ell- = 18-1811. 


This meane that (J is the cmuonicadl bilinenr dorm om H. x H- which makes 
them triutually adjoint. | 
Neer we are ready ba prove Ihe Ма theorem. 
Theorem 4.8 — Let be ú continuous end positive functional en H, Ho 
postive, gmmeinic, imrvertible, Dare elaas operator on FF, and H- be defines {т 
before, Them Bern erists n umque finite Hore! measure p on H. siih that 


} Sada) piri, wre Ay. (4.13) 
1 
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Proof For z c E, DUE mj] = oh y). Then w iy iy arsle E prasitive 
defe [fucka ou М. Hy Lemma 4.5. H is a positive, synvnetric, invertible, 
Irae class eprrator on ££... Define а new norm ||- |; on A as follws: 


l|. = [E ^c]. вс. 


The continuity of yz on H implies the continuity of ñ on H. wiih cespect ta tlie 
norm |- ||... Thus by Thesarem 4.4, v 15 tire Fourier transform of sema finite Borel 
measure rr on Fo, ace. 


т 
Ў кїм el- ү = ajy]. “Wyo ll. fa ul 
it. 
икн Bolo, mk HQ Phew (4.00) һи [corr (4.182. ' 

Let A be à гоу Hiberlian rtucl]ear space and К" ite topological dual. 
Чу Definition 3.8. vr. Е 2 Sm > m, such thak the imbedding Teemsis sem" ae 
is of krace claes. Clearly, the аралі [* : К^ = XA is also of brace class. 
if р r а рее definite ow uws Tuuctioaal аны X, ien is candies can 
ємо Hilbert space An. Identify X; with X, (through Riese! representatie], 
and replace Ff mal Н. by X, and X7, in Theorem 4.6. respectively. Then there 
exisk& & unique B:ure How] coser p cn Am with Fourie transform œ. Кові 
that X^ [р X5. we have 

Theorem 4.7 Апр positive definite continuous functional on d «тушга сну 
Hilbertian сват space X iy thie Bearer ras arm of a Anite Gorcl morsure om 
the duel apace X". 

In particular, i А t+ H +o A7 js a Gol'fand triplet (aes £3), (-,-) is the 
canenieal Втр farm oo X = X^, theo for any positive definite continuous 
functional yon Ж, chere exists a umigae Bite Borel qjescsurm porn X such на 


f аша] = pl], X. (4.21) 
X- 


viz] is called the characteristic Fuuntional af z. 


4.2 (Gaussian menainres on Hilbert spaces 


We shad: study a special class of Borel probability measures on Н (Tau 
measures. Leo's Drst introdura the notions of mean veccor and canvariance oper- 
alar [nr gencral Dorel probability measures on H. 

Definition 4.4 Lot и be a Dorel probability measure on М. H for any 
r € Н, the Function 2 — (2,2) is integrable with respext to p, and there exists 
an clement m c Jf auch that 





Gmay= f azas). =e R, (4.22) 
Fr 
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then m is called the mean vector of ua. IF furthermore there exata а positive 
symmetric linear opertor B on H such th 


{йг у) = f fe mam)z —m pelts)» Vm k H. (4.23) 
H 


theo Я la called the covariance operator af j. 

Mean vector and covariance operator de not necessarily exist in genera]. But 
W j, оа < oc, then by Riess’ representation. Lieven tho reap vector rrt 
dors exist, and l|m|| = [„ асот). 1f Furthermore, Ja llel ain) < Sa, then by 
Lemma 43, them exists B ролт, ayranetric, tracé class operator S such Liat 


{£r,y] = J e c nata ‚ “түк A. (4.24) 


Put 
Не = Sr = |m, sjm . (4.25) 


lt ін easily verified that Е satisties (4.20), Le, Б ig the covariance operator al u. 
Mote that B is alao à positive, symmetric trace ¿lass operator. 

Definition 4.H Let: be a Bore! probability measure on H. ff for ang z © A. 
the random variable (m, -] har a Gousrtan diriributinn, then jc £x tolled a Gonanat 
measure. | 

"We ehall characterize Caussing measures by means of Fourier traneioom. We 
shall need m" 

Lemma 4.10 ice {oj} be sequence of real nursbere satisfying Ta ey = 
an. Then there aziats a sequence of real numbers {уу steh Mate; d; o 0, V $7 1, 
Eia 0? < се ond сен = 00. 

Proof Put ag = 0 and define me Шані теу as Follows: 


rey = irfil : DONNE. z1}, БЕ}. 


Clearly, Tik t pc. Put 





B е; Шыл š -1гт "TI baad. 
a= pal 之 of) тънка. Ген 
3 一 mu 十 上 

Then afl; Z 0, Vj > 1, and 

n = heL rn 1 

£ a 一 

=, у, as 2.mim < S 

4-1 k= J=n,41 DESI] 

ж "Lat | 
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‘The leria ts proved, ". 


The following theorem gives a characterizaxion of Gawaan measures. 
Theorem 4.11 A Bore! probability measure д cn H is n Cmessian migrant 
27 and only if ita Pirurzer Oruzmsforri can he рге as 


Air] = тар тт, ть 一 i[Dz.x]] i [3.26] 


wheme m E M, B is positives, symmetric, trace class eaporater om H, imn this 
тїшєт, rr and ЇЇ are the meas vector aud rewerigunce operator of p respectively. 
Morente, 


1 па) — rr Н + |ë. [3.27] 
H 


Proof. Меер. Lol и bea ""3cszian measure, We бувї pres Le lel Tular] < 
oa. By assumption, for any z, [z. hits a Cassian clistribrrion. 'Lhus there exiet 
а геа] number m, acil а үмут number a, such that 


ix} = f | с фетр exp[im, — тЇ}. [4.28] 


Let frg] De аш orthonormal base of IJ. Then 


f Feed- E f epatu) Dok shy — num 
j=l 


rl 


bul 
Let {8;} be B sequence of real nirübers such thal ут, 2 Ü, 57 5: < о, Fut 
a71 


E(z) — 5 (e; m). КЕЧ 
j=l 


Theo £ is a Gaussian variable [siwe by Schowars’ inequality, sha above series 
sO айну with a finite mean, i.e., um Pm. occ. 可 ns hy Lemma 
410, 57 mu, < оо. Thua in order to prove Jy ljn eldr) < ea, it sultfires to 


check foray ер DƏ. Hy Шешип 4.4, there аі a pogisive, symmetric, trace 
cles aperator 5 such that (57, z) < 1 — 1 — He ur) ш 1, Hence we have 


i 1 = 
1 —exp[— 52} < 1 Вода) S (S=, zY + : . wz E H. (1313 
Without losa of generality we may assume that the kernel of £ is {0}. For 


ZER, v 0, put y = Sze) iz. Then of — з, Tot, (Suu) = 3. 
Replacing z by y in (4.31), wa obtain 


а . 
1- ——— k. ge 
. e| ass} š a 


mam шү. 
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that is, 2 = (BlegiSz.z) Ук £ FH. From this we have 
ou 
Ye, = (Blog 9 < po. 
了 一 1 


Несе: Їн lri eiar. = mo їл proved. By the гаша: Following Ootinition 4.8, the 
mean vector mm and covariance operator Н af g exist. Usa the above notations, 
we have 


m, | Grata) = (та) 
sim] оона) на = f e.a- ms auti) 
H di 
f т.с my u[dz) = [z 2). 
F 


Hence {4.26} follows from (4.78), and (4,27) followa from (4.29). 
Sufficiency. Let зн Е H. and E be a positive. вушамі, trace class operalar, 


pla) = сяр йт, =) 一 (Bx. x]. 
Then it is say to verify that y is a positive definite functional au N- Put 
5r = Hz + (m, тут. 


They S із a positive, aymznetric, trace class aperaler un H. Define the norm 
ll: ||, an H as Pollaws: 


lale = [8*7] = (Се р Qm n Y^ 


Then егер la continuous at z = Ф with respect to the norm ||- ||. - By Themes 4.4, 
ie is the Pier transtorm of aome Forel probability measur p on A, Charly for 
any m £ Н, fr iE a Gaussian made variable with meen 122, 7] and variance 
{ Вл, т) under p. Thua pis а Gaussian measure, | 


4.3 (Gaussian measures on Banach spaces 


We new study Crausejan mneasureg on Bangeh epeces. Fisrt ech us inbreduc 
the notions of cylinder seta and cylinder meazurec. 

Let X be «separable Banach apace with dual Ж”. Denote by ||: || and ||: Ilx- 
the norms on X and oon X*, mspectively, and by 4,5 the canonical bilinear Frm 
en X x X". Denote by F(X") the set of oll Sinite dimensional snlegaces of X". 
For any К Е FP(X*), wa call 


C=fe eX ttle teu Є ЁЛ (4.92) 


r 
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a cylinder sel bases on A. Here n > 1, E is Borel subset of ДЇ", ул, stn Е E. 
Let (IE Y he the ¢-algehra generated by the cylinder sets based on A. Put 


R(X)- |] ex (4a 
cC» (xt 
Then. R X) B an algebra. 

Lemme 4.12 Let bes вораг Не Hancch spaces Then R(X) = БОА), 
hare GEA) ds the еттт уна on X. 

Proof. Clearly e(R(X Y) C BLA). Since X is а separable metric space, every 
woes Bet cam be expressed as the maion of countable chanel seta. Thus in order 
ta prove {ТИ Ж = BY), iw suffices co prove that every closed ball belongs te 
(Rid). Tot 8 = fy : |æ- zoll z rh bere tp € A, r > Lel [nay be a 
countable subset of X. By the Hahn-Banach theorem, for any a: 1, Uere existe 
Za Ü X* such that (na, 2s? = lanl, [I|] x* = L- Put 


T= [jis #= x: [z — то z4) Ет}. 


Tul 
Clearly 8 c T, T É ARON. We пош реже Б = T. H x ë 3, be. а - 
кө] = ra > т, then there exists m auch that |z ` ze l| < (т = g/d. Tans 
les || > (ri + #072, and 
lix 一 гр. En M| = ES 21| = jiz 一 Ty 一 s, 257] 


2 Jal — Ie — za - ell. 


This uuplies that z £ T. Consequently, T o S, Finally S = T £ effi X. 1 

Definition 4.13 Let и be a non-negative set Function on [X], E ul X] = 1. 
ard йк ашу A е F [N Y ш а a mensure when postrietod ro the = algeboe CUR]. 
then n ia called a cylinder [pivrbitity) mwasure on X. A sanpa function. Р on 
X ds called a cylinder fusacizon Ш it ia measurahle with respect to CUR) ioc коше 
Ke FLX"). 

Tha integration of a bounded cylinder function J with resqaeck to she cylinder 
IesauTre ш makea sepas if the cylinder measure le viewed a а me&aure ОШ а r. 
alechr £CÁ which makes f measurable, We wee 并 PE to denote Lbs 
integral. In particular, for a cylinder measure и we can define 


iif z] xd cette), 2 E XU. (4.24] 
x 


j: is called the characteristic Furcht of u. 

Clearly, the characteristic funtinnal of any cylinder measure 15 а positive 
definite comünucus functional on X^. On the other hand, if g is а positive 
definite continuous Functional oa X* and q[D) — 1, then there exista a weige 
cylinder meaaure и such that ita characteristic Binctional ix p- 
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A natural question crises: what kind of cylinder zmearures can be extended 
to Bere] measures on X? We shail give an ацатег ke this question in à particular 
сазе where tie Banach space X 1 the completion of same Hilbert space F wih 
respect ta a weaker norm and the cylinder measure oo X is “ited” from that on 
F. 

Let H he a real separable Hiert space with inner product. (C: Ó and norm 
1-1. Let ||- || be another norm on E satisfying ||z || = =jz| for кетсе constent г. 
Jn this situation, we say that the narm ||- B js weaker than j - |, Let K be the 
completion of H with respect te |j i, Then А iv a separable Banach space, and 
H ig a "near eubepace of X. If we pientifv the dual A’ of H with H itself, thes 
rhe duad X" oF NX cam be regarde] as а Tear subspace of A 


x- {ye Ні mp leai < оа} . (4.355 
гіз, [11-2 

Denote by i) shu canonical bilinear Глашы un Жок X^. Then C.Y coincides wili 

the inner product (' Oo when restricted an A x X', ie, 


(mar = [Iz u), wre, y£ X". (4.38) 


Denote by F(X") ard РН) the Bnite пейт subepaces of X" amd H. 
respectively. Since FUY") € FM), and for any FC € FLX’), M we denote hy 
Сх) and CALA the e-algebras om X and on FF generated hv the cylinder sels 
based on A, respectively, thon GxtEINE C Cp fA. Consquenkly, we have 
RUA H KU]. Thus for any cylinder measure үи on H, we can define а 
uv litgder иҥачиге дё on X ач Аура 


eI} ну. ССА). [237i 


Wr call ү" (Te ista nf uto Ж. Clearly, for z € X", uz) = pir). Thus the 
characteristic functional of ра" ia phe restriction of u to X", Henceforth we call 
rH. x Bl à Panduri Pope t. In rrrer La zm" the above ттер, ay abr kk 
introduced the notion of neasurabl nonn, whieh is first inuroduced by Gross[1]. 

елаве by P the set of all finite dimensional orthogonal projections on 0. 
For Pe P, let fix] = |Р], = € Æ. Then f is a cylinder function on H. 

Definition 4.14 Lee [万 .| .| be a Hilbert space, и в cylinder measure оп 
Н, ||- || another neri tr A weaker than |: |. I for any є > 0, there esiste Р, £ T 
such that inr any /" € TP or:hogonal to F, 


ufs ЕН. |Faz|| =<] <=. 
then ||- || i asid to be асанна: uath renpect to ш ( or, simply, u-mearurble:. 


Definition 4.15 Let p be a cylinder cessu on FH. H lz] = cxpt 2 ||}, 
then u is called a [atardardk Сааба cplizider tieumure un. H. 
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Obviously, р is a Gaussian cplinder tuessurc H and only if far апу РЕ P, 
go"! ія а Gassian measure on Р Г}. 

how we van state bha famous ross theorem, 

Theorem 4.16 fot (H. X.) be а fundamental tradet. [f а deu Gaussian 
igüsder measur, and the norm || - || is -menavrmatla, then the Gifting ut of to 
X cen be extended to a Gere! mewu on Д, called Gaussian erme on X, 

Proof, е follow Kallianpur|i. Let {fn} be a sequence of independent 
standard Gaussian random variables ct sume probability красе (12,7, zn). Since 
the rus || || i measurable, there exists a sequence of finite dimensional 
projections {Pn} of H such that P4 T í U as the identity operator] and [ог any 
PET amtligonsl to Ph, 


wire: РА -2^pecr". 


We take ari orllicnormal base {e} «f H such that еу, -a ta Eis an arthonormal 
bade wt РУСАТ]. Ри 


nadie) = 5 ^ je; 
jl 


Then 
Thee 


Tk- — Th = у Ealla; . 


ji 一 mn 十 1 
Бине Pham Бүл OUS le and YE € B(ED а), 
ml i Е 1 (ш), - а ТАА ЧУ. = E] 
= ціш eds {какта}: [еъ EH E EL 
wo have 
mtlma: ll 22 532 pízcH:HPaim—Pa|-2* 27. 
Thus {ль} converges in probability to some A-valued random clement л. Let r 


ou Ehe dietribution af 3, п. ш = ran l. Theu for any z £ X*, 


ot) f ey = f tomas) 


ё 


= lim f oft Elwes.) pido} 


the 


: te; z —|=|” T 
- dim [Te oe Деу. 
224 


Thus ы" coincides with r on AEA) and s js au extension of u". ' 


i. Borel meaxurez an bepological linear spaces ao 


Definition 4.17 Lot X be а separable Bansceh space, rr a Borel рїїнї ү 
measure on X. П for any z € Ж", 0,7] ія a normal random varlable on X. with 
zero mean, then ш is called a symmetric (ташда "enrum on X and (X. EX). u] 
is called a mss mensure span. 

Let (X. BUA), ш} be s Gaussian measure space, H а Hilir space densely 
imbedded in Ж. Assume that the norm ||- | on X is weaker than the norm j- | 
on H when reatricted to H. IF we identify the dual of H will respect 10 itself. 
then the dual X* of X can be regarded as в subspace af H. 1f furthermore the 
characteristic fumctional of р is B[z] = exp – |}, x E X^, then LH. X, n) is 
мні an оле Wiker pac 

It cmn be proved that [or any real separable Banach space X, there exiis 
game dense linear subepac* H of X, such that /T is a Hilbert space with a 
nar singer than that of X when restricted to M and that this norm on H ia 
mmeasurable with respect ta the standard Gaussian cylinder measure on f. Thus 
by Theorem 4.16, there exits m unie Gauss meaxure и 0n X (which ig the 
extcaston of the lifting to X of the cylinder measure on A} such Lhat (HU X, ul 
іє an abstract Wiener apace. Опе can further prove (tee Кош» 1]]: 

Theorem 4.15 ЛЕН Х, нр iz an obadrect Wiener spare, then there coats 
another Banach apace Y auch that Y'o A da compact and iH, F, a} is stil? on 
ulhstract Hiener space. 

The following result ubora that the classical Wiener space cogethe: with ik 
Cameran-Martin subspace сол: an &betraci Wiener spaca. 

Theorem 4.18 fet X = Cu([O, 1]; I] he ¿ke sel of all HU" valued conii- 


nous functiens on |D, 1], null at zero, || - || fie supremum norm on X, ic, 
ul 
Raffi ЕХ, [hI = деш, | Aj |. 
Put 


£ rl 
Hz fa £ X : h m absolutely continuous, $, | h (s het < >J 
ü 


1-1 


UH i called the Cameron-Martin space). Define an inner product en H os follows 


d 1 
{hae ERAI hila (side, gr H. [4.287 
1—1 
The norin om H + denoted by |-|- Let p фе a standard Wiener meamur on X 
fic, the disiribution of the d-dimenstonal stundar! Brownian motion) Then 
LT, X, 2) & an ahetrect Wiener space. 
Proof First, the norm || ]| o£ A is weaker than the norin |-| of H when 
restric bed to Af, and E 13 dense an Ж. Tn the seque], we shal) identify the dual X" 
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with a suber ot H vim [4,45]. Ву Нел representation theorerr. А * i4 the aet of 
all sjzned-measures oq ill, Е] with d compooraots, the ciganical bilinear form «n 
X x X" in 


{түр} = Y I 2 {s}dvjla} . (4.391 
1—1 
Put ; 
afit) = rms 1D — f il fO, a] His - {4.40 
ü 
Then g” = gr. --- gy) c H, and 
R=) Dt. (4.41) 


[n particule, 82 (1) = 0. Hence by the integration by parte formule [or functions 
ul lacsulenl péu tation, 


(h.t = - Б> Í кй = У) Í gota id spin 
= | 1-4 


—-(ug" YACEN. (1.42) 


Thos we can identify r in X^ with g" in FF. tm the other band, ри Mia) = 
eff, n e X. Thren under i, (ES, U = t € 1] isa standard d- dimensional Birownian 
motim Mow hy the integration by parts formula for stachaatic integrala, 


do pl f d al 
"Mi episco. НЕСИ 


Consequently, we have 


ài) = fe etme) tz) = E exp li f gts, 1 | 


= exp - E йан) expl Beth 


By definition, (IF, X, р) is aa abstract Wiener space. l 
We eotwlude this section with an important result duc tu Fernique about thr: 
symmetrie Gaussian rüsasnre on Banach вреле. 
Theorem 4.20 Let he a separable Banach space, p ú syramictrie Causes 
mense av (С, BLEN. Then there exists A > 0 auch thet 


Í tlle nta Xo. (4,43) 
E 


Proof Let X and Y be two indepewlent E-valued stochastic elementa an 
ROTILE us храпп (fh, Е, m with the gare distribution н Га: 


E = „АХ +Ү}, Y= tx - y). 
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5 X aud Y are independent, and both have distribution u, Let ¢ > a > ü. 
‘Theo 


POX E PX > y = PP || = „ут су 


Кан.) 


= Pt X | - It |£ м, XI + [Fh > уш 


< Р{үху> 7? ш — p =) 


= [р (в > - [4.44] 


Fix f > Ü and pnt & — +, Engi =F + у RE 1, aud defunc 


antr) = PUL > ta} 


Tü X| Z= 79h35 


Then by (444), 


PUA > r + VS) 
РХ = r) 
POX > tal)? | 
к е] = але} а 0,1,2,--- 


fta] itr] = 


W a talr] есть дра Дор ан], m — 0,1, --. Moreover, since "Ter LIE PES 


{| AN] > (ISI) XE >л] = ate LXE < >) 
= exp[2=a от), n -1hE.e 
Thus for À > Ü, putting 
En SFE Ec (VIEN zeli (уут 5р, 


we have 


e 
= Mz i? dr) E X АШ? x 
Lama uini > re i in 


= PX (V2 te plar? 2773 


nua 


= » expan lbag olr) + 32377]] ， 
nc 
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First take г sufficient y kirge such that. FIXI > +) ee Pex = eh, and 
then take А sufficiently small such that 
los FE ME | 32473 < —1. 
Since Un X ШЇЇ we have 
2 
P 





ТЕТЫ = паг? 
fe m[dz) < z + = 


a mim 
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Chapter II 
Malliavin Calenlus 


The stochastic calculus of variation initiated by P, Madliavin is a kind of 
infinite dimensional «differential analysis on the Wiener spece, Since №. Wiener 
constructed in 1921 a mathematical model for Brownian motion, namely the 
Wiener rmeasvre on the space of continu functions, many аарц have Бес 
made to develop а theory of differentia! analysis For Wiener functionala. Unfortu- 
nately, they were nnt aucceasfial since meat usual functionals euch ne lt integrals 
and solutions of Ità stochastic differential equations may be wot differentiable in 
Lhe ветра of Fréchet, even not continuous sa Fonctionala ou the Wiener Epace. 
In 1976, by virtue of (hn quasi-invarianca of Wiener measure, P. Mallisvin jn- 
troduced а kind oF weak differential calculus foi Wiener functionala such that 
the above mectioned important functional: became smooth under his sonaa of 
differentiation and thus vpened up & new prospect. Deing this kind of саре, 
he investigated the smoothness of densities of Wiener отс, чані, invented à nice 
probabilistic proud Lu the celebrated Hórmander's theorem on hypocllipticity af 
differential operator and thus received widespread attantion from mat barrutira] 
Bucseby. This kind of differuntistion was dalined by "perturbation" of Drown- 
ian paths, hence obtained the name “stochastic calculus of variation” and now 
popularly known ag "Malhavin салшы", 

This kind of differential strocture on Wiener apie: is completely determined 
by lhe Camevon-Marcimn вибере, К. ita recent work [3.4] showed nai ene 
could derive the calculus of variation only from а separsble Hilbert apace without 
any ether addinional strictures. Char of the advantage of thie basic Éramewnork 
is that one can choose different models to ft diferent practical problems te be 
solved. Malliavin[5] called this framework as Canela probability space. We 
shall adopt this poinc of view in the presont book and develope the basic theory 
af infinite diriensijonal atachastic analysis under this fraceework. 


51. Gaussian probability spaces and 
Wiener chaos decomposition 


1.1 FPunctipnals on Gaussian probability spaces 
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Let H be a re] separalde [bert space едир with inrer prowluct [б] 
and norm | -lle Ву Kolmaeporov x thenrem, Liere exist a probability spire 
if2, F e) and on which а family of Gassian random variables H- {hehe H] 
auch chisel 


E|W,] — u; ОРА] = (uu, Yingo H. ИШЕ 


lt fulles that the map di — W, is a lincar Jenrrtetiry Erou АГ inte LHN, F e) an 
hat W 35 igornorphic to Ehe closed subspace H ol LIF. oh, 

Definition 1.1 Let (na) he à complete probally space, H lw a real 
separable Hilbert space ao] A 一 [Wa ле ff} be a family of Gaussian random 
variables agtisfring eg. (1.1), Then (93,2, n, H] is called a flausedan probabilius 
áp. 

Here are some + ample: 

Brample L. {finite dimensional Gauesian space) Let Ш = Y" Lo standard 
{TAININD meate pn R"; 


діт) = [2т) ""* exp - 2 ар, (1.2) 


F be the cunpletion of E ICI) with reepect to i. Then (22°, 27, a) is a complete 
probability spare, Taking H = R" Vh H, define Hk) = h - = = ENSE T 
Thea H = [Wh A E H) is в [ашу of Gaussian random таа satisfyiny 
eq. [E-1}, Hence, (R7, F, рс I) is & Gaussian probability space. 

Brampte 2. (claraical Wiener space) Let W = ОП. 1] be the Banach spara 
of all real valued cominuoue Functions on [0,1] such that а] = 0, equipped with 
the йил 


= bully = sup paie), (13) 


н Бе the Wiener measure and F ihe p-comaletion of B[W], Teasing H — 
£8 (0,1), vh C Н, define 


L 
ХЫН Аан ву [1.3] 
" 
to be the Wiener integral. шеш H = [Ws k Е H} salisi aq. 11.1] aad 


(WF as ff) is а Gaussian probability space. 
For any h C H, denote Afi) = fi hisyds{0 x z = 1). Таса AE W. and 


Ё 
(Bla = sup |} к | 
wena | Ja 
Е га 
< зир {+ f | istae) 
I au 


Пе? 


+ ИО? "= ёв. 
(f, тога) 
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Consequently, the map J ; hs À is & continuons linear injection from АГ into W 
suck that ff = J(I7] ia dense in W. H is called the Cameron: Martin выбар of 
W. 
Denote by W'* the dual space of H^, By identifying ЇЇ” with H. we then hare 
(see Theorem 14.19] 
W* o A = H — MW. (1-5) 


Жалын $ [abstract Wiener space]. Let X be а separable Banach space, Н 
be а separable Hilbert space continously and densely embeded into X. Denote 
the embediug шар by J: А — X. Then X* ic contirrously and densely emberted 
into H7 = F by its daal tap J^. Heute 


X^ TE oe HT: X, (1.8) 


Let p be а Gaussian measure on X satisfying that 
f «шш наз) = epi PH). vee x, (L5 


where {-,-} іа the canonical bilineaz form on X x X. Н, K, is called an abstract 
Wiener space [cf Definition 14.17). The clasaical Wiener apace in Exampie 2 is 
a partirudar case of ahetract Wiener space. 

Let F he the p-completion cf R(X). vic A", define Witt) = ihe k 
follows from eq. 41.7) that [Wi E X" Tas a family of Gansginr. random variabics 
on (X. А, шу satisieing that 


ETI = E[MW.P = {Г S. STP £ X", 


Ponerqucotly the map JE — VW. iva linear їасипөїгү fram J” [ X " J inta LILE, T pl 
Since J'[X'^] ш dense in Н, it can be extended to an vomer fem H inte 
(ЖТ, р) satisfying eq. (L1). Therefore, (X... pi H] is а Gaussian prohabil- 
ity apace. 

Erampic 3 (white noise расе), Let A = L2(R), SURE) and s= ÍR) be врасея 
of Schwartz rapidly decressiligz CY fuma and tenipered distributions rezpec- 
tively. Wo then have 

SCR) — DAUR) 5 S" E). 
S[Et) being a Fréchet nuclear space (cf. example in Ch. I $31 hy the Minloa 


theae, there exists a unique Gassing measure p on BiS Ef) such chat w£ g 
SUN, 


t exp(itus £) do) = exp[ -RIE [2 1, EES 
Stm 
where (wf) is the canonical bilinear form on З) x SUR) tal. Thestem La. 7). 


Denote by F the u-erunpletion of B(S*[80), YE € SF, define Иш) = d£. 
As in Example 4, the map £ = И can be extended toa linear гагипеёгү from 
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LACIE) inte LIS (R) T и] so that (ОР), F, p DUK) became a Gaussian 
orebability арале, қазу wate mone Apace. je jy coerced bo as anie moise 
measure. We shall discass white noise analysis an this apace in Chapter IV. 
DeBnition 1.2 Lee (13,7, 5; H) be a Ganasian рео space, A be the 
vokality of all дпа] sels, FU he the a- algebra generaled by H = {Wa h E Н} 
lf F = оа А), Then the spar is called irreducible. 
Consider functionals uf the following forma: 


Fiwd = ГИЛ Gun) WR, Ga), z Ë Ihi Aa Е Н. [135 


LE f is a polynonial of xn varialies, thou PU іа uelled а polyncnual functional 
Denote by F thee totality of all polyuria lunctionals, Le. the algebri genorated 
by Hi H Ff isa lempered C77 fonetion, that is, an infinitely diffecentiable function 
which together with its derivativas are polynomially bounded, shen # is called a 
Hoot бырат. Tho set of smooth functionals is denoted br Sa. 

Let Ё be а aeparable Hilbert space equipped with turar product (-, 2g and 
папр | |g- For pe leo), LHE) = LAN, Fe EY starls for she Danach space 
DÍ enn valence classes of A-velued measurable finetionala with morm 


IFI, = (е). (1-10) 


For E = Bà we simply denote LLE) by ГУ. 
Censider E-valucd Fanctionala of the Following forms: 


Flo) = S Ғе, УСТИН г (1.11) 
kal 
I F1,---, fim G P (respectively, Sarh then they are called Fade polyommata 
(respectively, E-valued amaath functionals) whose totality is denoted by PLE) 
irespectiveiy, Sat E). 
Hanak, By Оташли erthoegenalieation procedure, них беи forms 
of f if necessary, one can always suppose in ед. (1.8) blat 


[^i hg =й, lag ЗТ 


hence the arler of polyuomis[ їч determined by F and rhe joint distribution nf 
Mays IVa, dg sLandard Gaussian o WM". Similarly, without das of generality 


nne may AAT іх eq. "1.11) that 
ерул =s [hg = Lome). 


Proposition 1-8 if (91,7, HY ü an trredfurible Goustan probebiliy space 
ant Ë їз G separable Alferd apace, then 


PUES CO Sa( EY C DE) (1 < p < mo). 


fl. Gamin peobabdlity spacsa and Wigner chan decumpeosition et 


and РО) їз dense u РЕ). 

Proof, Dy constructing au auxiliary Gaussian probability space И, u"; An 
from E, one can trea; the F-valued functional (1.01) as а rea] valued functional 
юш the praluct apate (Thx GE, T. x “и x n], 


m 
Fs u^) = у FM i"). (1.42) 
k=l 
hence it sttliccs to consider the сало É = R. 
Choose an orthonorma, base {Ay} of H. Then ГИ, } is a sequence of ja- 
dependent atandard Gaussian variables Erneratimg m-alpebra 2. For amy r F 
Win Е FK and г > ü, we have 


ao? |j Wat 


Tt follows that P c Sy c PF [1 = p < oc}, 


Suppose that P ir not. dense in L. Then there existz€ E L witha t+p-! = 
1 auch that 





€ xo, {1.13} 


ЕТЕР] =u wF cC p. (1.14) 
Since q > 1, it follows from (1,13) that 


B| dee оны € tu, 


т—1 


hence by (1.14) we jaye 
E [ted el] = B eli t wa.) | = [1.15] 


Delf, = ЈЕЛА... W]. Then there eritta rurasurarih: [function m an R" 
auch that £z = g(WA,.---, Wn. By £1.15] wa have 


А559 У, H = к|өр{гу- Wh }| se 
uel 
P sinap i tens jie - f. 


H follows fram the uniqueness of Fourer transfermatian that ç 一 U ge. "|, 
bence £, = D as. However, sevarding io the convergence theorem for martin- 
gales, £, -+ а.ч. ете r = Паз. which із а contradiction. Hance P ir denge 
in L? for all p. Ë 
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1.2 Muwnerical models 


Bet (HE. B[ St). y] be а one-dimensienal Gaussian space, P be tha tetality 
ef real polynomials, Тасы P is dense ia L'N, y). Define un Р Lhe following 
CETTE: 


_ а ._ SH i 
Q= e Mage bee. 1.16] 
d 
š d , 
tac al 1T) 


By tho formula of ісер аснои Dy part, Vi, c Р, wr have 
(Oy Waa = Ge ад. A48] 


hence і, t and 2'9 can be extended to closed operatore in LIR, v) such thal 2 
aud W are mutually adpeirmt arid 7*8 la зев, (namely, number operator in 
one dimension). [iis clear by ex. (А-0) of Appendix A that Hermite polynomials 
Han) arc eigen functiona of 8-6: 


РЭН, = пн, ње Br. (1.19) 
Bv egs. (AS) and А.Т), we have the recursien formula: 
Hati — 2" = т Е IM, [ 1-20} 


Therefore 
H, = ("L ne Ny [1.21] 


iud 


(Н... н. 1 ТЫШ ao 一 {Ha (түн 1 E3[F0 7] 
= if”, (1}гтт+т\- 


Га case тг. 29 n, вїпсє ÍL. із а polynomial of order тз. the last term vanishes! aber 
m = т, by eg- (AAD ib becoruges al Hence we come again te rg. [A.10) which 
means that [(n7] 122 FH E eonstitute an neahanqnyrrrua] base of LAUR, у]. 

Lat (A7, By he infinite predict space of (PE AYE. For агу se 
quenca of müonnegpatiwe irten чу = {rr rer «гагнах |i T1 a |, cel == IL te; 
and Py A the scl of sequences m for which |a| are finite. Sar o = {rr:} € À and 
r= :;] п mU define 

Hala] = [| н.е). (1.29) 
了 


how that [e] eontaing all bub Anile cero elements and Яры} = 1, the product 
in (1.22) p iu [act а Bolte опе. Similarly to one-dimensional case, we have 
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Theorem 1.4 For any z. H € A, ü holds that 


ГА BalrHis(z y" (dz) = а.д, (1.23) 


hence {fol} EM La C А} ensstitute an urthonermal base ef L*UR m B= m 
Moreover, the following product formula holds; 


нона) = у (2) asas ante) (124) 


aT 
ACA 
where (21 = |, ds u T+ x = dnd B; — jhen: and 8 < a ^ 8 Mands 
for ку € 2, AO), Vic IN, Denote i = y2], [x = h)" = fim; tiv i. Then 


Hata) = Í G lo Cau) (1.25) 


Proof Due to the independence of componente, euge. [1.23] aad (1.253 are 
Consequences of eq, (A 10) and (А. 11) reapactively, Eqs. (1.34) can be proved 
by a direct computation using es. (Af. E 

For any y € NN, denote by 2; and GF differentiation with nepert to j-th 
companrmt алый ite adjoint eperaror respecively, Define 


£ = -Y ara, (1.25) 


fl 
to be infinite dimensional Oristoin-Uhlenbeck aperalor. For any oe A, denote 
= IT), similar to ea. (1.21). we have 
H. = ПЛ, atA, [1.27] 
and Ma ara eigen functions for C whose characteristic regmatinms are 


CH, = —lelfi,, тєл, (2.28) 


bes An = [|a е А o: jel = nh, be tha closed subspace iti 
LAR, H7, 7) generated by [Hse к Алм]. Then wo have the following 
orthogonal decampeoailian: 


ы 
Lun BV) = £D. (1-25) 
q>% 
| iom ha [NF aif} be any irrecduodble алад Probability space. By 
Fie a base {hi hemn in H. one sees that H Ы metrically isomorphic to 
My the space of sgiam summalle numerical sequenees, For any w c oh led 
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Te = (Matthew Then T ; — R” is IH measurahie and mea 
sure preserving: v" — po Tl, Far | m p omet EP Е Y. def 
Tele) = {Тыш}. Then T, : LR, ey) ДО Z. e) is an isomorphism, 
It за ale an algelua Ihurritotrorphisnt wien restricted £O corresponding spaces Т? 
of polynomial fünezionals, The Gaussian probability space (FCU, Bom vm HR 
кеттй Lo an а numerical! mendel of (Р и H). 

Obvionsly, numerical model depends on the choice of base in JT. However, 
there аге some properties of Gaussian probability apices which are independent 
of choices of base. We call them the tretringie properties. It ia very ponwenitent LD 
investigate such properties by using a nuracrical model, For instanoe, the chana 
devempasitiim is ar. іт аі property. 

Thoorem 1.5 Let (h, F, ni HY be on irreducible Guursan роу space. 
Fer апу base {Л} in E uel cc A, define 


ны) = |н. (их л). (1.30) 


Then [tal)- "^H, : с Е A} constitute a базе af ІЗ( Fu). Let Hg = Hd for 
mel, det. be the closed subspace generated ty А, : = £ Awl. Then 


Lm. ph = G Hn, (L3L) 
T 
tie decompadittan i independent of choices of дае in IT. Moreover, 
І, Spa) S POI), (0.22) 


momely, it iy uemaorphie Do the mmni Fock agere over H. 


Proof Consider m numerical model (Bt Since LYR By] 


s Isomorphie ty LER, F, үг), (he existence of decomposition is evident hy eq (1793. 
We have to prove that. the decomposition ia independent of thotces of base iu AY 

Let (hj) be another base of H. Define carmeponding polynomial functionals 
[II Y bay wa, (LHH and obtain another decomposition 


En Foy] 一 中 dt. 
Tl 
ҒА; = Bk es hs (convergence in FI), then, ly isomorphism, Wo шу” ta Hay 
a 
{кшшуттуешса in БТ). 
Since dor centered Gaussian variable E, and Ё wa have 


Eiin —t[^" 一 (p – ПОЕ, – р, Vp € л, 


72 convergence ot [É, 1) implies their L**-convergzenec, and therefore L*-conwergencr 


of Lheir рутин а]. Hener 


бй. c Gu, Tree Py. 
к=й 


м=п 


Bl. Gaussian probability apara and Witwer rhace decomposition 67 


By symmetry, the juverse inclusion also holda, therefor, +, = Mua, тп F. 
Lf we define 


fa = Gars, e € A, (1.39) 


then bey Prropogmien 12.7, Ha] h тш AL} constitute a 1с of FE" hanes 


-- 


AQ H^. nc Nu. 11.34] 


en. (12) is provod. " 

The decomposition is called Wiener fid-Segel chaus decomposition [espe- 
cially, Fi; is nothing but M], which meams that the spare of square integralik 
Funntiyrials on a Gaussian probability apate is iomeorphic to tho eymmetric Fuck 
space over H. This is one of the most important facta in iuñuite dirmanaional 
atochasrir: analysis. 


1.J Multiple Wiener-lié integral representation 

Now we consider a special cate, namely Н = ЕТ, E, X], where (T.H) is a 
rmasmrahie apace and А js g. -flnite non-atomic measure. [t covers the case of 
classics] Wiener spaces atul white noise pases meationsd before. We shall prove 
that, in ihis case, the chaos decomposition iw represented as пашизе Winmer-isé 
integr ajs. 

Finstly, we give a general definition of multiple Wricner-Ità integrals, 

lel By = [A€ B: AfA) < oc} and define on By the flowing random st, 
funciona: 


W(A = Wu, Ae B. [1.35] 


It falows from ес [1.1] Chat Wi) aa an Б Fa} valued random вес function 
satisfies that, [ur all A, H = Hp, 

FP TEIA] =- ЛО MAN; 

Zo E[H'{A)4(8)| = Wa n р], 
Cines Leet ly, if Aus ал disjoint, then Widhe. 
W[A,.).: - at mutually independent end if Lun E Ho, then 


wil IA.) = Y Wan) (52 - convergence), 


Such a random set function is called Gaussan arthogéna! rondom mmematat on 
ГТ, B] with contcuctive measure A For ñ £ HF, Wh is just the stochastic integra! 
of h with. respect to this random measure: 


ил, = } BOW (dt). (1.46} 
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' Tw Uwe proceed to construct multiple sLochmatis intemrals. Lot m `> hf 
L' LT, B7. 17] be of che following form: 7 


М 


E OD Weal ТИРИ (1.37) 


Ja -jal 


where Acca. E By are (Шып, amd if ачу two of indices 4, 
J» аге equal. then е... — Ü, We define ita m fold stochastic incegrat ax; 


йк 
ЫЛ = УГ apep W(ALI- WA, (1.38) 
Ji, “ña l 
E is валя ta spc that this definilion ів independent of representaliuns of F and J, 
us linear in f Consider ihe eymumetrination: 


= 1 
ЗЕ! 


“FEE, 


Since by definition, t (F) — I, (P). without lois of genevalily we can assume thet 
f € Н", namely. F is sammetcr: with Téd4pect £n f),--- 


ba! 
Bic. Beira, TOES. (1.380) 


Proposition L finder ubane stated conditions, Vm C BY, Г, uniquely ex- 
батыйл to a Hheur teometry from HU inde LING. a] anch that Rial LRE) 
wherever ло T, 

ful!) is referred to os n-fold. Wieer-Pté айг itera’ of f with mypert 
io random meanene PF and denoted by 


Mn-f f. e) pin ~~ W fat, y (1.405 


| Prana, Lei f £ НОЛ ас цёт, having forms (1.97) wiil sama parti- 
tion (A..... Any}. Suppose that д > m. Since WI] are independent centered 
random varinhles cua сіе оца sels, Ft follows that eFC lel] — 0. 

SOW annees that әд — m, # has form (1-47) cxcepe in which replacing as ...; 
by B; as | Since ZUM ASI АА) Dx 3 л, ip follows that iid 


Ego (n! MT egy Bye Af Ay be o ALAS } 


Ji mous 
: nl [ F. ghuan- 11.11) 


Ta pravo that Lhe set o£ Junztiona of Free [L 375 is dence in H^ it suffices to 
ceider mpPtuxirmaring iudicator 14 with 4 = A, x --. x A, A; E PU E P < n, 
Since À is non-atomüc, Ve > Ü, every A; (1 £ j £ п} can te represented as union 
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af a finite number digjeint sets in Sy whose measures arc less than е. Denote 
these sets by {Буруш ы- Then 
AM 


la- > Pa, TIME 


TEE 
where д. = Ü ar 1. Note tliat путч] ensure of gets By, x x 85, which have 
repeated iudica in ју. а Ja Fan be arbitrarily amall along with c, hence 14 сап 
be approximated ir И?" hy functiones of form 1137). It fellows from eq. (1.41) 
thal ZL, extends uniquely uo а linear нише ү Ero 21 En into ДУ и). B 
For fe HT y E gm 1 = Tr m rm n a, wu defe 


f ee gfty ` ад 
=f Т bare aglia oaks mr [any 11.42] 
17 


Then, fi, g € Н" "47 whose gymmelrizaf ian is denoted by /Rg When 


к = 0, it reduces ta Fg. P 
Proposition 1.7 if fe НЕЧЕ H, then 


Hug =н n4il f & g) + піар iy g), {2-43} 
Prof By Йлелгїїг and contnuity of I. 16 saHices to consider the case 
f = Lax onan Where Aj edn € Bp are disjoint; g — 14,4 € Bo, either 
disjoint [rami A1, ;An or coincides with same A, [1 = š = n]. 
In the first case, f тот = 0, bath aides of eg. (1.33] are equal to 


WA o МТА ЈА). 


In the second case, winlout los of generality we may aseurme that А 一 A. hence 


1 E 
519 = a MA Basses ta 


1 
L. olf 2.9) = MADE [Az] -- ИРА]. 
мз] there exists а sequence a: partition for AL, say {Bm Dm 
Pun Jaga such that 
lim. Y Lives ts = lana, 


HL т 
pk 


holde in 2211 2%. "Vhecefore, it holds in L [it that 
i IB. IM Bs 
lm УА. Wise) 


I — > 


Je 
= а Í [у иса) = ушы} 
i 3 


- МА-А. 
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Hrnza 
hlf @ г] = (W [A 12 — ACA, VME [A3] --- Ap. s, 


which proves eq. {L44} [| 
More generally, we have " 
Proposition 1.8 ff fe H9^ gc He then 


р тзт 
ta (Flim ig] = M ri ("} (=) me ЕЛ (1.44) 


r= 


Proof. We prove it by induction on m and assume that u am. For m = 1, 
x reduees Lu eg. (1-43). Suppose that eq. ¿1.44) holds when m is replaced by 
m-l Approximating by linea алла ілайопя, we may assure that я = уу, 
where gi Є HP U ç, C F such chat gi HL g: = 40. By en. 01.40) we have 
T. [gy = Fea ilgi Minas 


Hence, by indnedive bhyposhesis 


m=. 


is fg) = 2. "() ("> Leda] eb, gi tga} 


一 0 


ла .1 e m-—1 
a "( ( | nama Jeg) чю) 
r= 


+ in +n- l- 2rH. гаас) Ж, уу] 


т = Г 


一 所 тт 1 = 
на "(t е Jor EB il 


*De- 9,” JC int m+ ur 


х таа Оа a ве). 


For lor sn, чле адып verify that 


mf = TET EAMUFES edo sa) + (m РСВ o Esos, 


Substituting this inte ану expression. we obrain eg- |1 4411. І 
The [allowing theorem ahrs the close relation Беген multiple stochastic 
integrals and Hermits polynomials. 
Theorem {@ fh £ II = L*(T] and |^ | = 1. then 


НМ) = г. — vac N, (1.45) 
If (n; ie dx a base of I. then 


Ha = 1.11.) Ve E A, (1.48) 


A. 
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ubere H, and Ag are giver by equ. (1.50) and (7.99), respectively. 

Proof, We prove eg. [1.453 by inductien, Ёш т = 1 it reduces to eq. [1.36]. 
suppose that eq. (245) hode for л < тл. Dy renion formula [A Т) atl 
eq. (1.43), we Lave 


ГА = qu [NE {ву — т (f 18 
= FT LAA — fH S (BA) 
= Ang CM AI, 
hence oy. [1.35] holds for n = m+ 1. 
Sino 


Ho = [Ss 00) = [D ыу"), 
1 i 


noting that for ; 2 Er > 0, Ap Qo. hE^* = [р y eg. 1.44] see know that. 
L (hy Ma = Fu ea [AT АЕ), 


Therefore _ 
H, = 1.195827) = Nah.) 

and eq. (1.46) is proved, I 

lt is remarkable (hat, when JT = L*(T, B, А), the isomorphiam (1.34) and 
[1.32] arc represented ва multiple stochastic integrals. 

Theorem 1.10 Set (т, F, p HY be an irredueibie Gaussian probability apace, 
ийите A = L"[T, H.A], X being n сте ие non-atosic measure on (T.H), Then, 
any F € АП, F, m) hos w unique orthogonal decompostion: 


cu 
Piss” Lig (1471 
a=} 
where f. C нё". т > l Л) E|F|.such thet 


e 
[PIP = (ж к nl rs |. FEET 
a=} 
itere £f. || stands for the norm in LILT 8^, Ат}, 
Prosi  Siraitiorward consequences Eum Theorem 1.5, Proposition 1.6 and 
Theorem 1.9. I 
Srample, Aaponenteal Famcoliansla 


EIA) = epf We — ШМА), kee 1.46) 
have the following decomposition: 
m 1 
= Sta). SET 
ELA} = SCA) 


n=O 


Ta Chapeer UE. Маа Сарсы 


[n facz, by eq. (1.433 we have 
IUSTI) = [НК lu). 


Та e. [4.2] putting £ = [A] u — |] Fg, we obtain eq. (1.50). Mole that 
iu the ismmorphivn (1.32), exponential funcional correspond ta exponential 
vectora (L2.32], Ir follows fram Mropaaition 17.14 thet exponential functionals 
[£(h),h £ H] are lineartv independent. and constitute a total ser. in Fê (i. 

Tn Lhe special саве that F = [0, 1] and A ів the Lebengur measure, we obtain 
в clasica Wiencr apace, Шеге W, = УРО, tj), € 2 0, 3& jast a Hruwrinn таар 


Е. 1 Ё L. 
Hur f Í ej fit: i HB gH 1.51) 
п +] T 


b just the a-[nld iterated Età integral. 


$2. Differential calculus of Pinctionals, 
gradient aud divergence operators 


2.1 Finite diwienasional Gausalan Probability spaces 


іп order p investigate differential eaiculus af fanctiotals (rando variables} 
тїп infinite dimsnsinnal Gauezko Probability spaces, we first def ree the graclirnot., 
divergence and Oroateim Uhlenbeck operators for Polynomials or smooth furr- 
tinnals, Bv virtue of thes operators, we then define a вери nf Sabale neis. 
Finally, we extetd their domains En vorregpénding Sobolev apar. "Гала crucial 
facts in the procedure is the quagtinvarinncc of infinite dimensnqoal Ganzsinu 
rezsures amd Bold hvper-ontractivity of Ürustain-L'hinbeck operators, 

Rawever, the analysis Rir volmunmials or wennth functionals only involving 
а аң е тиит of variables, it is cacenti&lly Énite-dimenaional analysis, For tlis 
reason we aliall first. discuss calculus on finite-dimensional Gouna prehabilit, 
spaces. 

As in Esxaruple 1 af previous paragraph, let д = TU bo staudard CJattssiin 
wicesure on Ei, [ F1, F, ui R") be finite-dimensional (адаја protability space, 
and A he any ceparable Hilhert apace. Denote by Sag [EY Uie tonality of ніна 
sruroth fnuctipnala. When W = R we simply write it ав S, 

Tat s € Sar be a mouth hinctional og I", lts gradient Dip = ae bie pen 
їч аһ BEi"-valued smooth functional, ie. Dh Е #510800"). Бог кА c P. che 
denmvabrve of ¥ ab < aloug direction À is defined to be 


Pyetz) = im theis t eh) — otz]i 


= УА] 


i=l 


= (kale), Ab (2.1) 


BZ. Daffereniial calculus of functionals, gradient and divergence operakars T3 


li w е SmE] їн ап E-valued emeoth functional on EP, then ita gradisnt 
Ph E дн Ш" @ E) is determined by: 


(Déc) е eus = e Hehehe] _ 
m h < Ht" e £ FE. [21 


вре, fur zc Sua D e = H De) E Sa (CU GET] о = БИГ"?! р] = 
Spi tI pen) | 

We know that uf w £ Gag het). then De € SHLE" G RT] us us Tacobian 
шаїгїх whose brace is denoted be 


diva} = Tri Daal}, 12.3} 


and is called divergence Woy. Obviously, div e Sa. However, in Geuesian 
probability spaces it is mora convenlent to define the following operator: 


е) = Sass) — iso 


= (w(zl.z) - Тау). (24) 


Vsmg notations m (1.16), we write hi = 24-2819; where OF is the adjoint 
operator of Ə; m L {NT T}. | 
More zencrally, for w € Su (RU & ED, its divergence ów е Sul E) is defired 
tar eq. (2.4). We have the following formula of integration br parts: 
Proposition Z.1 IL y € Sy(E]. yr £ Su [EE s E), then ñr E Suy El. Php E 
Sal" E and 


f EDGE AAT pr gil] / (oir ч аёл). (25) 
к" №" 


roof, IL sullicos te consiaer the case E = H. ON arcu of йореп] 
of all companezts, eq. (2.5) reduees to oie-dinensona. Formula (1.18). I 
For y = Sre), define 


Lolz) = 8D {2} = — У Әрә) 


iva 


= 总 pt] - 5 т;рт). (2.64 


1=1 


L іа called the Grnatein-Dadenbec’ operator, 1t follows tram eq. 12.5) that Ld 
and É ате clesabie. We denote their closures again by Г. and Z respectively. 
Thon à and O are mutually adjoint and £s же Гы in ЛЖ", uj 


T 
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From Lheury of diffusion processes, £-difFfusion process is the unique strung 
solution of the following scoclimstic differential equation; 


ik, = = eat + Vid, Xo = r E R. [2.7] 
H hag air cxpiicit expreasivn: 


t 
" 


X, == "> + aj e licel, fe R4. (2.31 


Since random vector (X, - e7ta)[1— E 771-3 ig governed by n- dimensional 
siandari Gassan distributina, the сенини TCILEgrCIrp menerated tw £ has 
Florina Form: 


(Tein = E. [et X. 
= Га pim "zb VLL ашу), 


ЕХО ш E R” ee {Шр [2.91 


Í... ele ж Y Lee агра) 


= f le p Pyaar}. (2.10) 
- 


Hence, |, < llelly- ' 
We shall prove a stronger cootrachivity fur Graten Uhlenbeck SECO 
пану the Ayper-roniretiuily, | 
Theorem 2.3 [Nelwu[l]] Let [7,2 O} fe dhe Ornsicin- Uhlenbeck semi- 
group defined by cg. (9.9), Mor p > 11 > 0, tat e(t] = e*t — 1) + 1 > p. Тып 
Jr atl £ LHR" р) š holds that 


fella = Dells. [2.:1] 


T CRM japas. элү É > D, let q = (р, g" be the тй аге exponent of g (ie. 
qr im IW" = 13, алп] denote a =e!) "Ta prove (2.117, it auffices to prove that. 
vy c LU [Be n), 





Í. “Тыр 





= [һә +. (3.12) 


LU 
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Since 7, preserves poajtivity aud [Tiel = Tikel), we tray asime that so aod ù 
are nonnegative. Approximatig by bounded functions if necessary, we may alan 
assume that у> and c are bounded above and have pesitiwe lower buunds. 

La :B,,0 t= 1) and [H,,0 = t = 11 be tao mutually independent Hrew- 
nian merana 2m sore руһа space (S, 2, Р) generating Bltration 42.23 = 
L< 1}. Take the following orthogonal transformation: 

Fea afH, rz 
B= wl—aB а (n £= 1}. 
Then 5, and B: arc араш. two mutually independent Brownia mations with re- 
spect ta R- Noting thet [fA] 一 elf, EiT | 
= Wale. by the theorem of stochastic integral representation, there exist 7- 
dituensional progressive procesess X. and V, such that 


1 
Y T: F ag’ 
PE? = [ей + f (X, 4/3, 


4 
VOR = [ИҢ + fi (Y, dB). 
[ч] 


Applying Ite formula to the hinded positive martingales 


M, s [е + f 480), бта 
u 


P F 
тү = sed. + [ (Y,.d B,), Ü zd © 1 


eB wie) „МА 
= MTN + Í ` LPA NI aM, 
ü P 


a 


1 
B. Í l мач" tian, 


1 
1/1 —u a-1/g* 
+ р АР | [2да 
ae - jue tm ul 
1 
u Р. m 
+Í Foetal, voids 
a РТ : 


- I 
l j yi : 
LAC umen awpa, 
d 
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beoce 
Же үне 8:1] = ЫЬ 
L РГЕ 10-4]! ЕЕЕ 
s s| f И HE - ;5 Mel 
== 2а a N. X, Y.) + 2 {1 _ see bas. 
ру" g Tt 


ince n" — [n — (9 - 1) = (p Т) — t) and (X..Y,P < [AFR the 
*uadrais: ccpression For Al, and M, ш tha curly braces being nuoennegakive, it 
Шта that 

Fc | = gs p. |a. 
Noting that 


Евин f 


gin 


ГА K u xl- a yjet ehali af ety) 
= Í аута) 
JI 


we obta (2.12) аз desired. a 


2-2 Gradiont aud divergence of smavth functionals 


Mow we extend tho definitions of operator D A C to infinite dimensional 
Cisean probability spaces, As we know, in Anite dimensional peces, the iu- 
varisrce under all translations nf Lebesgue measure {4 crucial in the definition 
of differentiation. Since finite dimengional Gauscinn measures are eyuivaleng Lo 
Lebezgue mensure, there will be rio difficulties in defining derivatives in Finite di- 
mionsiotab Gaussian probability spaces, Hervor, on Таше itimenakural Earn, 
ni measure has property of iavarinice under all translation. We shall define dir. 
ferential calculus by virtue of quasi-rivariaee of Claussinn meastpe which meane 
Lat sels of measure ( will always ba translated to aets of measure D under trans- 
latis along a set of directions" which ПП aq dense subapace, Thie [act 
Ds a consequence of Carteron-Martin's theurem. 

Let (Q. F. s; FY bu аһ infinite Himes Савич pinbability space. We 
define 


Ls f) sima. (2.13) 
[st paz 

LS || rmn [2.14] 
lapaa 


to be the projective atc] inductive limits respectively. Therefore, F is à coune- 
ably normed apace and LI is ite tuvological dual space. It is easy From tho 
Halder inequality ta varify thet L7? — :3 an algebra and the product oporaticn is 
continuis. 


一 一- 
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Ш the abstract Wiener space (H, X, ut in Example 3 of previous paragraph, 
Н ix а dense subspace of X, we car define Lranslatian «үнелиг slong directions 
he Н fer any functional fon X; ra fízY = fis + h). While in general ansan 
probability apacrs, hv virtue of дшгтїса1 model, we still have similar гартань. 
tation of additive group H. 

Definitlon 2.4 Let (MF iT’ be an ircducibte Gaussian рса 
арвое. Choosing а Баве nf H, we obtain an isometry J: H — F. x muner- 
cal model [ 1, E79, 77, в an isomorphic mapping 


3 BS ye) н Fa 
For Вс H, define the folluwiog operator in LAT HT, F. ш); 
pi) = T. a TAER) a qr. (2.15) 


where ғ 5 the translation operator acting Sú functional on JU. TL ix enxy to 
вее that the restriction of pA) to L- із an endomorphisin and 


BA + = him F. = H. (2.16) 


Moreover, definition (2.15) is intrinsic, Le. independent of choices of tase in H. 
Ais called the canonical representation of additive group H. 

Theorem 2-5 {Camern-Martin’ fer (N, F, i: H) be an irreducible Caus- 
aian probes] space, p the canonical repreecniution nf additive group H, £(hi — 
ехр{ И 一 ПАЦ} (h £ H be erponentagl functional. Then £[R] c Lm, end 





MEUM € e [P= "ip. 1 < p < ow. (2.17) 


For f £ LtT we hare 
Fath = ЖЕЙ], АЕ H. [2.28] 


Moreover, 
iim CH EGAL 1p = WA. (2.14) 


Proof The canonical representation being intrinsic, without loss of RET- 
ality we mep take tamerical model (81°, 0,586: Г. Fot h = {Ay} e m = 
iz;] = A” end i £ EV, define 


Tes 1 1L 
E, (him) = exl 5- һу; 5 Y] 
ful j=l 


Denote by Z, the e-algebra generated by the first n coordinates of z. "ten 
{f(A}, Fan E IN] i a martingale auch that RECA — L. ID F anly dependa 
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en first. rr coordinates ard te 7 тт, i ben by tranaformation of variables in integrals 
cover HU wo hawr: 


ЕШ = E[n.J] = ElEk]. (2-20 
let. p € 01. а]. Since АЕ, (ph ]* — 1, it follows that 


|. š P y 
= Eo] 5 exp s) 
therelore, 18,4), Soa Л ах an LU martingale converging to КЇЛ] in LF mni 
satistying phat 


Box _ 1. 
МЕА, £ exp Apa |, 


|J pori baking limite im ey. (2.20), we obtam eq. (7,181. Eq. (3.1H) 15 obvious, | 

Fic. (2.18) means that, Gaussian messure ji has some kind of invariance under 
“transition e( Rl, іла. nih)" i abeolotely continuous with respect to g, ita 
Radan-NikreTyan derivative is just £ (h |. [s is this kind of invariance which enables 
шй Lo define diffcrentiol ealewlus om infinite dimensional Gaus Prrilsahility 
zpaces. 

Definition ZQ Let (П, Щщ IT) be an iÓrreducible Gawean probability 
расе, p the ciumnical representation of additive group A. For any amonth fire 
tional ГЕ yr, іса gnrdient OF & Gu H] is determined by 


(DE Abe = Ша [pe — Г). hec. (2.231) 


More generally, if PE іа а separable Hilberl space and P = [7], bes бираат 
DF £ Syl HS Е) ш determined bv 


(OP AS Ame = lim "tafe - Геје, AEA Ë F. (2.24) 
Меке proposition gives an explicit expression баг gradient of amy smooth fune- 
tional Eius shows that above definition ib reasunable. 
Proposition 2.7 ff Fe S, has the form 


E= IM, Wah faa tin C II, 


them Wh E H. 
(DF. ay = FH Wa Hay B), 2.23) 
J-1 
ттеп Г, 
Ж [изЕ, Al] = E[FTA LHJ 


Preof Ну orthoganalization if necessary, we may assume that (h. h;) = 
Жуз} = Leen) and extend them to а base Tñ Yes of H. Hanes, h 一 
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ell Ajhy. Taking numerical model, by definition we have 


(DEN = (Ti, + eas). Wy + et A] 


=I 


= fy FURR a .-- Wr. [hy he. 
3 二 1 


L.eing formula of integration by parts, we obtain 


i Nai |654, Wa, 
7 
Ë 2j; № fe AT tal [dr] 


e 
= У „АЛЕТ e TOR 
ї=1 +" 
= E|{ DF, Һу]. | 
Remark, The diflzrential calculus for БЕША ['anctional 1н cutmrially & finile 
ditueosional calen]us, TL is esay ta derive the following properties of gradient by 
using Tests in Бане dimensional Gaussian probablllty spaces: 
DPS) = FOG + GOUF, GF © Sy- (2.25) 
I F = fioi ans deas a E sf io a smooth fictional on FR. than 


n 
DP = Sas sse pn Bg. [2.26] 


A=! 


lE FOE ГЕ) haa form {1.11}, then 


DF = de DF, є. [2.27] 


mE 


Eq. (2.24) extends to the follewing form: 
EOF A Qe) = EHF eW] ВЕ Ace E. (2.28) 
Mürcover, {т E £y, then GFE Saf E], and 
[DEF hie) = GU AG e) + DG ALE, «]. [2.29] 


Hence 
E[CCGCDE h = EGW&ÉE- ENEG, AVM, е]. (2.30) 
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Proms are left to the rader. 

Definition (2.22) of E.valied functionals implies than af differentiation of 
higher erder: if F & бын) then DF c Saa [H g Ej. Define DF = ODF) C 
apt HG Ae, te, Then Far any Ë > 1, we can delw DEP _ DIDA 'Fjec 
Sar H g p). 

Dow consider adjoint operator of D- Diner the gradient OF is an H-valued 
[ило ета] A may be considercd аз tangent space. Hence H -valued funetionals 
are vector Held amd the adjoint operator 5 js the divergente of Tector Eck, 

Defuition 2.8 For any emo vector hell V = Sa LH, its divergen 
SV ilie la dateralnedby: | 


ElG&r| = EDG. Vjal тос Sy. TETS 


More generally, af 27 is a separalle Hilberz spare, then For V € Dar S E). its 
divergence jh Е Suc E) ia determingd bv 


EUG Vis = E[[DC,V se s|. YG € SE. (2.391 


The Following ртр fives Ай explicit виь for НІ чогропсе aF Sprat Pe 
reetor Fields. 


Proposition 2.5 if Fe ng [H| has foe 


КЕЗУ es. Бы на HIE. om 
h—I 


PUTET. 


e M B, LPS P [DH, UT (2331 


k=] 


PRE Say VS Sa [H], Hen РУ Z Syl), and 
(КЕ . PEE — (Typ V. г ta) 
Proof In view of eq. (200) 987 = Sar and Р = .pe we hart 
EG DP, ho] = EGER] — ELF IGI]. 


Summing up over Ё, it is readily sean tbar the dV given by 233) sissies 
vq. (2.31). Heplacing Ра hw FF. in (2.33) and wing formula (2.25). we obtain 
oq. (2.34]. I 

Hemerk, E V =A € H is a cottalant, vector Rekl, then Prom (2.3) we have 
ФА = W^. Hence ex. (2-24) is a special case of eq. [231]. In view o cq. (2.54). 
VF E Say we have 


ҒА) = FW, — (OFA). (2.35) 
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lf те danote ПАР 三 (DF, hb, in = ҒА. Then it becomes 
ia +n = We. [2,36] 


where Wi: stands Far the multiplication operator, Letting  — Fhin og. (231). 
we rbi 


EG F] = EF D.S], FG E Sa- [2.37) 


Since Sar iE dense in E*, it follows fram Theorem 11.5 thal Da and da arc сігіс, 
their closures are Йа] adjoint. 

By the same reason, for any separable Hilbert apace E, it follows fram 
ед (2.32] thet D ав dansely defined operator From L (E) to АЗГА ж E) and 
# as that Pro LILE io EY tn PHE) ate all clegable, their closures, deucted again 
by D amd 4, gre mutually adjoint. We shell specify their domaina. 


2.3 Sobolev spaces of functionals 


Far notational simplicity, if it causes no confusion, we ahall dennce norm in 
Lrifh BP) Ey |; ' |p no matter what the Hilbert space Е would Бе. 
Befiinition 7.10 For ke m.1 = p = со, Fc Sali}, defne 


k liE 
#1 = (пе eX T | (2.38) 


2—1 


Denote Бу DYE] the Banach space whieh 15 cenpletion of Syq 08] with respect 
to norm || [|x p &nd simply by AM when L -= H. 
Especially, when p = 2, A, is а Hilbert space with inner product 


k 
(Fa = (E Са я SF, D. [тдин 


1—1 


It ш evident thal, as ап operator Grom L? inte L?(H), the gradient. has domain 
Е. 

Proposition 2.11 The norms {]| -lka ER, < np < oo} have the 
following properties 

1" тате: З= p £ gaa k = Ü, tien [|+ flee = ll bry 

2° peice for muy руф € Aloo k. T E N, tf LF} C Su та Cauchy se- 
quence with respect te bath norme [|| ond |-||г абабіты Hat ra, Er lle 
= 0, don Tim. soe ПЕ. = 0. 

Бр. The monotonicity is obvious, we prove the eotgistenos Їп the 
given case, dor j € IV, j а, 0р, | is п Cauchy sequence in ЁН). Hy the 
completeness of £9(J7993, there exists some limit £2;. We shall prove that (2; = D 
bw induction. It ig obvious that Gp = 0. Suppose that Gi тоос = G- = D, 
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Then for all Бати smonth functional F and any Ay,---,4; € H, by eq, (2:50) 
we heve 
BUE; 21 hl] 
= Jun HIF (DF, X hi) 
= dm {EIFWh 7 E, ТЫ] 
– EDF Ay MD, aii AT} 
- BFW, (Gs ТҮ, 
-ERDF EO, a REL hell 
= (h 
hence C7; = ü. " 
The family {ЕЕ uf oars being consistent, we ean define their projective 
limits. 
Definition 2.12 For k = AV, eine 


meu zx [| exe. 2440) 
L= p< op 

Ю®(ку= [) Гр pie {2.41} 
kE Pv i Ере; 


to he борн projective limits and danote simply ny EP and EJ, mapet- 
tively when Е = R These are all countably normed spaces. 

When k = 0 we make conventions that XXE) = Дл), and BEE = 
Е-Е]. 

Іі Follows from definition (2.38) and density of бм СЕ] in all БРЕ] chat, 
Vk E ДҮ and p > 1, the gradient Ё extende bo & cuntinuous linear operator 
fron ERLEY to DE LH а E) hence from OPE) yo DP (H A E) as well 
ал from EX" LE] to BIH GE Especially, formulas (2.24]32.26] аз well аз 
[2.28]—4/2.-WF] ran he nvtended te the rassa of 277° and SOT (E). Heucc EM te 
an algebra on aceaunt of eq. (2.25). 

Now suppose that Н 一 ЛАТ, 58, 3) where À is a onsite non-atpamic measure 
эп {7,2}. In this case, by identifying БЕП, H) with LAHT x YD, any H-valued 
functional ia саше] to а stochaalis process parameteret by T. Especially, if F € 
EX, then DEOS LHH) їн equal to a stochastic process {DF £ T]. Therefore 


(ps, = f (DF AAL), £247] 
T 
If F E Sy Баз form P = f[W4,,---, Wy, dota o As Ë B then 
Ағ = Y дм, W. hg). (2.43) 
3=1 
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More generally. DY F 1s equal to а k-parameter process: 


Dr. F -Dr DF Gass oT, 


Naturally, it is defined for ee. [f;,- -- ty uw] AE x wl. 
We have seen that Foe L3 has a dera nprs ит 


F= NY ihh dee HS (2.44) 
п 
The next nropogition tells тя what conditions imposed oy {fa} nnply existence 
of derivatives of F and how to compute them. 
Proposition 2.13 Ler (13,7, pH) be an irreducible Gautaien рна 
apace, JH — L'(T, B, A. If Fe LY has deconposition (2.445, them F € PL if 
and only af 


Y nnt |2 < em. (2.45) 
n-—1 
Im tha? came. 
DF = аў, ital 11) (2.48) 
n=] 


converges tn (Г) for a.c. t, whore Fai E) stands for the cymameteie functien of 
н — 1 wertddles Gy firing I. Малце", 


күрг] = x (ета) 
э d 
= Y ant! f, | 2. (2,47) 
п—1 
Proof. Firaly we suppose that Р = 2°88") — EB) where h £ H such 
that |A = 1. Bv eq. (2.43) we have 


Lyi = HR = ан, hr 
= піл hele hin, Ат. Ё, 


whick means that oq. (2.46) holda for F = S00), Р) = A00 ВЕ) 


Aud 
z| ГА (BaPa) = nia 一 1А" 
= nn!|| fad”. 


Since by polarization jdentisv (12.12), the linear subspace generated ly {AF7 
h ë Ml is demam jn. Д", ir follows that proposition holds for any multiple Wiener 
integra! F — FF.) F. Е PY. 
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Wow snppose that PF has decomposition [2144, Е m & IW. let Fim = 
ъи ЛЛ) Tien piv! c Ш and 


BoP = У anif- 


—1 


I condition (2.45) ia satisfied, then (Fi) me converged in EX to F, hence 
Fe p, Couversely, f F c DI G = ЛАА G H, taking a base [e] oF H, 
br formula [2.345 we then have 
lim: WODE ejj = im [EGW PUn c e FU CDO eh) 
= E[GW,, F] - ЕРОС, е,)] 
= Ej D F, e3). pela. 


[f ла > тч chen 
ol giki- E li + DES f Fugit пома) 4 
T 


which means that projection of [Deej] im Hn ds nothing — but 
in + ы, Frei [n fie, (Hal dt), hente 


y nnl = 5 BILE e; 
n=l d=1 
_ EJ BF |") = пе. E 


Now consider the divergence of vector fields. Let V E (її, FT), whieh means 
the process V. = {t,t € T} satisfying that. 


| ЕДМ] < eo. 


The domain of 9 being E33, by definition (2.31) the domain of its adjoint nperasur 
Ж is 


TL uU E Edo A :3c > Meb. YG Е Iu 
| [f өзим [s eet һм. (248) 
Ë 


if V e L*(11; H3, chon for dae, t, Va E L? has following decomposition: 


Wa Y esas). amt (2.49) 


== 
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where Ful. f) € H> ie symmetric for first п variables and dapands on t, which 
always has a version such that fa- is a measurao]s function of n + 1 variables, 
henee ils syrritnetrization 


fi FEE = І 





was Ён. 1] 


т | 1 


n 
DOE LT (2 s) 
= 


belongs to H 9/9715 and it holds that 


E| f к?м = ула" < o. (2.51) 


mad 


Proposition 2.14 Let (12, 7, u: H be on irreducible Gaussian. probability 
space, H = LAT B А). H YV oc БИ, Н) has deceompostum (2.49), Mem V € 
Bid) if and ony if 


> mil ET = «с. (2.52) 
9 二 1 
in thet cote, ше have 
á = ST LO) (2.53) 
m—1 
and d 
ЕУ | = S ntf. [2.54] 


n-cL 
Proof. Denote the sum of first m+ 1 terms in (2.49) hy p" and sum 
of rst ән terme in (92.58) by Jim). Then the кшп of rei me етше in (2.52) is 
[0912]. It in каяу to see that condition (2.57) is necessary and sufficient for 
Т” conwergenec of ыт in (2.51). 


Let G E її G = nini дһ € HË" n £ Iv. Hy en. (2 46) we have 


| s [f (если? =| Уты Fava | 


m=1 


< [PTL 


It follows from (2.45) that the condition 12.52] is ucoessary and sulfeicn [rr 
V € D), and in that case JV is given bv (2.537. В 
Remark. П zh £ F is constant. vector field. then 


th = IP, = j hi) VE pde y, 
y 
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More generally, we may dence AV by I VW (dt). Ав we shall see in Chapter 
ІІ. ib зача with nhe Skerent yfer whch px xm ex benusbon all Ite аена. 


53. Meyer's inequalities and sna ronsequences 


3.1 Ornstem Ubleobeck semügreup 


Let (£2, F, ы, HY be au urreducible Gauan probability space, E be a aepa- 
Table Hithert. space. The space of A-alued square integrable A:ectionala, L (O, 
Ж. ы E) 77 URF abe A, shall Тая Chawa decorpesitsnn (1315. Far simplic- 
itv nf starement, in this paragraph we only give proofa in the case E = Fi. but 
all resulta can be evbendel te general E-wabucd беса. Denote bv JG, the 
orthogonal projection ente subspace Hn- As in finite dimensional case, wa shall 
conatruct the Grnatein-Uhlenbock gcmigroup on infinite dimensional aparea, 

Definition 3.1 For F c Sis, cefna 


CF = -sD F. (3.1) 


From the adjointness of 3 amd I7 we know that 2 is esential ха ро whose 
тыште: is a sclfadjoint apuratur in П“ and is called Grnateta-OUenbesk operatur 
[CIT operetur КЮЕ slinrt]. 

Propesition 32 I F E Say es farm 


Po FUR, Aa Aas Ain E H. 
inem 


TL 


ёк — Y 68 FUIS oo M URL hy) 


[е1 
= > B; (Wa... WRITER. (3.2) 
x 
More generally we have 
£- Y nA, (3.3) 
n-ü 
Tz -idFclL ie АЛЕ xx]. (3.4) 


Proof Hy eq. (2.23) we have 
PF = T йу И, Ta Wa ps 
т=1 


Applyrug ец. [2.333 wa obtain eq. (4.29, Consider the numerical mwsdel and the 
Ferriile рои (1.22] au FU. Ry a- (1.28), 


CH. = -jajem ac (3.5) 


- . C——— — a w. „йын. 
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Since Hn is generated by (Ho : o € A, |а| = n] end chaos decomposition i3 au 
intrinsic property of Gausstan probability gpace, it follows chat £ has farmi (3.3) 
and ite domain in 22 ia given by (3.4). [| 

Remak N = —£ = у nd. ie called rumber operator which is a positive 
aelfadjnint operator in L*. 

Sow consider the semigroup generated by C. 

Definition 3.3 The contraction semigroup on L? 


T =Y eA. rz [3.6 
nat 

i called Crrstein- Uhlenfeek aetuiyruup [OU serusgruup Dor slih). 

The semigroup (7;,2 2 0} has following properties: 

1° positivily preserving; F 2 Ú => {F} = ü, (cf. eq. (2.0) 

2" gyrunciry; EGF] = F[F7,G]. 

Ц їч easy to вее that £ is the generator o£ [2,2 > 0]. In tact, if Fc DLL), 
then 


E 
El (TF - F)- ce PF] = Ste Че" — 1) we PLA’). 
uti 
Since [£7 (e77* — 1)| Z n and t7! (e7"! — |) + tt — Ü when L | Ü, dhe above 
expeciatium goes to Ü, Comverscly, if -IRF — F) converges in ЇЗ ts some 
functional (Z, then Wa, 


Ju = ш tT iat + JF) = пі, E, 


therefore, F c DY) and EF = Ç. 

Шашы nurnenrzl mode] and Anite dimensional approximation, we est prove 
contractivity of OU scmigroup in all apaces Eril < p < oo}. Taking nunmericul 
пизде] (ECC, Ba, for А = ФА ре F z + [7;] E EF” and n £ W, define 


ЕАК = {57 hiis 5 y nd} 
s= jul 


We have proved in Theorem 2.5 that, when n — oo, Elh) exuverges inn LP tu 
exponential functional ЕСА), hence 


(=) = E 5 Hate, (3.7) 


me A ' 
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where А® = TT; hi ax = [eb Е A Therefore 


А" 
MEIR- Ус TH. "ЕМ, (3.8) 


те. 


wher: A, = {we A: [e| 2 n]. 
Proposition 3.4 Fa any numeric model (I7, 82.22 12), fre) OP € 
LÀ ott holle htt 


(FF jz} — Ë. Bete + yl e tyy (dir. (3.8) 


Consequendy, for ali p = 1,7, is в сотта т in LF. 

Proof = Since the linear span of exponential functionals is dense im F2, 
it uices to verify eg. (3.9) for F = f(a} A e P. Fir, lo F = £i. 
Hy а etraightforward calculatimi, the right-hand cide nf eq. (3.8) is equal to 
exp 1 ze th; — d jte A. Letting т F oc, їп view nf eg. (3.8), we 
obtain 


ба) = % e LER) 
太一 下 


= ТАМ). (лбу 


hence aq. [3.9] holds, As in the finite dimengional case (cf. Proposition 2.2) we 
сап prore the contractivity of T, in all spacey L”. | 

The definitioes oF OU senipgroeup being intrinsic, we may define it vin eq. (3.277 
as well. Lt even makes senar [oz F E L!. Taking this definition, by Anite dimen- 
sional approximation we obtain the hyper-cancractivity of OU semigroup [ f. 
Theorem 23). 

Theorem 3.5 Lat {Tt 2 Пр be the OU aamigroup, For p > 1,2 > ü, let 
git) =e" {p--1)4+1> p. Then, for all F АР we have 


ПТР] = ПЕЧІ. [3.11] 


We fave twe useful conscqueness of the hyper-contractivi;y; 

Corollary 3.6 For al! p £ {l ou), every aubapace Hy їп the Wiener chaos 
decomposition ts close iu fF asd in whack all L^ naris are spuren. 

Proof For any given c > p > 1, choose Ё > Ù such thal p = e" ip — 1] 1 1. 
Hence fur any given n and P € Hn sme have 


e WE = EE ||, = Пр. 


which means that, in 224, FF norm is equivaéent to LV norm. E 
Corollary XT For allp E (loo) and z E Pa, F. ¿t п bounded operator in 
I”. 


R3, Meyer's inequalitioe and sorne consequence: ЕР, 


Proof, For р = 2 the assertion i obvious ЇЇ p > 2, taking z > U zuch that 
p= к?! | 1, then for F E LF we have 
|J. Fly = "АР, = e" in Fili 
€ Ea S e" || =l, 
If» < 2 and g is its conjugate exponent, then q > 2, Take t > П auch that 
a= с. 1, Then for any й, = L we Бахс 
|Z (GH | = |же] 
< КАЙ, 
< Е ДС. 
which means thir. 
|. File x € 1L lle. 


hence Ja valemaks continuously ta ЁР. | 


3.2 L?-multipler theorem 


Generally speaking, given a eequence A= {па ag zi, of ral numbers, we can 
define a [near operator оп T 


Y nda- 15.18) 


=й 


T, 


For example, if рь = 6774, —n. then T, extends ta an OU aemigrewp, an СИТ 
operator, respectively. The question is: for what kind of sequences p, T, car he 
extemied to bounded lincar operators in L?? The following LP-multiplier theorem 
gives Ap ANA WET: 

Theorem З.В {byrr} Let n — dp, be n seQuener of roal numbers, T, = 
Yanda ff dng C EV ond Ë > Ü anch that 


Hn = Sania OV, n > Tes [3.13] 
上 一 中 


where {=} ir п sequence of real numbers ЕРЕН that 


= 


Y aing”) oo- (2.14) 
hl 
Them Vp C (luna), T, extends uniquely to a bounded Иттей Operator in LP. 
Remark, This conlitiun means that there exist a inchi үл wich ie analytic 
Шш serre ceigbbourhood of D aod some J > Q sach that 


p. — ein" ERES 
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We adept the simplite] praotf given by Shigekawaj4|. Firathr we prepare в lemma: 
Lemma 8.9 Let! be the Hlentity opener, y C SV. Denote 


=o 

hel- 0-00 di УМ, 
= 
a = | 

R= f ТГ. = —H. 
NES ig^ 


Then, See ‘lacie IV, de = c(p, m] > Us, manh that VP £ LF ho W. 
[z za j|, cece Fl, : > ü; (3.18) 


| RF". € en7 LE Hl. (3.17) 


Proof For p = 2 (3.16) ia obvious. lf p > 3, taking ty > 0 such thal 
po79 | 3. bhrn VE X hy Iypereuntractivitv of CO senigrcup we have 


IT IF lle = Ta Ti E |p S ETSI: 
EN k ШЕ 
(57-17 A PIB) 
E=n 


eS weg)” 
k-n 


Ze "Els = cU REID 


L^ 


which means that (3.16) holds [or t > t. Fort < £c, by comtractivily we have 


IT = lEn Р = Hii LP ile 
s e "rS je "|| P1. 
hence 13.16] still holds. 
Тїр < Z, hy considering its conjugate exponent, as іп the proof uf Corollary 
3.7 we establish (3.103. 
From (3.18] we have || 8 ' ||. £ en 1| Flu. 


| ў i TEIL, Рыа 
1 a 
т=п Ex 
y, / Tipa In dida 
u ul 
2a [n] 
< í f [atn El hd 
D J 
< HF|, Í H NETTES 
n п 


= си 2, 


|н к]„ = 











H 











р 
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and ял on, thus establish (3.17). І 
Proof of Theorem 3.8. — [t suffices to consider the case а = L Virsity 
«uppase that = f. Denote T, — T, + T3, where 


ту —1 © 
T= У ек. 13 = У Pate 
m— mS 


J, being bounded operators ш LF, Ti is obvioualy bounded, Let z rip, bua 
Since BaP, — s V Fu, we have 


on = 
a RI = Da F, — nafs, 
к=п &—ü 
hengte - 
Ty = у w Rz, 
kd 


En view of [3 JT} лай condition (3.14), thie serics converged in norm of operaba 
in LP, hence Ts is à bounded operator in DL, 

For the case 3 < 1, let Mida) ba a probability measure on ACA, ) xalinfring 
thet 


f e АЁ = expl it). nol. 
й 


Kamely, АИ іх a single side &talle distribution of order F, Detine 
тш f YA (da), td. 12.18} 
m 


it can be proved from the relation M + Af = АЎ. that (T. t x D] i5 а strongly 
caniirueus contraction srrnigrouj in LT, amd for Fo C Ha we have 


= 
ТЁК, = 1 T.F, X ids] 
"n 


W 

={ eU EL da] 
Ú 

«eng [- Е. 


Replacing Т. by ТЇ, similarly we obtain the desired contlueion. 1 
As т cunseguenes of L'-multiplier 1 Беттеги, we have 
Proposition 3.10 агае Fi, define 


(Focy = Sot nye, (3.195 


Then in the cere = [KIP — D)? extends to g bounded linear operator in LF [1 < 
p = ma). 
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Proof Singe ete) = (x/(1-ozY) "D їн analytic ш bbe ueighhourhood of 
то- Ü, taking рь = (1 + np? — pia i], the proposition tallows fram Theoren 
3.8 - ' 


2.3 Meyer's inequalities 


In this section we will prove tha important Meyer's iuequalities [cf Meycri1]} 
which constitute the comercstone of theory of infinite dimensional Sobolev spaces. 
Here we adopt the much simplified proof due to Pisier[I]. We shall пас an ime 
portal property af sa called Hilbert transformation 


rfi" f 2829 fra {з жы] 


Namely, Lhe мейизи T m а bounded linear operator in all GP BO {1 < 
px oo) (For its proof we refer to Stein[1], Dunford - Schwarte[1| oc Haaa[l š). 
Firstly we prove two eimple lemmas, 
Lemma 3.11 Jt Anis on P that 


DJ j, Dh =h M 9-1 (3.21) 
Far р = {пы}, denote ot = {дуу}. Then 
AT, =T,- Р, (3.22) 


where l ds defined by CY. TE). 
Proof. Noting that Hennite polynomials {Ania} satisfy resursiva relation 
k {r} nh, ilti the proof ie straightforward, ' 
Lemma 3.12 Define 


CE 
Q= (r-r = Y кау! [ru 
rak] 
Ther we шл a 
Q = т f 1 V7 Pp (3.24) 
H 


Pref Consider ite projection onto A, eq. (3.241 reduces to the Бли 
identity: 


ъ= 
imei = x um | peru E 
a 


In the following proof, Cp as weil as Cy stands for constant which depends 
anly on p bat may be different in different mecagions. 
Proposition 3.13 For ali pE (1,02), JCy > Ü, much that far ail F E Р, 


Elle = Cpl- (3-25) 


&3. Meyer's ineqnaliiwem aod unie Cur "n3 


Proof Consider a numerical motel. For 0 < 8 < my/U, make substitution 
t= |logens@| = – Юю сов, н = гай. Then T; = et = feos 8|", 


mia . 
б = eve f [log cos &|7 1 * cas 8 sin вив, (3.25) 
n 
Fer z, y € Й, КЕ LP. define 
R Fr ah = Fizeosd + y zid). 
11 follows from eq. 13.0) that; v < T. 
(Fir) = EMR, Pien) (327) 


where EY stands [pr integration with repect to wal enote by Dë the 
derivacion with respect to y- Then far k £ P5, 


OF RS F(z, y) = sino D, Fiz, yi, 


henca 
E(D! На = sin HEF, F ] 
= sin ооё) Dy F 
= Y sin ñ eos" @ D.F. (3.28) 
Lhenote I 
gift = s |= log cos 6| 373 con agn 8. 13.58] 


The order of 2 ntar point Ú being 871, il bas the foro 
р oL... (0) её 
(Pl = [sz + jema, 


where rif) 1s soue bounded Васто. Define 


=" | at 
f PRP = üm Г plo R F + te) ае 


tn {Чына} Rigi) 
B 


cos Gr. {З.Р 
2. ^g leg ena log coa 8| 


Wir пен] te prove the existence of ahave limit. 
By rotational invariance of Gayasian measure und eq. 73.27), 


E EY} Ra Fiz IF] = РЁ = co 
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Гец a лга аеры, at Я, we harre 


T'I 
HR Fir Pi сап а-н. (А7 ут. 
sa 


However, sirige 


f atf ) Ra p Fal == £ Beet ate oF ay 
-' 4 


by the boundedness of llilbert transformation (3.20] in F(R), X > 0 auch that 

p», p NT pret 

J | ee eran ees eras 

— 1 m/z 一 立时 

By rotacional invariance we then have 
А erja p 
Em |7 араа |) 
же 


it > 
= к=к! | r pit) gyal (n, phi | | 
= + 
< ы” Ж? Rar (z, TI] 
= Сыр. 78,31) 
proving the existence of Emit in (3.30) in the space 了 Pi x v7). 
Lez hc FR. By egi. (2.24) and (3.28) we have 
Fria x="? 
ке | f (логе) = E" |o} f #18) sae 
-+3 -хү? 
LER 
= | оарои 
TT 
mf 
2$ [ f Ф) sin B coa" ме) nD P 
= «fa 
= Уп +3) M8 = Пл}, 


where the last equality follows fram Lemme 3.11. Sinca Ид} (ГОР, Ajj, in 
view of the iomorpiuem from {7 bo #1, 16 Tallar that for ass [т], 


DQF(a) =| {ФР vid], 


一 再， 


where J? standa for the projection onto M, with raspact to variable y. Jf being 
bounded in LP {ci Corollary 3.7), 107. > Ü зан that 


Р iL: p 
loart s cun [| f^. ORP a | |. 


B5 Mayer's inequalities aml вое conzoquences n5 
By integration with respecl. le x and in view of eg. [3.31], we them have 
IPFI, < Cpl Filp- [3.32] 


Final. by Proposition 3.10, Q extends to a beutuled operator in LP, hence 
26, > Ü such that [QF ij, = Cu Io. combining with (3.32) yields (4.25), a 
By duality, we ostalo an inenualiz in the opposite direti. 


Proposition 3.14 For allp € (1, r6), Э. > 0 such thst for all P € P, 
Flip < Gl Tue (3.33) 
Proof, Since ? =f — £. = 1 + &D, it follows that Пи F,0 £ P, 


[F.G) = 00 Teu OC) = i TGF QG) 
- (OF.QCY + (DEF. gc} 
= (QF QG + (DOF, DQKG). 


Theri, Ka >> 0, for pot 4 271 =), 


HFG s ILIO + por, EC] 
< Cy |F |l ll Clg. 


Баг Jn vew of (3.25), it bobda ala 


alk — SUPT EH : Fhe = 11 
< нир{|{Р\ oS. Soy} 
= Co гау F Ita: 


hence (3.33) follows immedietaly. н 

Remark. Hoc OF = P аз dense їп Ё ns well ag LP, it follows [roca Prope 
siripns 3.13 ad 3.14 that 40: 42 — £27 is ап амипогрімчд of Banach space. 

We shall extend these inequalities to higher derivatives. l'or notate sjim- 
plicity, if ||: ||; and |- ||; are two norms in some lincar space 6nd there exists в 
constant such that || - |a £ el- la. we simply write || lls = Ul |>. E | ly 
and || ls = || - lla; we write I|- | > |: la: 

Theorem 3.15 {Meyer's luequalitie] — For s g [1l] k € IV. ЧЇ > Ü 
and Cer > Ü, such thar vE c TP. 


СЕ|, MOF len < CesllFll;- 3.54) 
Proof We prave the Ehenrem bw induction. Define an operat 


ГҮЛ E) — LAE m LUH ж E) 
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er (4) 


Obviously, vk > 1 we have DD = [* O, moreover, by (4.25) and (3,33) we know 
that TQ: LYLE} 59 DLE) GLIH % E) iea bounded operator with bounded 
inverse. By definition, 

IU | = [LP le 


Пу induction ou $ we n prova khet 


WS Fly = EE + DF ee 
~. ПА р. (3.35) 


a— rA rapan 
malt] = m 
w= (122) Y) 


fines werk 一 iz 5 aud ү (т) are analytic near point ü, letttüg ña = 


== 
гаа = (UR V7. it follows from Theorem 3.5 that М and M^! extend tu 
bounded operators in LHE). IE hor k > 1 denote 


I 9 
Ау = p gh 


"hen A, and Аг? are bounded in LELAS m L7(H à E) and it holds that 


Define 





ra 一 gag’. 
Denote M, = 1*0. Then & = Y£ ie bounded and 


Bp = r" pe 'g 
-01*ig*tl4, 
= Bg. 


By induction on k we see that both Fy and BC! are bounded, hence by (3.351 
mna hawr 


= [Iu F|, 


| Flan а x 
~ [IFIls- 


This i3 just Meyer's inequaliciea (3.34). a 
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3.3 Meyer-Wotianabe's generalized Tunetionals 
5S. Watanabe|1] introduced the following Sobolew spaces; 
Definition 3.18 For p £ [f to] and s Е Ff, detine а family of norma пп 
T4 EM 
Fil. = tr - E F le. (3.36) 


аве bay PE) Lhe Durat apace Sobel Dy cope of PLE) with vespext 
to orm | - |5. 

Jemerk. When а € EV, by Meyer'a inequalities we know that ||. |, = ||: ‘lap: 
therefore, PX [E] — ECE} Hereafter we will omit the notation ғо in 22, F). 
The monotonicity and comsistency of this Гару of ngana are obvicun. Hence, if 
p = pand a < s” theo 

DC (E) C DHE). 
Let p^! + 47! = 1. OLE we identi£y {Б} with its dual space L'(E]*, then 
LTE] = L*(E). For all F, C £ PLE}, we have 


ЕР, G} = EL - cy "£r — cy". 


Therefer: z, а. 
|| = sup LET, | = GIES, = 11, (337) 
which mesna that {| - ||Ë, „ ie the dual norm of ||: ||, hence 
шку = gen. (3.38) 


TL ellons cial, foc i a pr = yp max X r < m <l с, Wawa love 


Bey c DHE) c PLE} c BEE) c EE) 
L, L. LI LI LJ 
DIE) = EME c ME) с EXQQE] С WE) 


Mote that when s 0, ekements in DELE) may aot belong to L7(E). Define 
BME =f) [| es. (3.39) 


ae 1 pr 
equipped will projective Liat topology; and 
D= |} p", id 


1H | 


equipped with па[н limit Wpology, The бейшен of EX is eemgiarent 
with that im (2.41). EX "(Ej ig ite dual space, whose elements are naturally 
Called аата functionals, 

As consequences of Mover's inequalities, we have 

Proposition 3.17 The npergher T) заарада erben Bn omm operalar fear 
I4 E) inte ДО (Hi E) such that Vp € {loc} and s € Bi, 
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Da — IKUN E) 

ia cantirunna. Барасы, 
ДЕ] a Rege Е) 


ё curious, 

As for ihe qdjeint operates, 5 = 0. we hive 

Proposition 3.18 The operator й uniquely extends ta an operator from 
реН 2 EY into EY [ED such that vp € (L os] and a c M. 


Б: DE [H Е) — r LEE] 
їз oconünawas Lapecialiy, 
д.н Е o DPR 


Eq oT, 

In weu of £ = О, we Ante 

Proposition 3.19 The operator C umyurty ertenda i av operator {тенш 
IDE) iuto ШУ TR such thaz Vp = ld, ao} and a € HE. 


E: Ir BT ШЕТ тн E) 
is pendinuone. Especralfy 
E: ЮЕ — Phe 


py сїйл, 

Proposition 3.20 Let Ej, E; he real seperable Hulbert spaces. Ii p.g < 
(hrel k € IN amt p^! +4! - т”! < L, then 3C = C(pu q. E) > Q seh that for 
all Pc PIENE є vif). 


Jee. SOE ely [3.411 
Therefore the map 
LE Oy FG 
extends Lu m contiwasas hümenr map from DUEL x EXEC) to ELLE, ^ Es). 
Aapeciadiy, if E = EQ JRF? Е EU. then BG ID". hence Ш уп 
topolugucul nigehra, dore genemudp, vk c PV. He IDE defined by (240) тош 


topologin Ce 上 ra Pr F=f, EAE б L=}. 
Proof 1. is паху to verify that 


үр 1 = (TF) 2 (r + Poa lOc, 
and [ur venereal В c W, 


k 
FEG) ERAT (aime crea (3.42) 


FE 


БХ. Meyer'a шылі and sore consen beanie tro 


Hy Meyer'a inequalities, we have 


* 
IE mG. < y IE e cy. 


一 站 


E k E 
z (EIF) NES 
т=з 了 一 站 


= РЕЧЕ „ПЕЧЕ s. 


[2.41) ін proved. І 

By duality, we have 

Corollary 5.21 Under the conditions of Prupesitan 3.20, x = Cip, q. I) = 
Q such that _ 

ПЕ x GT. = CE EEK [3.43] 
Especially, {A and Ш) CE] are EJ -matules. 

The differentznton formules (2.25), (8.28), [8.94] and [S.B] eie. cam oe 
extended Zo гый с Sobolev spaces. In particular, they atili hold af we аша 
Sig and Su (E) b; E oud ДУБ) respectively. 

Proposition 3.22 If f de a smooth functional of ИМ", gu. 
qu € D”, then F = figi Ware D” ond 


РР = SAF Pune, (3.44) 
jml 
h 
£F = 3 8. flea, dide vn HOW 
J=L 
EOM gd fon w DO; Орь) не 13.45) 
QI! 


Especially, if FC c E^, thes 


PRG) FAG + GE r HDF, OC)H- (5,481 
ШЕЕ DD WV e gr p) then 
EDE V jy) = [rv]. (#47) 
ДЕУ) = FAV (DF Fhe, (3.48) 
(iF Dt} = Fie - (BF, Dela. (3.48) 
ЕРЕС - ПР, DGcjg] = EGEF] (4.50) 


The proofs arc left to the reader. Moreover, eg (3.4 7] сит: be extended to the case 
of generalized functionals, For ezuwipie, jors € Ft, F € EX, V € En. np dg 
al — 1}, шк heve 

IDE, VY = GP. 8V3, (351 
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where {+ on lwa sides are canonical bilinear forms on IVAI) = EH, and 
FM oq x EY a яе атар. ft is notabile that, the certi! bhihneur form 7.) 
өп 0) x EY Ly a ature! extension of expectation, Indeed, if FU € 7, then 
(F.C = BPG]. Верным, (fF Є EX 7.0 = |, we coll ЇР, 11 the qerierndezed 
expectation of F. 

Finally, we poini pul a етар property of GO semigroup [Tif > 0) 
which citys fhe role of “modifier” tn Antte dimenstonal spares. 

Proposition 3.23 Feri > 0, р E (Loe) and way teal eens e #„ the 
Opa bur 

Ti: DER} — EXE] 

T" motetarrueres. Pure P e DR Ер ТР ssnvenpes de FÜan D AD) when Ї pu. 

Proof We map assume that E = ДЇ. Since T; and C eante, it suffis to 


consider the cage а = ü [hence r = ü. it follows fram [3.16] chac, Ym, Е FW. je 一 
cp rt) so that V^ E LP n > no, 


| Ti Flo = cee Ma 


Therefore. 
РРА УТТЕ св", 
ln ес m ee "tl + а) 772. 
Since 
ex. 
$^ Ig T ila < ос, 
nm 一 rm 


it follows that "Т, c GLA QO Д” р EM bang isornoarphHism cf Banach 
spaces, bene d, ; ДА EP s conünuaus. The kast assertion ud perapaersahinn 
follows from commutativiny of T, and G+". | 

Corollary 3.24 I| F € L'^"(15 At > Ü, then ТР E EXE). Карагын, 
UF їз а bounded measurohle function, dhe TF € Д", 
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One of the mast important applicatinng af belian caleulu; Hee in the ал- 
аларта existence, smoothness gs well Qs many uber properties pf dersitira 
ef Brenuaum funchcmnakb. Ged [NT раз HY be a Gassman probabisiy space, F be 
an EU -vatued functional fle. m-dimenstonel rando vector); ita distribution 
gol! {а g probably susazruee on BET Matlicvin caloulus protides wa n 
Exiremely effective method to inveatigote the conditions under which po F^! i 
Cette статак ETT respect іг the Lebeunue тетт AUS amp Дї nnd up 
erfies of ika density (nes Dhe Haden-Mikedyrn desit af ao PO"! with respect 
£n AT E 
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4.1 Маут covariance matrices, sume lergmas 
Daünition 4.1 For P= (Ру Ba] £ DR”) define 


туш {0r DF;] T E 2 t. т. [4.1] 


the matri Ya) = tsa hem t called Mallicsin cseanenos matriz. M 
deb Dla as. and 
"det Ee Е 17, 44.25 


then E { or Ё Бе is called non-degenerate th the sense of Мата 站 am- 
degenerate for short]. 

Lemna 4.2 If Fc DURT, then is Моили cosnriance matriz 1: € 
BU” o FRU): ( F ois namodzgenerute, then the inverse mutrir Y [a] = 
(glee gem emite ms, mureouer, Bole DPR" EU). 

Proof For ii =l, nm, we have | z, | € ШЕЕ IPF; ||, hence о, E D^. 
Hy a straightiorward computation using definition (2.22) we have 


(Doi. h) = (D FL hm РЕунан + [DEP AG DE use, 
vh c 1f, [4.3] 


Since fL, i5 = Eu, Do; g 工作 一， henw: mi € mr. Ey differentiation uf identity 


"TL 
"7 9 тыи 1 S j m, 
kiz] 


we have 


ial 
Orig = 一 HB "uui. 105353 mu. (4.4) 
I=} 
Sinem yi; is expressed as (det 2-1 times a polynomial of clementa in E, yj É 
L-. Jt foliowe from eq, [4.4" that Р. £ L7, therefore, w; = EH. L 

Remark. By the same reason, d F € mun). then its covariance matrix 
Ege DUR" G ЁК" |; E anoceovor, P is non-degenerate, then È le DE М 
m"). 

In the proof of existence of densities of nondegenerate funztieunls, the ker 
tanla are formula of integration by parts (i.e. mdjointmess of D and á as well as 
sclfadjuintneas of UU operalar С) and the following (сайт ln harmonic and ynie. 
We firstly preve an elementary mepnality in Baite dimensional apaces. 

Lemna 4.3 (Gaglrardc-Nirenherg inequabty) [f ri > L, ana ma" — mm — 
1], then wa € CP LECT Y. 


1 лга 
i eet aplla. 4.5 
[е = m Say ell (4.5) 
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Proof. Denoting 了 一 [zi - T Za, for ; — lL, ,ny we have 


=] 
PE} = f Sy [z]dzr,, 
hence 


шн Í бин, 


; rn == lyr. 1) 
к=” STL Cf жшн] О. 
panem | 
Integrasing the [mat Jneciuadity successively for variables £1,-.. ,Tm, noting thet 
wel; is independent of + and waing the following extended Holder egual- 

ity for other m — 1 factor, 





m T 
| / (I1) s ID, (46) 
you j-1 
we obtain that " 
{ lota |" dz = П lg Ü |l! 
m P 

Therclor:, 

д l'm im i 

bellow 5 Пи" < 7 5 lase- ' 

1 


Following ia o key lemme in harmonie analysis: 
Lemma 4.4 Lets be z fintte merret on БИ, ef far у = 45,9 Tri. deere 
ariris G conabent cy such ihok Ves © OF? AY, 


p el wide] = е |... {1.7} 
fr" 


then m às abeolutely continues with mespent te Lebhexmpe тле. When m = 1, 
it hes density pc LUU FE, where m” = n [ri — 1]. 

Proof, In (he cas m = 1, taking any interval (a, b), let л be the distribution 
гиди oF war distribue rindam varianle cm (a, 5). Choosing a sequence) 
vu Е COP (IN) auch that wn — y and iz, в, Пу (4.7) we have rifet) = 
cit- a) which means that r is absolutely continuous with respect. to. Lehirsgue 
usur. 


In the case zu > 1, take a modifier ys, £ OP CIR | aad making invalution 


p Iz) = ў Vom — mol + > 0. 
A 
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Then т € CEPS [UY and vis € СН"). We have 
im f ртр. Н {тї їт [4.81 
eli лы" +“ 


thy some technical trenttient we may awe that р, E CP Ue). Henes for 
sufficiently small c we lieve 





"n вані) = if. pel lese] 


= cyl lll a. т 1... Ü Tri. 
гӯ follows наг 
gui; Ze ае БЕШЕ 
By inequality (4.83, dc > Ü such that 
1 1K 
Па Пеле € — Y ёк] = e. 
ка А 


mire the bounded seta in Д" are relatively weakly compaet, there exists А 
subsequence [p,, b in L' weakly converging to sume Pancuon g. By ey. [4.3] wc 
Jave 


f peishes | жм, ee CURT) 
ж" Ro 


haner місу = iz. B 


4.2 Existence of densities 


Firstly we discuss the existence and continuity of densities for Functional 
Pe myst. 

Theorem 4.5 Let Foo [Fa. К) © PUT) be non-degenerate. Then 
foricl, -ata Др LT werk that we c CEL), 


Elay o F] = Elt (ро Р]. [4.8] 


heme F Rus a maily p. du tee cose m >= 1, п € L™ [ESUM, where m^ = 
жы {зы L). | 

Proof Ey lemma 4.2, the covariance matrix K = {пуу of i and ite urveran 
ҮЛ! = бы] belong to DP UR" HT. Fori — lh let 


m 
= У DF,. Ф, = ñZ;, 


IRE 
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Then 4, = ДАГ). Using eq. (3-49) [evidewtly ih cam be extended to dhe каче 
af ZS") we have 
# = – Fee, Ft DP) ci Mm 
1—1 
Pende $; € ДУ”, HL folowa from eg. (3-44) (i: alec holds for the cage of Ер) 
Liat 


Dipo F) = Y tae o КЪОР, EIU, 
—1 


and therefore 


(Digo Р}. Руи = Vio Fl. $21 (4.11) 


X bring nen-degenerate, by solving eg. (4.11) we obtain chet 


mt 
ма = Y yG [Des FP), DF ly 
j=l 
—[DBipcFhz)m. Tolosam. [3.12] 
ling Епл (3.347) we have 
Bld = P) = Bite Е), Za] 
~ Ely -= Р] 
= Ере Рр], i lm. 
[4.9] 1+ proved. Deoote by wp na F the distribution of F, Then 


ома) = [Be oF 
Pra. 
= |t s im 


< EJN- kebo- 


‘Thus the theren Follows Brom Lecuna d 4, E" 
Remark. If £c PER] and {det Му £ LP for p > 4m, then by Halder 
inequalty wa can shu phat Ф, € 1" for r = piim. 
Let d < 1. Define 


НВ") = loe exam: вир eee <a) (4.83) 


to be the space af functiona of 3-Hëlder continuous. Then we have 
‘Theorem 4.09 — Under the assumption of Theorem 4.5, for all 8 < L and 
r> f has densitge p sativfying that 


p E И”). [4.14] 
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Proof. Ford = k,"-' rn, det qu (xl = ЕЪР = r], whero d; £ £777 15 given 
ly Theoren 4.5. Then Ya E Can gm we have 
" dtr pir kiz = BAe o F] 
ie 
= Ete o Fit 
= Жа a HEFT 


= {ебе (8.15) 
Ж'" 
It means that. in lle sese of generalized derivative. 
de фай i-um. 

Denote ||Vpl| z C7 (Rn)? Ht Then Wp s 1, 

m. we m 

else = (Ye) svi! 

i=l 4 一 1 

Integrating with respect te measure pír]dx we obtain 


J veteres = me ^ түшүнүгү? 


Lal 


= m” ,lls < oo. 
p 


=l 


Since | vg! ?7|| = ig^" U|Vgl| we have 
Iva PE mp Í [V el oh nem < гє, 
pm 


which meus that a7? belongs to Sobuley враки We LA. But by Sobolev 
embedding tlieoreu we have 


[1m Turm | RAR") (4.16) 
p^ gen 
which completes the proof. E 


ТГ we only claim the existence of dematy, then conditions can be weakened 
enorinoudly. Нешев - Airseh(1,2] obtained Lhe follewing result: 

Theorem 4.7 Leio > LF € ВИА". if ita covariance mattis mode 
Симет Ге nox, thon F Aes a denaudy. 

Tha proof із miter complicate, ef. Боши. Hirsch[2] or Nuaiart[ll. Herc 
WE pvc Шш proof in the special case of m = 1 [in ihat cose H oven holds fer p — 1}. 
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Proof Let РЄ BAD. we may aseume that F` ia bounded. for instance |F| £ 1- 
Ta prove the g'osolute continuity, it salices ta prove thal fur цу Borel measurebla 
Pactum n: (701, 1] — M, 1], we have [gs P] 1 whenever i ину = 9. 
Choese a sequence rl functions Tiet C Cu 0—1. 0) such that 


n = =L 1 
Jim дын) = gig) ве. [no eT" + A’). 


Denote Я 
м 
vto f aside "m - f жө 


By bhe cole of dereat uru fur corn posee] functiona, v, oF Є En and Dent FY] s 
n [F ҮРЕ. Since gy, — a me. [А1], we heve 


hm wc F — wok, as andina L'. 


Sinee gn — 8 ве. [ea 1], we also have 
lim Dl FI] = ДЕГЕ, && and in LY H). 


From: cle fact that w c F = Ù as and the chardons of operalar £2 we deduce 
that gi F DOF — 0 as... Bul || DES ze non, 06 нн Шы gs = [ras 1 

Remark, We see From the proof that, even if Xi ів not invertible as, aco F^! 
1 Still ahaniutely continuous on [dat > D], that is, for any Borel aec. E with 
Lebesgue measure [ u[F c H.detE > D) = 0. Some other results (ot one 
dimensional саве can be found in Yan;|. 


4.3 Smoothness of densitics 


We shad] prova that the functional f" is infinilely differentiable onder tha 
hypothesis that Foc IO). Here we follow the succinct and inspiring method 
due ta 5 Waranahe| ho namely ko give se гуси Гїл to the composition nf 
Schwarts aligtibutiona with functionala. Mote that píz), the density of F', can be 
formally expressed as E[S, oF], Le. the expectation of compositian of Thra: # 
Purutu with PF. Bridentiy, 5,57 cannot be a епска] in лай sense. However, 
we know that iF qx c SUR), the composite functional go F £ E275. For Fixed T, 
the map: go 2c F ig а linear map from SEC) inte E77. Ш we can extend it 
re a Linear and [in some sense] continuous mep from CRE) into. £F 77, thon 
B. = F con be interpreted as à generalized functional. 

Consider the EchwaIrtz tempered distobuabiar sque S7 (I). For ы Sako oF 
convenience, wr introduce a family of nonne which iq lightly different from but 
equivalent to that in tbe exarple of R# of Chaptar I: 


Л = dcl -aAxff be Z. (4.177 
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Donate ty Fez thu Bàanmach space of completion of 08" with respect to norm 
d - |- Then we still have (ef. Read-5imon[ut]) 


sm) = lim Ta. 


Е 


Ау = ag iom 
Lemma 4.8 Lc! ay € IU". be the Dane 3 farclion. & — (mall: т Е 
|і = Ei aq g, = BID -o е, ifn > zn/2, then dy E T sa; ef lea] = 2k. 
Hen Od, CT затв and fle map 


FU sy ET 


ia th-tene pontinucusly d'fferertiahle. | 
ProW. Since the Fourier transformation of 4, is ӨЛЧҮ) it follows that 


Fiii- Ay Ер [1+ И" ten. 


Hy inverse tra formation we baie 


Р js etim- al 
a-a) "uela (x) f, remet 
lf x > mià, then 
П + |< а) т | £ ML- AY Res < со, 


hence ду É Tom and the map y: [1 + |>!“ — A] b, € Tn 15 continuous. П 
jal = 28 and ш E Та theo Gaye E Tua und 


(8.4, ye? = (— 2 Sayed. 


Hence the map y+ +d, É Tsn. ge I5 Zk-time cowlingwely differentiable, "u 
Theorein 4.0 (5. Watanabe) If Poe DS RY] re non-degenerate, then 
Wee (lool aud m £ Mo = e(p. n) > D, Vie ESR) we have 


le Pll ane E elel Tas. (елар 


henne the map p po F erlenda uniquely to a haear map from Ц inte 
D- and diis continucus when resiruttad to Tig, Gio a mop tito PF O. 

Proof  Sunilar te the proof of Theorem 4.5, we obtain cys. (4115 and [4.32] 
excep thar p £ SUR) and all functionals arc in J. 

Тот б ë LY í 1.-. Tri det 


506) = Y diry CDF, ). 


j=l 
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By гр. (2.49% wë have 


BG) = – mF + (Di Буу 


ial 
= + (Oty, Aahe- [ 5 s DE DG) : 
FE Fol 


= Wott ~ [91, DEV gs, 
where Wy Е ЖК, Ш СОХТОН. Ay eq. (4.12) and formula of integration by 
parts (3,471 wn Lave 
аот Р] У [wi DE; De > Еу] 
y-. 
= y Blige FMF PE 
1-1 


_ lige Fh, i= 1..-..m. 


Replacing i by Өде, € by LG], following the same proredure, we can replace 
i te any multi-index œ = (01,:-: iya F 8nd obtain 


EG a Р Elie е КФ ШЇЇ]. (4.15) 
When in| = 2, Ф, (0) bas foon 
Bal] = Wott H ib, DG +--+ (Фа, ШР) oon, {4-20} 


where T, E Ey [FF Be] is some pl yaormisal of Yiz. F; flings £ m) aod their 
derivatives. Eapecially, for A = 1 + iz|* — ^ we have 


EGA" ee РУ = Ella e FUE, 
where Ф діб) still baa form (4.20), Honte 


Сте э КУ] = [ECLA A7" ЕЈ 
=| ELA po FEALG] 
© ПА. 
ИТ 


Ир! 297! _ 1, thea 


[eo Fl| -ana = sunt HHEjGG o Fl]: ШЕ? leaa < 1) 
= ety sumpt АСЕ. - На < Lt 
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Н follows from (4.20) that 
etg, m) = вор ||. (013: 11 5 L] <= o. ë 


The above tliiecrcein defines а "generalised. Curapasition of distribution T £ 
etim with Tita ph Lege erac Le: Damba] F = D” R"): Taf. Walarmis[|1] 
called the map T — To Р pullback af T under the map F: £1 — R", while 
Malbavin[5| referred to it aa ftirur up of I bv P because it ifte up distributions 
un Boile dimensional apaces to generajized functionala on infinite dimensional 
Брасс», As we ahali xe, ita dual map L. nothing but the conditional expectation 
given F [аз a random мастак), ET. Sn we may write 


(ery ua) — + DB [4 71] 
ior {E y T Z T e F, In particular, И T = 4. then 
Apir} = [dzo А, 1} [4.22] 


ja just the density of functional F. "Therefore, we have the following important 
result: 

Theorem 4.10 TF c BY ҮЙҮТ" ү тз nen-egrnenmde, then F has density 
edz) which is imfinstely differentiable. 

Proof, By Theorem 4.8 and Lema 4.2, ifm > pa, then for p E (1,6), k £ 
Ne, the map FU^ 3r oF € ИЮ ія 2k-Lime continuously differentiable. 
Siwe Ё jn arbitrary, it follows that op defined by (4.22) belooga to CRT). 

Conader EF the dial map of (4.215 which is а continuous map from in 
ішо Та, and astisñes thal opis) = lfp ETD = (IE 1)(z). For aM y c S(EP7) 


деп have 
Ере F| = ipo F, 1) = (р, Е) 
= / , Plnriz)ar. 


This abows that ap defined by [4.22] is just the densi, uf Е, u 
Replacing 1 by G Е ДИ ар in the proof of Theorem 4.10, we obtain 


Ejip o FIG] = dor, G) = бе, E") 
= Í ена. o P. Gaz 
кт 
Therefure, at holde on the sot íz: op{e} > 0} that 
{б a F. GY = р(х! КТР = x], ae. (4 23) 


Asa consequence, we obtain the following important result. on regularity of con- 
ditional охрога әп»; 


1ш) Chapter LL Маало Cakulus 


Corollary 4.11 Лаза рЕ (1, ор) С ДЬ Є TA. fen, an the 
act {z : Ariz} > "T the — eunditonsgi — rerpecinfion 
E[G|F = 2] has C5 - modification. In articular, iG Є RP, then БСР = г] 
haa C -mediftestron- 

4.4 Examples 


The typical exsmple of applications is a prohabilistic proof of Hormander 3 
theoreti on hypaelliptieiy of partial differential operatora which we shall diaeuss 
in next chapter. Here we only give bwo simple нр. 

Exumslel (Donsker 5 function). Бев H = LR HB TW (tn. 
tc] be а d-dimensional Brownian motion on à. probability space (ft, F, £71. 
F te Ehe completed e-algebra generated by it, For h £ Н, define 


– mo : 
Waleh = 2. Í h (dre. 


Then (0, , i7; HY is an irreducthle Tanssin probability apace. For Exel ё = 
Ft W (t) is an d valued polyuorua] [umetional. If we denote Une base їп Et" 
Ex ini: ized е}. then 


РИ) = pages Fale 
Henee W'() € IX (gt) and 
mi (P = COW, Oye =й, — = hoat 
For t > 0, W (t) being non-degenerate, it has C7? density 


ри) = GuWHU 1) 
= (xt) M вяр [z^ /26, 


whera 1. МЕ) Є 0—8 is called Donsker á fanetion. For P C E37. the candi- 
tional exjsesation 


Ж) = z| = six) a E Р? 
has O°" modification 
As wc know [for exemple, cf. kedz- Watanabel3]). the fundamenta] salutien 
of the following paraboic eguntion 
ac = лифи E 


гап he expresses) пао as 


plt, 2y) = 2 киев f cé Wise]. — (4.24) 
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Ife € C^ (INT |, n > [4/2] + 1, bas polynomially hounded derivatives and satisfies 
that 


liim v[rl/]zl? = a < об, 
[ж] x 


them in the саве п < 1/21. we cen prove that dp > 1 such that 
É 
c= on f ele 十 иода £ IE. 
Ü 


Нюнњ, pit, z. -] & CH EM wilh & = = — 1 — [4/7]. 

Before дш neki example, we prove a useful proposition. 

Proposition @12 fet (11.5.4 HY be an iryeducibie Gonssian probability 
spure Ea. -pn € BT isa Јараса funchon on SV uith Lipschitz eon- 
afani A, them B= е, Hn} E mi, ad 


BF = Gg, 14.25) 
1-1 


where т.т, G = (ао | satisfies Hiat |G] = M. 

Puesto Firstly suppe that Z Е CI(RU] By differential rule (2:28) and 
approximation by эши functionals we know thet Fc EY? and eq. (4.25) bolde 
far (Uz; =A fiyn Vn] x < y = т). 

Kaw suppose (hat f is a Lipschitz Function with constant M. Then there 
exista & sequence {fm of C77 Funetiona converges unifermiy ta f with [V | < 
K. Therefore 

Em = fal, en] > Li) >> F. 
[DELE being umnifarrmiy bounded in L {i 7), it bas a subsequence {O Fm, } 
which converges weakly in 27(0 If), that ie, {Fma} converges weakly in iH. 
Since Z2] la weakly sequeotially complete, and FL, canvarges to F in 2080 it 
follows that the weak limit of (F5, in 421 is F. hence F c 2. 

Cn the ctler hand, {¥ anin 8р baag шиги" eounded, ii nas a 
subsequence which weakly coovenes in TAN: E") to aoma (7, thus eq. {4.267 
holde. E" 

Example 2 [deusity of пуаш of a contiguous process}. Let {X0 < t < 
1] be а continuous Etochmatic process on Gaussian probability space (12,7, н. FE) 
gati yimg: 

1" вир, XQ < ox 

S X[Y€ IM, < t <1, 


"^ ^ A-vatued process [PRX (],0 t = ]] has continuous modification and 


E| ku hx eni] = co. 
= 1 
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‘Then the randem variable G = вру A(t) Є HM. In fact, let. {ra} be all 
rational mumnher& in [0,1] and [or n Є Iv put the Brst m numbers in order ax; 
fixo < La Finer max[z, sco rais а Lipschitz function, an 


OC, = шахі], ХЫ & De 


Let n — oo. Then CZ, converges in LYR) to 6? and [2G] are uniformly 
bounded in LHN, Н), hence G € £5. 

It follows froin Theorem 4.7 that, it | OX {Oa £ D om the set {t € [2.1]: 
A(t} = GL, then G Нав a density, The parameter set [1,1] can be repeal by any 
compact metric space as we все їп the preot. Aa an example, Florit - Nualart [1 
Provex] that the maximum al à Brownian sheet has a C7 density. 


i — 


Chapter HI 


Stochastic Caleulus of Variation for Wiener Functionals 


The most important Gaussian probability space in applications iz the clas 
sical Wiener apace. The mos important Wiener functinmsis ere socalled f 
functionals, namely the Пё integral and solutions of Ite stochastic differential 
equations. ln thie chapter, wv make ab exposition for tha theory of etochsstie 
calculus of variation for Wiener functionals and цв applications to regulantics 
of fundamental solutions for parabolic partial differential equations, especially to 
the prolabiligtic proof of Hürmander's theorem on hypoellipticity of partial du- 
ferential operators, Morwver, wr: introduce bwo important branches in this area 
wükh were devaloped very recently: the quasi eure analysis and the anticipating 
stochastic calculus. 


$1. Differential calculus of Ité functionals 
and regularity of heat kernels 


1.1 Skerohod integral: 


In his paragraph woo  nlwave assume thet 1 一 шут, 
N= сү ЖТ, the Erëchet space of all Iff valued contingous functions on F 
which vanish al D enuipyex] eth сну of uniform couvergense an bounded 
intervals, p is the Wiener measure om (17, 4th). Fort € Ay. € n, let 

Af = aif. Theo {Wit € JH.) 15 а odio ul Brownian paotkan cm 
(n, ВЕП. wh Let {Fit € Ft.) ba the natural Altratian generated by this Brow- 
uian notion, 7 = XQ be the pewimpletion of -algebre BUY), For A c Н, 
Ict 


му Е. mu . 
ds f ма-а, = Y ў h OI, 
Ü y=1 * F 


Then (it, F, pi Tr] is an irredacible Gaussian probability space. Fur ^ £ H, denote 
A(t} = I» hfelds. Then F = (5: he HY C fl is tha Cumeron-Martin subspace. 
Tt E be a separable Hilbert space. Then any E-valued funecional F € 
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L (0h E) has a ате decompasitiua- 
F = E|F] FM Hifa 1.1) 
n-1 


where f, € HE" g (л > 1). Mota that (f= = LALR; ("х"), henes fa C 
Гл CRT (mt үн & E), that is, the subspace of symmetric functions in LA CU. 
Denote Ay {ts din) АЕ: = tz = --. Stn} Then 


hired ү КОКТУ ЖТ ae 
oun 


ів an 7-fold iterated Нё integral. 

HE = |R R"h then PAU. E) = LUGAR, x "|, hena X g Lm E) 
in equivealenk & an ZTU mland stechastic process having the following decompo 
sitio: 


X, = Ж Х|+ y IUS, 上 三 №, 123) 
n=l 


where far, & LYR; (Лб T), for fixed t6 Be, fanii t] Е DIR: 
[Ee ш mm). 

Ë E is any separable Hilbert space, X E LA Ha E) x LHR x t, E E) 
and X € (0), then we denote £X, the divergence of X, by 


#Х = Í Xx mr, 11.4] 
ü 


and eall it the Storied iniegral of X. 

Definition 1.1 Let X ; Ft, xL! — + I" bea stochastic process, Wi C Ee, , 
Хову, the restriction of X in [| x Si, їн BID, t| x 27, mesaurable, than A is 
called a progreastue process, 

Any priores process ka adapied and measurable. Conversely, any mdaplel 
aiid measureable procesa hag a progressive modification (fer instance, eË Del- 
larhmrie + Meyer]i]). Fn Шин sequel, when we speak of aapies] and measurable 
process, we always mean ite progressive modification. Wa shall prove that, when 
A ia в progressive process, its Shorohed integral coincides with its It^ integral. 

Lemma 1.2 Ff Pic LA Бу Ras decomposition 1-1}, then VE c ТҮ, 


EFR] = [Рр У RAIE вв. 15) 


Proof We may assume that F = fC fa, 2 1. Denote Aqu = ty ,tn) = 


flt]. Then by eq. [1.2] wo bare 


ЕЕ = z! ү тыйы tA BA d WA 
Asti 
= da ҺАЙД), А B. E" 
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lt follewe that, И A € БИШ, x £f UU] has decomposition (1.3), then X is 
a patapitaq ue proce Ш aaa] only f Vf NEC. e IV, 


Аһ = Ibi Hm 2.0. LLE} 
Lemma 1.8 ЕКЕ Н), then và c PEIRES £ EX(EI ad 
DEL. 一 ED FUE, [ih aa.. 11.7] 


Proof Су еде. (2.46) and [1.5] we have 


DEFF] Уа (fat OT gs t 


ma] 
n—1l 


= ЕЈР... as " 
Remek. 1f Fig f, measurable, then by eq. [1.7]. in the caso E > z, we hare 


DF = 028. 
Lemma 14 ҮХ c [UI Ey then á X € ДЕЕ) and Vt Ra, 


DSK) = X, + Í Ë D. x. tF. (1.8) 


Prod. Suppose that X has decomposition (1.3). Then by ey. (1.2.46) we 
have = 
Dx, = Ун Ља 8, alt. 
=1 
Using eu. CIT 2.532) lai ampute ita Skorohod integral, we have 


гы 
¿į In X dll, = tun ail t]. 
u t 


м 


where hnb., i,-} stands for synimelr zalion of f,,;, with respect to n veriablea 
wher Ё Axed. On she other hand, by eq. (IL 2.531 we have 4X 一 Ее Ia fn 
hence 


DX) = Уа (Ras) 


= Y faa QI У RISUS CL 0) 


nn 一生 n=1 


CR 
= X, + Í m Xa, . п 
п 


Lemma 1,8 РХ £ ДГА E), then 


бей SEA — ú X. (1.3) 
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Proof Ну eq. (1.8) we have 


БЕХ = -DAX 
= L I Jay, 
s rr 2n 
-- i XW, . ] Í DuC di М 
Ú a 0 
= -$X +4СХ. i 


Lemma l-A ЈА GLA Hou) ГИ, Yt. FIT s EET] te progressive 
Drue rs, "pen A € Dd) and 


са 
5A = Í X, ^ dil, 
Ü 
eniniides uath the Л intei of X. 
Poof Suppose that X has decomposition (1.3) ami ui which / 4 nakisi 
eq. (1.61 for all € IV. Since 
Kite) RE] faeit isla, dA 
Anit) 
by computing its [n + 1)-fold iterated the 165 integral we bovu 
= 
{ыбаа 
m 


== f ъл. 

ањ 

= (+n f Fa. Alt io tn dT, cc dW, di, 
a 


da OR, dy dw, 


uL 


= LT 
By ans. (0250) atul (1-6) we know that [Z+ ||? 2 212, hence 


一 nt 
УЧАР < X (a NA = [XI < ax. 
Ir follows from Proncstitlon TL 2.14 that Æ £ Z2(53 and 


dX = y rer Ya) 


һ—[] 

= з) Г fnit) WP 

= [ "Xa, [It& integral). Ш 
n 
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Ав a comsequeoce, wc obtain the Clark-Ocome formula [for inatance, cf. 
Clarg|1|, Haussmann|1], Соме) for representation of functionals in stochas- 
lic rebegrals- 

Theorem 1.7 fF EI E, then 


F = EF] +Í ЁГЕ |Р, dF- Tl. h) 
4 
Prool Suppose that F has decomposition (1.1). Пу Lemma 1.3 we laws 


FIDEM] - У а 1С) 


unt 


Since the symometrisation over n variables of t fs [ t) ea is just A, computing 


its Skorohud integral sccniiug to eq. (IL 2 53), wc obtain that 


f BIDHE = S Lu) = F -EF ' 
n=] 

Note thet GOFF.) z ë Жу] being а progressive process, the stochaslie 
uxtegral in eg. (1.10) coincides with Fa integral. Moreqver, if X à& progressive, 
than d X in пс. [1.55 and 61.9) are underatorxd ag [56 integrals, therefore, Lemmas 
1.4 мні 1.5 can be extended to cases of X € EHE and X c кйүн AY 
Tespectively. 

Next Минен, 15 an extension of [to's isometre, 

Theawem 1.8 I X,Y е PID = LNA, PDT), en 


Пал гил = 
Efix AY! =f lx + f f EDDY pt. (1.111 
b ü 4n 
Proof. Dy Lemma 1.4 and formula (IT-3.47) we have 
r Lm m 
| f tai yir 
u 
- [f Хани -z|f x(] PY AW, Jat] 
[a] rx Er 
Р ў EX, Y, ]dt + f кіх, Ў Dy, a, la 
Ш b п 
= J EXEN + f E| f LEXY, ее, 
n ñ n 
hence eg. [1.11] follow. ' 
Жототќ, ША and Y are progressive processes, then in case £ > 3, IY, — Ü 


ан, while in case a > 1. D. X, = Ü ая, hence the East integral in e. [1.11] 
Vanishes, we olain араш the ТЫЗ asometrv. 
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1.3 Smovthness of solutions ta stochastic diferential equations 
Conaider the Ite storhaztie differential equation 


上 É 
X, = =+ Í has f ерх) ви. fs (1.127 
lr П 


whore x € BUT b - RU" —+ BU” and z ; Н" — Bé un ате Borel messx cable, 
satisfying the Lipschitz condition: aK > ġe, c m. 


Tate} — Му Е С rist] А — ul. (13) 


It follows From the theory ef stoehastic differential equations [for instance. 
cf. Ikeda - Watanabe|J| or Euzmj4]] that there exista a unique streng sclution 
X — Xir, 1,0) satisfying that 

1° шг RT um) diffusion process; 

2? for sawah Xip] ig continuous mm (a, £| N 

J^ dera] Wt: NX ur) is ik homeomorphism [ram F7 ka U; 

3" for p > 2 T'> Ü and A> ud = (70р, 2 B) such that 

sup r| sup IXiz, ty" ae. (1.14) 
|а beetan 

If Functions à and a are influitely differentiable with bounded derivatives, 
teu 

5° for wau], yt є Ry, A(t! is a C72-homeomeorplisim from BU" to 
m". 

rd = Cip T. &, R) such that 

Eup E| nay sup là. Xt. nr] ZU, (1.15) 
lem  'twiThpztzr 
where ír = [ту insu). [a] = ME Warde = Oo 08m are partial derivatives 
with respect to т. 
For tc R}. let 


Je = ты = (aX le, tw bees ge (1-16) 


р uM 5 es 
he the Jacchian of X with respect to initial value х. Then J, and ils inverse J; 
reepectively satisby the following Ië stochastac differentia] opus icc’: 


r a F 
&-ie Í Ааа 3, р AMON M, ЗИК, (1T) 
E 上 二 1 n 


А . 
auro J Jia - SAP hdr 
Я a 


k—L 
d А " 
-y f xao awe, (18) 
E17 


——— — MM 


v P m. n a Ы, 


Kl. 1*ifferential calculus of Do Eanztienals and regularity of heat Беглер 118 


where I is the m x m identity analrix, Ағ) = (а hens 
Air) = (dyeptrihegem. k Lee 

Next we will consider the derivatives of X with respect to “sample points" 
a, namely ihe weak deriwiives in the sense of Salieri, 

Theorem 1.9 Jf coefficients h ond 2 fm equation [1.17] оте C™ functions 
wish bousded derivatives af aff orders, then ifs weiquo solution X = Xt) € 
DIAT ive e ДЕЗ o UL. and its covariance maim E, 二 Bir, tw) hus the 
срезе а 

ag c J| 7 JL жы; | dia аз (1.19) 
- du 


4 


whew q = go. sr thr Jncobian af X, math means in initial mde m 

Гтоої By estimate (1,14) we Шахе X, € ТП EUER, Sno Jr 
nud Nm are зај of equations (1.17) and (1.1 R8] respectively, it follows that 
Zu Cf? ii А". 

Using Plicard'a zppraxinatinn: 


xm = z; 
1 и à 
xr art foxes f etiim, п>, 
[а] а 


by Propositien ID4.12 and Lemma 1.4 it is casy to proe that X 上 上 
JT us ж". 

A being сша adapted process, in the case s 2 1, DX; = 0 as- In the 
саш m Od, ыу Lemma 1.4 аш aloe аЙ] cule [Dr poe fucila we 
hare 


t я t 
D.x,- f DAGMe teix Y f Pr rr iX. Hd 
a k=" 
f 
= ADIXQDX tea oly) 
d 


d Ё . 
+} f ALULI) Da ed (120, 
k-1"1 


where c; stands for k-th column of matrix ç {Б = 1,--: ,d). 
£A the other hand, by egg. (1.17) and (1.18] we have 


r аі t 
dz! = 1+ ү ADA Weta dr 5 ` f AD X I owe, 
' ki” a 


hence 


-ł " 
A4, n (X, =o XL] + j АЙЧ YR d; ler X Lorie 


# г 
Xf AU X T I eX, Ws. (1.21) 
Г 
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Comparing, «5. [ L.20) and (1.21), by uniqueness of solutions fur stochastic dif- 
ferentlal equations wr lave 


DA, 一 Jer CX абз). E [1.22] 
"Thueckore, 
ы 
Уз = J (D, XV LD X ds 
n 
t 
= al f fap Ir | fr. ad 
T 
IT PERITET, 


ОХ. а = Бре 1 5, 


Iteplacing (1-17 by (1.205, Dy w snilar procedure wr can «элне higher order 
Cerivatives and provo thas wk e Wte Ry, LOA, е O°, eousmmcontiy Аз € 
Ir (mm. E 

Approximating 5 and = by sarioth functions and applying Proposicion B4, 17 
and Theorem EL4.T we can prove the following theorcm [ For detaile ef. Nualart[1] 
or Bouleau - Hirachj1,2]}: 

Theorem 1.10 F the сос тела b and = in equation (2.12) satis Lipachst: 
condition (LIS), thon d» wtique solution X = X {zt ] Є ЮТЕЙ") (9r € 
art t > O). Let 


£ 
тазы [tof lae ruptis > n). 
a 


then en the aet [t > rh eo X; ба absolutely continu with rcapcct to. Lelanntse 
телеге. 

1.3 Hypocllptlcity and Hormandet's conditions 

Considez the second wrrler partial differential «perator 


lA. un иы 
= dad, + P), (1.23) 
afl "l 
and the Cauzhy problem for beat epaation: 
‚т] = Euer) ot А Е 
l Bulk. r] = Luit, z) > D. r z R (245 
viD, ж) = ele} 
Аз we know, if à E С" 1, tirer 


malt, 23 = Ei iz t 2] 
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is the solution of (1.24). By Theorem Т.4110 we knew, of Ay is non-dcgenerale, 
1.5. 


jder Er] š E Бл, 


then the transition probability Ру) = gp 2 Xr. t..]7! az diffusion process X 
has C^* density 


mcn = Bld, X (e.t, 3i]. 


whieh iz the fundamental solution of equatiori [ 1.23) (So called heat kernel). 

From theory of partial differential equations we know, if matrix aja] ая wii- 
formlw positive define, de. Sty) > D aueh that ap) 2 mf, then the conclusima i 
true, In 1567, Herrrander[1] obtained a much weaker алдын ни for lirpaeflintác- 
itv of differential operators, namely the well-known Harmandcr's conditiva. То 
skate Hórmander's theorem, we write the operator L агі [oria of vertar Helde. For 
notaliomal sumplicity, we ahall adept the Einstein's convention: When an index 
repeatly appears ла subscript and superscript, it alwaya meane taking eum ever 
this index. Let 

Akli F eiA kS heod, 


a 
АЛ = [t9 - iE aeia- 
к=: 


Then Am Аџ,-'-. A аге 0% vector delds an IT. Noting that 


E q 
YAR = odd) + 500,0], 
F=L E=L 


we have 


d 
-— 1 z "ES 
L 5 2. Аў + Аа. (1.25) 


If we put Ë = b — ix. AV eu, whore a = (Heihaas them А} 7 
yA. Suse [10 equation (1,12) is equivalent to the following Frsk-Stratoriotiefe 
списот 


x= re f Hade f aKo av. I> ü, (1.28) 
if catch be written in form of vector Belde: 
AX, = АХО + Agi X, pod}. (1.277 
The let exjuation means that, w & Cz A"). it holds that 


af Xe} T {йв MX, Jet Ez [ADILA] > УГ}. 
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[n the sequel, for < eae), V. ps also understood as the C? vector 
feld; {| = bt a. Naro that os. (1.12) and (1.78) arn respectively equivalent 
to Fisk-Stratonovich equations: 


dh — AV'UG) dt АХА ай} [1.28] 
and 
аі = Jp AU CX Me — Jr IU LX o aw), 11.29} 
where Ay tz} — CASES жалат, By rule of Btratonovich differentiation we hare 
dum WOAH cdd tie vix) + 3 both Kal 
= AM XV Les J” AY av xo Фр 
+J, АБИ ptt + ГЇ АУ Жу] o quz. 
Since [AW (жу! = Var) (x) = (VES), by notations uf vector fields we 
havre _ 
Ау cr] = (V Aalis]. 
Similarly, = 
Aj (z]Viz; (VA (m) E—1 t. 
релси 
dv FEG sp lag. МАХНА 
KILAY — РАКА) оя, 
= Ао. VIN et 
ЧАР VICE] а WE, 1.30) 
where ;-,-| stands for tha Lie bracket, Combining vquations (1-26) and [1.28], 
the eaiution A, = [X,..,)1 an FR" x (EC" m HUI valued stochastic procese 
with imitial value До = {к For аду vecror field V, we define the function 
Dec FU ox (EFT i men) s HT ns dolores: 
Jetr] = J UA df rir) 1.51] 
Therefore, eq. (1.30) Lakes Fein: 
1 аЛа) = faves [BR yB flats Re) ody. 
АЛ) 一 Vix). 


In order to tr&nalatc it into Itó equatyan, we Ид} dhe :low pag cotati: 


Sm 


{А.У = Ak V|, Rl 


, 1° 
(Ay = ido V] + 3 [des Aes VIL 


k=l 
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Replacing V by [Aj V] m ед. (1.32), we obtain that 


fase) Дало qas ед 
A fla. da enl Fab o dr. Pelo 
Smce 
аљ o РЕ = fia, vil Fa): qw 
u 
1 : 
1 J E% Eaa, vgl elit, 
k—1 
ir follows рас eq. (1.32) is equivalent to It equation: 
{ dfr lR = fae n lR,)dt + Tea Ue) ФР, 
fia) = Vir). 
Let И, and Y, be the following sets of vector fielda: 


33 


Va AL Ag} fit does not include Ал), 
М 三 {А Р), А ҮҮ к М uk lod}, nc l, 


Fa = LI V... "n c Ny. 
m=] 

The Hormaudez condition inesuis that 

(H); the Lie algebra generated by vector Belds TAg. | A5. 14]. 
k — Y,--,d) has dimension m at apy = È EU (note that Ар appears only 
in Lie brackets}. 

Evidently chis condition i equivalent a 

(Hy: vr& Rr" IN = Mo and Vj, , V, € FN, such tat V £z], іг" 
are limegrly independe, 
pr eruivatently: 

(Шы "weg a" LN ËF. such thar 


inf max ff, V tr)]? > dk (134 
ES F É E 


Here S Sm-1m [= £ RP pe] — 1] is the unit sphere in EDU. dn fart, mee 
there are only [anite vector fields in Fu, we can arrange them as a malrix. If its 
Tank йв lees шыш tre, thon its rows are linearly dependent, bence there exista | € 5 
auch chat the left-hand side of (1.34) vanishes; conversely, if it has mirik m, then 
ite rows are linearly indepeaulemt, hence for any ! € Z, the left-hand side of (1.34) 
ig skricily pesitive. 

The Hürmander's thenrers apsrrts thal, under condition (H), L is a &ypocthin- 
tic operator, that is. for any apen act U in Fi and any distribution z € D" B. 
if Lelay c 780179, then шг C CUT. 
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From the classical theory of partial dillerentisl wyustivws we kiea, if E is 
elüprie [ie ola} ie positive денй, апп it is hypocllipic. To ilistrare hat 
the converse ів not cmc, we consider ап example: 

ET Наро» DOR Ыя ть he nl — ria Ацт] = Uh. 
Then 

li d 
= rm t 


a = К ne кб | 


hears TL is nnt elliptic. However, 


(138) 


In thia case, 


[Ai Aal — ба. р. mi ERR, 
= Fy | Jh - ял — Q, 


(oOo) veing base of raruent space Over H$, condition (H! ia agtiefied, hence by 
Hüranarniderc's Moreni L ы ly poell ptit. 

Consider the Z-diffusion process X; = [XE XE) which is a solution of the 
[юйд mg They equation: 


ДЫ is Wis 
l ae: (3.36) 
A? — r> + fi Жут. 
Obyiowsly, X is a Gaussian proces and 
NI El 
me — ЇЕ X | = F " 
£ aj 
p = eovt Ay) — (а 4 ^ 
apo me H 6% 
Frade ty с Vi = —. 
"o Bl se Ju M о 
[tz transition probability has densis 
Шыгу) = 2x] dett) exp- Hiu- me Vo dy me) 
УЗ бз в _ Sim — wy — шц + жуп]? 
шы ү? cxp ^ PEI x 
(1.97) 


This density is C7 in y winch ex Lle Гаиб. а] гна fui equation Oa — Lu. 
It folles friorri enr. , 1.86) that. 


1 ü fk Q 
a= (1 а" ela d 
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Computing its Malliavin covariate matrix by eq. (1.19) we obtain 


which ip obviously neu-degenerale. 
The key step in tha proof of Hàrmander's theorem is ba prove that, under 
ишин (Шу, the corresponding Malliaxin covariance matrix is nondegenerate. 
1.4 А probabilistic proof of Hormandec’s theoram 


As we mentioned before, tha firar probabilislic pred of Hürtuamnder"a thee 
mein waa given by Malliavin[L|. After that, Bismat(L), Kusucka-Stroock)3) and 
Ikeda-Watanabe[l] have given proofs in different ways. Here we adopt the much 
aimplified proof given by Worns[1] following an idea of Strooek[3|. Firstly we 
prone А Lemma: 

Letra 1.13 bet X be п one-dimensional I process; 


1 a г 
x =+ f Yoda + ҮЕ o iw. [1.38) 
L Я ú 2. [А й а 
where YU in aho a pne-dimaerusriomal NE process: 
i d i 
vae se | Zaw. txo, (1.39) 
q k—1 "2 


where туу ë R, V = (Yl ..-,F3) and E = 'Zt,-.- 2°) are d-diraenaional 
pPramesane processes I£ ES 0 anda byunden stepper Hee T >= Ü auch teat 


sup {FP + 12213 [Fel 1 lel) < K, 
изат 
thew g m B.L чє [п — 83/9, and auffiicnily s: c 7 Ú, Sc > U унй ¿har 
af f xido, f р+к} ip eeepc 04 
n ü 


Proof Let А. = ЈУ, M. = frat = f Azo, 
кү = IÑ ALY dH, 


“ү 


{ile < cisup Le 2 йз}, 
fir 

8; = ЦМ. < esp [Mi] Z 4, 
fT 


He = gl. = rs Im | = ds}, 
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where |.' sbanda for the quadratic variatiun of continuous ketal martingales. By 
exponential inequalitv {ef Remark below) we have 


BS) X Zup iuh = 1.2.3. 


Lew q 7 {у о], 15 - [m 2—e 23,83 = (12—17. Then 3 "ic dqu > а => 1. 
Let à; — c* = 1,2, = 169,6 = бу i gu = pse2qarwhera ronstarts 
0) 09,03 are to be determined). Thon 


Te $— 1.2,3. 


To prove the lemma, it culices Бо prove chat, if z 15 =uRiriesir]y small we om 
choose appropriate consents £,,09,vg 30 thet the seb in [1.40 is contained in 
LL Sy. In other wirds. We claim that: when c is sufficiently вита], tf "i E Liai: 
and Fr X2dz « &*, Then f; У LUUD < e, Leer Т, we prove it in three 
slepa! 

1? Let c = X7. then 


А 
[N- = H ХУ e Ke? =a. 
ü 


Since ш É Se, it folluwa tnat supp, |] < dy 727. But 


f ALY Pda 
D 


апр, 
ier 


T L^ 
= (= Í (хур) < KPMG az 
a 








È mi 
l| у Х,а, = 0 p TES 
єт | 





Hy Ts Arcos : 
Mh X- 2f X,dX,. 
[1 


we know thii 


qd 


Since g, < g/Z. if eis sufficiently small, Зот > ü an that the last expresion is leas 
һап eur. [Mf] being an increasitug process, Faz 4 = Q it holds kiat 


НАГ}, 4 < { |M] t < coe", 
T 4 


[wf], « [M], + RK A. 


Let # = eT, Then Ieg > 0 wach Lat [H] cae! i 
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2^ Let eg = сае. Since u & Sg, it follows that mupe, IM, | < бр = =m. 
Since | Хе ч, we have 


AUD E pete: Xu > ре тё, 
where A! is Lebesgur measure, Кож that X, = r + À, + АЛ, зок we have 
Аът: | m7 p m] «£T. 


heroe vf Е т], 3s € [D 7l.|a — | € в, such that |z + À, < e" 4 em, 
therefore. 


z+ h cs r—A,|— 





1 
ў уза, tle К v 
* 


Especially we heve |p| (14+ E ]e*/3 4691, hance t € |0, 7]. | 4| < 200 4 peat 
Tj, Since gg < q/3, Dor sulicicut]y srnall e, we have |A| « 36%. 
3" By Ir formule, 


[угуш = | vean, 
и il 


- Y'A, / AL) Z, dW) (1.31) 
n 


noting that (FPA, < aK cm, [Jp A =< SETS nnd that 
[4]; = E Af|Z.P < BATT, letting са = AR T, e = где, vue w 8 53, 
we Have Supe e, || < dy еә. Eapecially, |.| < ef. by (2.31? we hare 


f (T Yd < ЗК + TR ee 
НІ 


Since gs < gj. for auflieutlv amall c. the aboye expression ig [сиз than 274, 
therefore, 


Í UE vele < tem + eget < a ' 
J 


Remark, Let M be a SHI local macingak with initial value 0, а > 
Ges 0,7 > D. Define 


ре 
z, = р {Er " zit. s > 0. 
Then Z is n noanegative supermariingale. By the maximum inequality Egr Stk- 
perman mygale we Tave 
f, Жой; s Mal 20 
sl |e Sie d | } 


= 24 sup Z, > exple? /2a] | 


Ql acc 
= 2oxp[ -t /24]. 
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Tlus is so called exponential inequality for continuus lacal martingates. 

Theorem 4.12 Jf the coefficient b undc zu eq. (112) are 0709 Fumetions with 
bounded derivatives of ali orders, and if the openetor L pioen by (1.23) ханз 
the condition (10), then tie uwigue ойыу X = Xr. us] биш U^ densities 
HE I of transition probabilities, that dz, the heut apnatfen Da = La has CU 
этика fundarental auton. 

Proof = It suffices to prove that, under the condition (H", vt > 0, the 
covariance matrix X, ія non-degunerste, namely, [deti]! c L*'-. Note that 
hy Theorem 14 and the fact that [det у! c L=- qoagffees tr wwe the 
ro -degeneracy of the following matrix: 


=. t 
Et = J Fat X. HL Y de. 
Dn 
Fix t > О апа e> 0. Тепе 
T, = inha > U0:[X, et 
Thea т. 15 a stopping time and for е C (0,2), 
{еже} [ptt ebat nde). 
ace 
Ау гзта от DÍ nubian of eqs. 11.12] amd (1.15) we know that. Vp > 1 
E Е |X, - |Р | = | = Og, 
[ 
there tore, 
we, 
By condition Нр" and the continuous dependence of solutions nf eq. £1.) 
with respect to initial values, we conchade that vig € 5 = 57-1, 1 Е Ра, = 


Fa fied Some neighborhood So of fo, for sufizientEy large c 2nd suffienily sual] 
d > 0, we have 


` H Я a ” 
bod ДАГ; Pe t Ay? a 8. (1.42) 
Hence vp > 1 (Испойїпр 7, bv +T for simplicity), 
T 
sup «f i fel Ful) da = el = шіт < «] = AF]. (1.435 
ü 


dc En 


Suppose Laat V. — LA... (Ae, ot fae usn) where be j М1 Ac 
G04 Fi,-: R, = d. Putting Ée m А, = АА Ros; {Ar 1) = 
V. by induction we shadi prove Lhat: fer i = 5,3 l,o- DÍ, it bolta that. 


seil f u Ps CL Үн «c Lau) 1 = n = оо (1.44) 
J£ 5g J 
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In the саве i = ў, tt is reduced ta (1.43). Assume that (1.444 holds for 5, we claire 
that it holds Far i — 1. Note that fer T = 5 and any C vector Bell V we have 


if att, fed Atel) = It, Face y UR dt = [f Fray v Uh) s. 
v (E fe Run) = 0, Vial) 
Ey Lerma 1.11 for q > апа suffiacntly siatie we have 


[145] 


j V | 
af f (fi Ede < es. Í XE 


= uir], lap cs. 


By шике assumption we fnew 


r d 
h wl, Fie R. Tda = fe? 2 
кри} f > Вл м. КЕ) < e p = abe?) 


Eun + i (1, fa [BR y ds < | = ale"), 
IE Ss t 
this proves (1.44). Di particutar, Far £ = Ü there exists k & |1, d| s tha: 
T 
щек ft, ta dee eb = stan. 
lide ü 


S emp a compact get, we can horse а Anite number of eeichborhoods tà eran 
it, hence 


= а 
uf x Doth fas Ut) de < «| sale"), l< n< sQ. [1.46] 


Sinne T < f. the aluwe equality still holds when T in replaced by і, However. 


4 d 
inf | SUR Za (RI) da 
х=й 


1EAX n 

4 
PO —l1 wj | 时 
~ int f Iz PCX, Jt Pads 
- ja. Ext) 


which iz just (e ып eigenvalue of X. [denoted by Aman), ib Tolluwa that 


_1 " 
Anas o D77, hence 


[det Ej]? € £7. ú 
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42. Potential theory over Wiener spaces 
and quasi-sure analysis 


Ма ьи calli provided a possibility of cxtending the potential theory 
over finita dimensional spaces bu infinite dimensional cases. In this paragraph. 
we assume blat (H. X, p) їй an abetract Wiener gpaca, EF (k ic Spp E [Lael 
are the WatanabeSoboley spaces of functional on X. As we know, any func- 
tion in Бойе dimensions] Soholev space Й ЖТТ“ Бад continuous modification 
whenever kp > m. However, since rr = ro far infinite dimensional casa, ona could 
nnt expect buh functional in E» have continuous modifications. In order t in- 
veatigete regularity af босына] in Sobolew spaces, Malliavinj2| introduced іне 
nolious «Ж (6, p] capacities and (k,pbquasi-continuity and initialed the research 
field of guasi-sure analysis 

In the classica] probability theory, events ol probability zero. namely sets af 
TORRSITE anm, irm negligible. Henre we meg call it. almost; sure analysis. However, 
iu the кайшЕе ctimensional analysis, some scks of measure nera are nol negligible. 
Fer instance, let F Є ИЗ“ ГҮ" | be a nen-legenerate ntima. — AÁcenrding 
Ln discussions in £4 of Chapter IL, py = ó, о F is ürsdlerstond as conditional 
Шабон under the condition F — y. Obviauely, [ey Fyen are not mutually 
equivalent and unlikely absolutely cuntinmcus with respect to р, hence р-а 
sota mue Dot Decossary рупа sets, propositions which hold j-4.s. noel nat hold 
By-RR.. A бонг analysis requires that the negligible seta are "common null seta" 
for a Family of messiness which say be singular each other, neanely the shim seht- 
This is known as quasi-dure ара[увіє. 

In the clas&ical theory of stochastic prüresmes, Gne Investigated path spaces. 
But in moderi thenretical physics, mvest'gation of Нер spaces ot some Rieman- 
wean manifolda ia required, Since lavps can be trated sa рай wich fixed termiral 
pointa, the quasi-aure anclysis becomes an igipartant method in the investigation 
of loop spaces. 


и. [K.pjcapacitias 


Let (IF, X, ul be an abstract Wiener apace, 2 the pi complierian of mr-algebra 
B X1. 
Thefinition 2.1 Fork & Pa, 1« p < round acy орел set C in AX, define 


ve, = [e £ Р: ро D. ple) 2 | jaer g 0), [2.1) 

Cy (O0) = inf{lellep : = VES. [2.2 
and for any mbeset А of A, define 

CELA] inf [Cs UL!) ; Ola open andi > А}. (2.3) 


The aet functions Ck, arc called (E g-rupaeiies om X. Ш CiplAl 
= 0, then А is called а set of (&, pl-capamthy zero, iË it vanishes for all E E Vn 
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api 1 c p = 50, toen A is called a sim set Let ain) be some proposition 
depending en T £ X. Ial pumte 2 C A at which wm] ie false conetirute a 
yet of (k,pl-capacity sero (respectively, alim set}, then we say (hat mir) holds 
|k p}-quar surely or (K, p]-giast-eueryudiere (respectively, quuxi-awiely ыг quart 
everywhere} and ів denoted ашу by (k,p]-a-s. ar (Ера, (сереси, q.s. 
ar q.e.]. 

Let 1 < р,9 = omk] E B. A, B. A; Бу be mubrets of 1, it ts easy Vo prove 
Wat capacities have the following properties: 

Leoma 2.2 ЈО is an epen set im X, then there egisfs ú nnipue element 
eno C VE. CER such Heal 


Cel 2) = [ко (2-4) 


Proci The perator Q* —: (1 — C) * defined by eq. (IL3.25] being а 
Banach space dactmarphiem from LP onto DE, PYP is a uniformly convex spare 
(ef. Appendix B) Since Vio F а chwed convex sulset of DOE, there exista a 
ungue paint a € v, at which its norm leolia,p attains rhe infmmm UC pla 

Remark. Bincc 


= кр C арал 
Q* = (1-С лч] ГГ 


it follows that, 2^ is positivity preserving. Conversely, if ету — Qe, € LT, then 
p cd aa. This сап be proved as follow: 

Let B = {a : 12) < ha = ть. Then y > U as hence wA > U,ce—r Ag € 
VEL Let FLAY = ео | Awl,» = let ALs]|z- Sie f(A} attains its [ойи ar 
A=, tne right-hand derivative 


fL) = ғ}, lel? “емди > 0, 


it followme thas pf E = D. 
Proposition 2.3 The capacities have the following properties: 
eo Ae F, then {А} = CELLA). 
2 kip dy, then С.А) Z Cr L AY. 
+ If Ac H, then Cu uU) S Cu SHIT. 
4" А-А”, A;. then 


Cup A) E УСАП. — ` [2.3 
om 
CE (A) 9 CU a A Y [2.61 


т=1 
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5" (Horel Сале Lemma) 


> Cepl A} < aa — Cy Uim; Ay) = 0. (2.7) 


121 
Prou. Let Ò be an open set, Qik oll = >< q, Then by dcBniLion, 
(CFE = Q. „(Уу = ESI) E (07. 


Бу takirg their infmums we cbtain 12.22” and 32, In the orool of 4^ we may 
assure That [AIRE open sels and the series iu (2-5) and (2.6) are convergent. 
By defmtion, Yy Be boyy c ee such that Ihe; lee Ç Ca ty + tti. 
Le m 5,9. Then v € Vi, and 


Belles € 9^ bey le У Cua +e. 
1 i 


Since e js arbitrary. (2.5) Follows. To prove (2.45), noting that "y Leruna 2.2, 
WE N, a € ver C Юр, such that Cy 214) = Нл, llep Since GF: £7 — y 
EX із а Бапа: spare ixomerphign, we may asume that ea, = Qa mi E LP 
mela, > OU E Pj Let p = sup; g; p = £^. Then w > нир; ga, hence 
w € Vi, and 


CE SEATS lli = Half 
< S lle |Ë = У ел, ПЕ, 
} J 


= Y ` CE бА) 
I 


ItaplieRtian (27) ін a gimple consequence of countable aubadditixity (2.5). F 

By property 1° we know that secte of [k pj-capacity zero are рош ste, 
hence (A, g]-q.3. implies p-as., all quasi-sura prapositinns hold almost suely- By 
propyerby 4^, counbalis шимо of alg weta T apain а alin set. 

text lemma 15 a weaker farm of Гошт mecmalicy- 

Tetra 2.4 foy db neziÉWanus nnde = Qu [kc Fay) Hen Ve > Ú and 
pe (Loe) we have 

Cunt : kelay > e = e"! ll (a) 


Proof. We may assume tlat t im botud et. Since 
k -k2 1 BT lk 
q = Po] -a f t ce dt 


it follows that q ia continiouag, hence 4 42| > e} is open. Since  — Wy — р.р = 
Qu, — Qu. we bava {høl > zy C (Qi, > ejo {R t > к}, Dy (2.8) we 
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have 


CP del 9 £0 x €g (a ey > c) Cp IQ eR > e) 
< ce ell, + HI Lu: 
Н шы! +4 DD) 
- Pilly. 


[2.8] is proved. a 


2.2 Qunasi-cuztirueus modifications 


Definition 2.8 A furedronalsp on X ts palla (E. p) -quaat-contimucus ef Ye w 
C thee — exis oot — upen wel ©, such thet CY 
z c amd the тобидан cf ш lu CL ix cenifinuaws, db is cried gucri-ernit erai 
if it is (A pl-quasi-continupous for all! k £ Wy and p C (1,03). 

Fiemurk. Ler F be а closed met, H C! is Le lange open net Buch that 
pi n K^ = D, then ess А) = KO is called tho u-essentia! part of K. Lt ig easy 
to sec Chat, реза КУ} = ue A], and thea If р [в continuous on Ж and р = Ü uar. 
on A, then o vanishes everywhere on essi i }- 

Hy the properties of capacities we know that Q is [K,p]-quasi-contanunus 
if and poly if there exists a decreasing sequence of open sete [0,3 such that 
Litt, += Ce рь) = Ü, Vn, ple: 15 continas and that e{ 05} = Of, By the 
taglitsieas of caparities (cf. Theorem 2.123, we may assume that {О} are compact 
seta. Such B sequence ü called a nest By а diagonalization procedure it ja ёва 
ws see thet gp iz quasi-conliouges if aod у if there exists а nest {0n} ef oper 
seta described above such that lim, Cn nalOn] — n. 

Queei-cominuous functionals have the following important properties: 

Theorem 2.6 Jf. is (kh, p)-quari-continuens, tien 

1° d'una p = Ok pga: 

2" opr nag o> W {А pga, 

Гн. Let а} be a nest of ogeu raty related to уб. Ste yt = Ganga. OL 
OE and G5 = esa[ÜE Y, it follows that л vanishes everywhere an Oz [vr € W), 
hence 


Chalz iiim) #0) € Ce i 0.) — 0. 


thus |“ ia proved, By applying 1° to pop, where $ £ OF Еу and for t < Ü. su > 
D while for Ё 2 0.2572] = D we oblan than [E í eta) =< Q) — {r : ч шту] ox ù} 
proving 2°, E 
Corollary 2.7 Ip ze quadsi-contintous ana É Úr mm open sel an X, Wem 
1” 2-0 n-ce. on ÜC) r> 0 ge on CA 
2° a > Ü pen on O = w Z Ü ye a. 
Deünitken 3.9 Let y he a Functional, H a functional y" is (E, p)-quasi- 
continues [respectlvely, quasicontiowous) such that g^ = p rus, Шен yt Ye 
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called „ше (Е, p)-quast-comiinacus тлаңЇт сён 
(respectively, qraal-contingous zecdifiention) or rodofinétian nf >. 

By Theorem 2.6, the quaxi-eontinious modification is umque wp br 0.6. eeuiv- 
йош. 

The following is a capacity version of Lusin's theorem: 

‘Vheorem Z.9 Iy € PM, them there caste o (4, p]-quawi-centizuous riwhi- 
firatien a" uniquely defined up to a set of (R. p)-capecity zero; J p € EX", then 
trove exist y quusi-cantinunus modiüesticn p" uniquely defined yp io a alim aet. 

Proof Ti suffice te prove the first conclution. Let Q — (T - С), 


É = [z C DY u= ca, я Sour ded and continuo], 
Then £ ia dense in УГ, heme fur i € PẸ there exist fy} C Ce) = Qv; 
are Lounded and continuous such thal. 


ler- -wilen tle; ellep t у>1. 


oa 
О. = UJ {etemiz} to) > 27h пай. 


pomdil 


Hv Lemma 24 we have 


C el Oh ]) = у С llei 1 > 27) 


;—nlL 
2 . 
< у, Peja eile < 27. 
3==+1 
Duwe on OI, 
У sup seio) – 2; (z)| < ою, 
ji f 
so fio, eonverges шину. Define 
(au [Men se U. oc; 
St Tum 
ЕЕ" = LT, Ou: 
Et ia easy to acc Bhat >“ is the (E. p)-quasicontinvous meditation of s». | 
Proposition 2.10 {Tehebyche? inequality) F p £ It, e > D. then 
C plz les 8 € ellen [2.3) 


whore y^ is Pe (EO p)-quas-enntintaus modifiratien of n. 
Pro Let z = Qt = Q4. - Qe 4 E LP. Then ç" = (G4 ey)" — 
(Qv. Y" (&, pia. bene excep a seb (Е, p-capazity aero we have 


П> e C fw y > Yu (tuc > e 
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Choose a nest ^O, ] of open sets such that lim, .. Ce п) =Ü and (eu 1" 
and (C^) are eontinuous uu every cet СОг, Iis easy to eec thai. Hn Є IW. 
open set Gm such that {л )* > ep 100, = Go, OL, Hence by Definition 
2.1 we have 


CE pile | > t5 Cy pte eL х) CE > 
< ePi ws + Ma vll doe 2CE LIO) 


Letting m — 20, we have 


WIESE ENT EN n 
= «ell = «СТ п. ' 


Theorem 2.11 {сл} cornzaergesa iq RU bo p, Hen there eriat n enbsnguetieg 
Can, } and e nest (С | of open sets sitinfying thai lima se fh lO | = Ü auch 
that [ym } connerges uniformly ta p” om every set Of. in particular, th, — 
et. Кл). 

Proof, Without less of gruerality we may assure that y = 0. By inequality 
(2.0). wc > Ü we ама 

Xm „а> © = 0 


Choase a eubsequence {ay} eo that Yy, 

Cepil 73373447. 
therefora, there exist open sete Ü; 2 de? 3 ly such that Cy pl] < j. 
Then Om — |77 „Зу eomstitute the desired nesr. I 


гг 
2.3 Tightneas, continuity and ішуагіапсе of capacities 


The following theorem shows the tightness nf capacibise. 
Thenpem 2.12 There етінін и sxquruce of compact sth in X: 


30 tha 
lim C KE = 0. 
t kal а] 


Proof Hy Tacorem 1.4.18, there exists эше Banach space f such that. 
HPI LH C Y C X, aud the imbedding wap i: Y — X is compart. Let 
vel? = Пу be defined 2-23. on X. By Fernicue Theorem (1.4.20), ЗА > € such 
ibat ЈЕ|ехр{ 23] < rx. hence y € £77. By Corollary 113,24, vt > Ú, Tus Є 
BJ. Since 

(Тер у = J le ^» 4 1 |у, 
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letting i 1-2 Гурбат), we have 
дш» — э (Tea? elle + 5. 


Gu) Hn c fac delle £ С dul fii} being beunled subsol of F, denote by 
Кл ite Gkosure in Y. Then F, ja a прасе ten in X. Бшге Тер n peace. on KE, 
bv Theocem 2.6, tts (2, p)-quasr continuous modification (Trp]* =n (Kk. p)-q on 
F, hence: by Proposition 2.10 we have 
Cu IR) SO p (Te Ly > n) 
=w Telep Ü. 


The proof iy complete. i 
Troposition 2.13 Let A be a subset of X, define 
Wi = de e В: at > | (K. phu. on AM (2.10) 


Then Ый, if ú chased conver subset of JOY and 


C, LA) = imbelles : e € V]. (211} 
Therefor, there crisfs a unigue element ey Є б Z TH yerde tipet 


Cy el AR = |е ае {2.12} 


ea is callad ff, n)-eprilibrsum ровна uf A. 

Prost The көзгө af vé, Follows from Theorem 2.11. fr being iso- 
morphic bo GF, it is uniformly convex. hence there exists ia urique clemoceat ea so 
that the right-hand sides of ens. [9.1 11 атый 42.12) are equal. Firsthy wo m=aurne 
Һа! A is oper. Dy Theorem 2.0, if > b ge. ne A, chien y^ Z 1 k pye on 
А. therefore, 

еа ар — Cue ai] [A is орем». (213) 


Мелі аныцмь Ша A de survey acd ble open eet ç — 4. Hence 
vas 123 
Fip = ES 


Taking infimum of || р we have €X ER = |е А Again by taking Шола 
over al] open sets C which contain A, we obtain that 


Ci pli) = Eales- (2.14) 


Mom we puis ble inverse inequality. Lel es lee (&, торай аси заказ. diia- 
tion of ед. Then ve > 0, there exists au арын set С. with C; pl < z such that 
ta da Continues on CE and eh Z lon OFr A. Let 


fl, = {= = a TET -1- abu fh. 
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Then fi, ig open and Sh 2 4. Denoting the equilibrium poleutiB] of £3, by в, 
kinte Ba +e, > 1 Е =n nn fe, it follows that 
Cepl Al S Cpl? 
& (1— ella + е 
x (0 — s) lea leg +E- 
Lasting + | Ü we obti Cy ҢА! = deals | 7 [| 
By virtus of equilibrium potential, we can prove continaity of the capacicies. 


Theorem 2-14 The copatitiea Cy p have the Јел properties: 
1° Jf e depenen of sete [А.р ія тшт darreaamg, ц. 


{Сыр Ал} T Cr nl Un (2.15) 
Z" I'a sequence af compact seda JE, Y 3x sen-inereaserig, then 
C рп} + Cn п.к. t- (2.155 


Proof — 1? Let A = LL A... Denote tbe equilibrium potential of A, һу 
e, Then en = Ск, Аа) sana {=} 1% bounded in Bt. Hv Bantch-Saks- 
Kakutami Theorem (of Appendix B), there exista в subsequence fen, } ša that 
Sq moi Y en, converges in EXP. Denote its limit by £a- By Theorem 2.11, 
there existe а anbeequence {Sn} oi | б} such that 


lm 5; єх, -5 
jm 
It follows: that e% c Vi, By eq. (2.11) we have 
Cy (A) < еа Z sup [ies Tee 


= spada]. 


The wverse inequality ie obvious. 

2" Let K = р Ms. Then Ye > 0,3 ап open set O, DE such that Ce нбб.) x 
Ch lB +e. Sine [OPO Reis a han-inereasmng sequence of exqnpaet gets with 
ubersection OF OK = Ü, ú follows that Эла such that Cr Т Ж. — Ü whenever 
m > tty. Which Teana that [2 = AY. ‘Therefore 


C, pi IA) СЬКА. 


Letting а LÜ we have 
hm РИ, = САК). 


The inverse equality is Alan obvious. L 
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Remark. Theorem 2.14 shows that Cep are Choque? capacities [cf Dellacherie- 
Меүег[1!]. According to Choquet’ гарема theorem, for any Borel зеп & and 
any є > Ü, Eherc existe а compact set К, C E such that 


Capl Ke] > бр рН) e. [2.17) 


Iu ather words, Horel seta are Cy ,-capacitonle, 

Apparently the definition of capacity depends пп topological structure in 
X. However, in a general Gaussian prababiliy apace (fO д; H], there ате 
nn Lopoogical gbructures im 1%. By fixing а base of H, we obtain a aurmezical 
model (F^, 899, 479 [3]. hence we can define (E, p)-capacities on ££. А natural 
question із: ara bhe quasi-sure properties intrinsic? Or #om the viewpoint of 
abstract Wiener spaces, if (EZ, X u) and (H, Хо, иза) are two abstract Wiener 
spacoa, am the capacities defined on these two spaces equivalent? This question 
was put forward by [td and afterward Albeveric, Екипа ct ай. `1] had piven an 
affirmative answer, Tha key to the answer 14 the tightness of capacities. In fact, 
restriction of Any continuenus injection to а compact set із à bomeomorphism. 
The Бтр hentem is R. werion o this result. For Further discussion we refer 
ta Gong and Ma[1]. 

Theorem 2.15 fet (H, X, n) be an abstract Wicner space, Hy choosing 
a base fej} of H which is contnined ja X", the map z — {шву} de 
fines a continuous Нурел a | x — BU and exstebliskes Q rnunuricar metel 
(ey Let Oy and Cy, 5e the (Kp) -capacities defined on X and 
H” respectively. Then 

1” (Хуе t n sim sel in ET”: 

2? Vk Wop ET and any тыйлгї A of X, 


Cral A) — Cu Lea]. (2.121 


Froof Obviously, 477 = poal and the topology induced by : on XK is 
weaker khan the monn topology, hence 


Съ вА) £ Ce eoa. (2.19) 


By the tightness of capacttios, there ciate à ery uence {Rn} ul хүн, sets 111 


X such that С, pl RE) « L. Let Ky — 4. Then Ë, is à compact. set ia R”. 
Sioreover, 


ST K5 A) = D, 
Consequently, 


> 1 T aa. on KE 4— pod 2 1 поа. on KS, 


IL olors that 


Cs (XY) € Ce URS) = CES RE) — 0, 





Se — 
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thus 1° ig proved. 
Suppose that au upon seb O D A auch that 


C Sl D) m CLA A E. 


ti An — Кы being a honepmarphisca, AX aA such that [0 nA] = OAK,- 
It follows from 1710 c {ОГ К)! Kr thal 


Cx ted) є б. ДЕЙ = Cagle 10) 
= C ph n deu) t Or pl RE) 
< Oy p(Ab tet 177, 


Letting à — p,e | D, we ubtain the inverse inequality of (2.10. І 


2.4 Positive generalized functionals and measures with Anite th- 
ergy 

In finite dimensional came, ља we know, any positive geüeralized [urction 1а a 
mensure, For abstract Wiener space (E, X, 2}, Sugita[3] proved that any positive 
genernhzed Functional (in the sense of 5. Watanabe) 1 а Borel mesure on X; 
Iu case of nuclear spaces, Kondratiev-Samoyleuke[l] and Yokoi[1] aleo proved 
that any positive distribution [m the sense of T, Hides) is a шемите. Since the 
space of Hida's distributions is larger than that of Meyer-Watanabe's generalized 
Functinzals and the proof in case of miclear spata йз wuch simmer, here we only 
relate Sugita's theorem without proof and refer the reader to Sugita|3] For details, 
А sinple proof for classica] Wiener spaces саз De found in Hurang[b]. 

We assume that k e Fg, L = p< пор lh + q = L 

Definition 2.10 Let Ge £57". H for any p Рр Ü as., i. hela 
th=, iG w1 > Ü, then G is called à posttier generalised funziigtzal and denoted by 

E. 

7 P is easr (a see that, M G € DYT n EP, then G > Фа, and that Qt. T, 
preserve thu positbrity, | | 

Theorem 2.17 (Sugita) For any G © ДА, there extsta a unque finite 
measure шт om (X, CX Py such thet 


Gv) = Í «Чеш. Yes D^. (2.20) 


where р" ds Di guaat-continuesd без тга nfi. J GE E37, , then e. [2.201 
holds for ali р Є ER, where цо" zs the (К, р-н баттаа sendificatiun nf y. 
Remark, Since quasi-cuntinuana modification is uniquely defined q.s- and m; 
never charges alim sets (cf Corollary 7.20), expression (2.90) ia well defined. 
In particular, if бт £ £4, then eq. [3 209) holda for all e £ L, beme rg oc p 
and dar; = Gap. 
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Note that if G g £X*.. then CEC Е LT. Sime q - 1 gip ООШ t c Er, 
Let 


e = Ч кенар), (2:21) 
Theo p = EX and 
Ca Fea [Pt ру (2.22; 


Thus еда. [2.211 and [2,22) have established a 1-1 correspondeare between PM 
and EX .. 


There 2.38 Let ca Pn (kp]-cgurhbriur peierninmw of sabse! A оп] X. 
Define 


Ga = te gea |Р За]. (2.33) 
Then Ga c EM, П end the suppert af corresponding meaaure гд (Tk, p)- 
Mien znensurr of A] ia contained in А. Moreover, 
Јенә [елй „= ПАП 
2 Cr LA, [2.24) 


which is referred ka as the (k n]-emergy of ea err una. 


Proof By ey. (2.21) ca = Qc age Gaj Ify E IDE auly = as, 
then by Thenrem 2.6, its [kp] quasi-continuous modification {ф* > D tie p]-1.5.. 
Por À > ü we have ёд + A^ £ HA. Let 


ДА) = [lea + MIT, = Mea + Мр}. 


Since f(A) attains ite infimum at À = 0, its dghtehaad derivative f^ [0] > 0. But 


FO = p f ^ар HQ ead teda 
= > fO G ata ds 
= play. wn? 


rt follows that Ga Є EY Lr E177. Note bhat (Ga. ar; = Foo dea > Ú whenever 
w > EK plge on À no matte: what value of 3b outeide A, we have tef. Sugita[3] 
far Зен) supp[ra] € А. Llowever, 


f antes = (Ga ta} 
x 


= (Ga RR GA Ae n 
= AGO tear Tg ca 
= AIR = Ia, 
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(in the other hand, 


aca) = (QC a `Q “eal eat 
— (Q^ "caf AQ ea Q7 eat 
= Ia “ral = dealt, 


= CP (А). 


The proof is camplete " 
Theorem 2.18 ет G & ED" (WERT ng be the outer mensurt for Ls. Then 
for any subse! A nf X di holde that 


me [Ay = ICI xs Ceu А (3:25) 


Proof let Gy = T1440. Then C. weakly oomega to G in EX. bence 
tel. Remark rlw? vg, weally converge to s. Let O be ай open set, en be 
its [k. pi-equilibrium potential, Thet 


са) > f. Gade = 25, (0%. (2.28) 


Letting n — 26, we have Ш, 4 iO) = всі]. The left-hand sade af above 
Trey wesley VET pees Er iG tuy and 


тоу = [|{?]|-м|ё =], 
= ||| - a C4 TI tO), 


henee (2.253 holds [or any open set ©). Taking infimum over all open этн Q which 
rug Hil 7l, we obtain inequality (2251. ü 

Remark. Fram che tightness of capacities we have thal, We > 0, there exists 
a compact sel A such that Cepl AI ~ e Let су. be the (k.p) equilibrium 
potential Then Wi, 


ss) f acds P екетһеби 


= iT; Т ©) = IT melli Ш-ка 
z elel- eg. 


hene [zn] 15. tight. Since m finite dimensional Mm шү bounded continuous 
Furuction can be approximated by smooth banctions, it follows that all Anite di- 
терена] distrihutivus uf zz, converge weakly ro thosc of mz- Prom the tightness 
of fig, | we see that vo, converges weakly to uz. 

We Ehen have some iniportant consequences of Thenrern 2.15, 

Corollary 2.20 Г € En, then гү; newer changes sets uf ik p]- 
rapacty zero, [rt parttewar, ЁР GOO. then vg neuer charger alan velä, 
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Corollary 2,21. Let & be a Sorel set. 13 is a set of [k p)-capacity дета if 
mad only if is i E) = 0. VOL C OS, NE In purticulaz, E is a ode act if and 
only if vol B) = D, vC Е ЖК”. 

Proof. Ш sufices to prove the "only if" part, Suppose that C uL B) 2 ü. 
Then there exists в compact cet KR C F such that Cepl Ap > U. Let eg be Lie 
(5. p)-cquilibrium measure of А, "Then sapples) O R agen (A) > D (orherswlse 
by eq. {2.24} wc have C, (ER) = DJ. | 

The measure жи is expressed by sore positive gencralbwu functional із 
relezred to az mcare wih fric energy, Llcuca, the slim seta ere characterized 
as *comumon null sels” Tor all mesim with fuite crmrgy. 

As onc et appucations we have the Joliowing theorem of ceocomposilion af 
Integra, 

Theorom 222 fet F < EJ" RU] be nen-degenerato. pe be ibr dessaty. 
Pot ТЕГЕ) (ze mngs af F), define 


ry wel |F o y (2.27) 


Then ЯЕ Є Гр. ро (1,00) ao thot the map у — my ta continuons in DP |. 
Митинг. vig € OUR Ge gm, 


[etse Fn - | ареала f Са, (238) 


Pru T follews fram Theorem 11.4.9 and Lemma 11.4.8 that, if & > m, then 
the map y — ot is continuous in DË. Sinca 6,5 P € DIT, by eq. (IL Z3) 
we know that aty td, o F in juet the conditional probability r, and 


E[G|F = y] = ре] i e FG} 


= f "dy. 
x 


Hence eq. 0228]. Н. E" 
Corollary 2.23 [principle of descent} — Umder the conditions of Theor 
2.87 all propositions which Bold quaai-sunelg age hold almost surely wilh respect 
te any conditional probability дїм P.. poy ad. 
Proof. it follows from the fact that slim ects are "common malt sels", | 


2.5 Some guasi-gure sample properties of stochastic processas 


Іг: claagical Wiener spaces, many properties of Brownian paths such as Holder 
«штан by, nowhere differentiabiliEv, law of the iterated logarithme, unattamability 
of sinelc puni sets [for dimension d > 3), aben of double poins [d > 5) 
atc. ага proved (o be под only almost swe bul also quasisure. Por instance, see 
Fukushunis[U and Такен 1]. Some classical limit theorems such ва comvergeace of 
quadratic variations, large deviation principle, Doob's inequality and martingale 
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Tipit theorems vic. can be refined by replacing measures with capacities. For 
instance, see Yoshida|l], Кеші aud Denfil]. in this scction we anliy Give a 
brief intreducting ta some results an quasi-swse combinuity cf paths of strehastic 
processes and quasi-sure approunalion of paths of diffusion processes. for details 
we refer la Red [1 .5]- 

Let us come back to classical Wiener space. Suppose that (XR t E (0, 1]"} 
is a random Geld. А random field [X16544 = (0, 1] іа called ita (E, pl-cendinimotes 
modification (or respectively, ce -confizsour modification] Ш 

1* t e [n,1]7, X " (1) in the {k p)-quasi-contiarms modification [respec- 
tively, quasi continuous modification] of Xi); 

3° for (k.p)-u.e o( respectively. Tor qe ы], S^, a) їн eontinmnus. 

We have the folluwing extended Юпп ого s criteria: 

TLeorcm 2.24 (Wen[]| Perk g My = p по. T there Fmt 0,60 
end a postbive znleger Ú such Ibat 

1° чус, XU = Di 

2 vete 1 р Хере e EX. und 


Jp - Xy leg £ elt — st". (2.28] 


where |2 — «| = Ea |, — *,|, then Were rzisks a {k p] entéinueus modification 
аж, 

Proof. We may axe that S. X (E) teelf is (К, pjegu ai- continuous (pther- 
wie wo wake jtm [Fp quamrcoutinuous mosdificestion;. Chone м and é euch that 
(e p = та, [1 — dil — d — Bu) -i:sS8Sd Denn 


T, 2 U02770... aa ty ia ЕШ}, 
T8) = {fe Je ж T a | || Ü Z nu], 
T = Unia l Til- fin +i Br Proposition 2.10 woe obtain 


Coal LJ Hw- Khe >l _ si) 


кар ТЫЙ) 
se Уу, [еа сод", 
imer ie, 
Since 57. 2—"Ї ou cus by {ЭТ}, баг (Е. pq, Алу — nale Dor & 2 ona [at] € 
Th) we have 
IX(r) - ЧОК [t 2”. 


Fur any et € T wilh | — a| 2 2-7"! we nan choose z > ng such that 
n/(n | ¿) > ]—4 and 


rinse ahs Š] = lt – «| а Li L 
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Proceeding ore Tw one for every coordinate, we obtain 
laith- A iall = elt — al”. 


IE means that X[.:) is unilormly continuous om T except an w sel of ‘E, ph 
rapacity zero, hence it can be extended to a continuous funetion on |ü, 15 which 
is denoted hy Aw). For any ! & |>, Ц and {in} C T such that ё, > £f, 
hy (2.28) we know that [X i543] converges to ACH) in DÈ. Hence chera exists 
в subeequence {in} such that X*[t£, ) = Ailn] -+ X[0 CR, pie, therefore, 
Хе) = X(t) {k p "q.s. Evidently X* ав (Е, p]b-contimueus modification of X. | 
Corollary 2.25 Jf Vk c Map = ilo Чи = в, р). с = ck gp) ani 
Ё = ak, m) aa 总 -HE гатили in Theorem T Yg, diem X hans ar re: таа выла. 
Consider tha Fisk-Strakonovich equation (1.27) : 


| dX, = АХ + А; Х| ody, 


(2.30) 
Xo-r {0545 1. 


where AnA are CU vestor fies with bounded derivatives алы ЈР. 
vm = Eben = "i Ду = Е р 
Woe = Lond Consider the {ЫШ алин sequences uf unhas differential 
муин Имя approximating en. (7.30): 


| dX, t) Сааса $ A AX, QM Ере, 


(2.31) 
HAO == {Ustel 


It iw known Lhat the solution Жї] of equation (2.31) converges а.в. to khe 
ктг X (1 rf gabia (2E) (eg. cf. Bietmak[2[). Бем] extended thia result 
to Qqurasi-3ure convergence: 

Theoren 2.728 гет the паат camdatumae, (hone emisso a slam sel $ such 
has o dS it hoida khai 


Iun sult [XT a} 一 Aft! = [k 12.32] 
г. “Сал [az tx l 


Proof We only gave a ЕВЕ ob rhe proa For details refer Lo Hen[I h]. 
Define 


xin £s = Dy 


далу Xali- {ш AUX. Юр (233) 
Ao == Lu ci) 


ч-=1 7 
In view of ZiO, t) ^ XQ. Zl re = ДҮЙ], we Kiew tha oF галит feld (2.331: 
{REE 0), (8. 0] Е [U. 1171 haa oo-modification, then the theorem follows. 
By an еа for stochastic integrals, vp > 1. there exiets a constant c 
independent of n во that Vs, £c [0.1]. 


ЕХ.) 02309] £ ejt- s|"; {2.34} 
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E[X.ity ХГ] < сйс", (2:35) 
To prove that бт, £) satistiea the conditinna in Theorem 2,24, il soffices to prove 

that, Vk = IN, p c (1, me, 
sup вир | X5 i£. [k с. (2.35) 

UEFE mnc 

This is done by some earcful and certious estimates for aolutions of stochastie dit 
ferential equations for derivatives of XU], uring stochastic саіеі. nf variae 
snril&r to thai in the prood of Tween 1.8. | 


$3, Anticipating stachastic calculus 


One of the notable Features of the 575 functional is thal, аз а stochastic 
process, it is adapted io the filtration generated by Brownian motion. Tt. sccins 
rather restrictive in applications. Por example, in а terminal or boundary valur 
problem for stochastic differential equations, we cannot expect that the solution 
would be an adapted piocesa (unless augmenting the original filtration). We have 
gated that, Slsxratod integral (ог divergence operator à) being an extension uf [tà 
integral, it still makes sense for non-adapted processes. So the Malliavin calculus 
provided a powerful tool for anticipating etochastic calculus. 

In this paragraph we comsider Brownies motions on finite time inlerval. We 
euppose that Н = L*(]u, 1]; zehy, = Cold, 1]; FE), 2 is the Wiener measure (k, 
ether notation are the same А in 41 


3.1 Approximation of Skerohed integrals by Riemannian suma 
Firstly we use Riemannian sums to appreciate the Skarobod integrals, Let 
Tmi mIpdEee xig = nc W 
be а segue ul partitions for [0,1]. То snplify the nntations, we вра] omit the 
supergcript t and denotr 
Ag [i-i]. Poe] By б-а 
АД = Wie- Wit; alls = АҺ 


[ra = aras Al, 
Fa = 21и" -W, ET EM А, zd. Lea Ёл. [3.1] 
Т X £ ЛП Hj E LO. 15 x fü ДТ), define 

kn 1 ë 
TX] ust f ха) : 3.7] 
Tmt > АЛА, A, 

kay | 
mim e EN, ads |1a,- (3.3 
coed aif L al a] °) A, 
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Ten we have the following вите proposition: 

Proposition 1.1 FX ELS; B), then both w. Жз and mu X] converge 
fo X ta ДЖЕ ЛО) аа [ns] — 0; if X £ IL), then the omverpenees ore alam in 
ERG 

Proof It ie easy Vo see that the maps Хь + mí (Храми X — Tri XD are 
linear operators in ЁЗ}, H). Let B, be the Onile c-xdgebra in [D. 1] generated by 
the partition тт, À be the Lebeague measure on |0,1]. Then À x и ів a probacility 


measure on |i, 1| x 12. Moreover, 
"aV X] = Я7 | XB. x 7], Tog IN [3.4] 


ів ааз L^ bounded martingale. By martingale mmmrpe nin Maen, it couvertes 
to X in LPR; FD). Similarly, lat G4 be the cealgebea іл [D, L] = 12 generated by 
{aj X Ap: Аре Гаі = jx). Then 


i = EN], ne sy 13.5] 


is again an Д? bounded martingale converging to X in L*(5 Н. 
IX € ЕН} for z & 10, 1], we have 


Ds. = 了 iz ( L | р.х.аз) latt), (3) 
Dkk = 1 ` at SD. X Лы Paste hia, (0 (3.7) 
g 4 6 SES 


(ef. Lemma L3 for the praef uf the last equation). By a similar discussion 
we knew that both Dral X) and Б.Х] converge ta JK in БЦ a H). 
therefore, both тб NX) and SX) converge ил X in DALE). Е 
To a&mplify nubatio's, in the eeqnel we assume that d = 1. 
Proposition 3.2 If X e L(A}, then mal] & Td} and 


- ыз 1 
п) “сы E[X,|Faeida | А. [38 
wal) rA [Xs Fayda} WEA аз) 


ASIN) converges ta LAY when |r, -+ Ü, then X DLE) and the timed is 
&X. 

Proof  Firstiv we asawme that А ë РН} By ega. (1.348) and [3 7) we 
hase 


HEK. a] La) = IK, Fas] WCG) 
L 
- Í EID X, Fa Va: (ra tr 
0 
= ElX, at] WEA). 
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Since DLH] ix Jenae in АЛ, H), the above equality ајаг holde for X € iAH; H). 

Thus we brnlit eq. (3.8). Che last asserlion Gallows fou Proposition 5.1 and the 

elesedness of operator 4. І 
Proposition 3.3 O X € АГА) then eal X) & AT) and 


1 


“Sie f 2 D. X drs. [3.81 
i: а, ET 


As [ra| 一 ü. both Arni AX] and бт. [X] converge tu dX in ДЕ). 
Proof By ед. (IL3.48), fori < 1 = k, we have 


L 
OX la J = X,- Wit) - f D.X,1a (т 
и 
=X, Way) = D, X adr, 
ay 


hence eq. {3 9) Wolds The last asseris Bila from Proposition 3.1 and Lhe 
fart that ё ie continuous from JCA) to LN). 1 
Yor we consider the Siratenevich integral. 
Definition 3.4 Let X = [X,.ü < í =< 1] be а rmwemmurahle process. If 
h Х| < эс ae. and 


k. j 
=) maid х,а) ЖА} (3.10) 
rur lal S Ja, 
converges in probability when Т] — 0. chen X is said to be тайт таа 
gable, thie limit ; сойо Strstonowich integri and denoted by [| X, o Я. 

From eg. (3.2) we koos Hist convergence nf 5, 15 m consequence uf convar- 
Este of the saans] виш. ш: тау. [3,81 which involves терале of D A, scar cach 
aide of the diagonal segment ғ = в. Here wc give a sufficient condition: 

If Хь DIH) aud DX has a mdifizakinn such that шаръ {eh Шле 
and f+ Зуу Хале from [0,1] inte. L'ER) are coatinueus uniiormly with respect 
4c s £ [0,1] and that 

em sup E|, X, 6, (3.10) 
MEL, a h 
then we donote X Є Fun. In particular, i£ EX, bas continu eudification, 
then X € FAUT. 
If X c Ein. shen the folkorring limite exist: 


Ot X, = lim fh Av... 
rio 
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DLE, = lim Depe 
= 


where convergence are in LYD) and uniform with respect ko t- Denote V 
Bt — BO. We have the following theire. 
Bm 
Theorem 3.5 Jf X c EH [I], then X ia отта сәрт бе und it holds 
that 


1 1 L 
f X, o di, = Í Хий, 4 Е ] UV X dt. (5.12) 
ü Lu u 


Ггооі In view of Proposition 3.3, it anflicea te prove ша], 
l P Í nondum t P vahit (833 
— aki: >> = J 
on fet b. А, fly = H » 14 k ( ) 


ва т] — 0. Mote hiat 
1 E: 1 1 
m m a dt D, Xd -5 f DiX 
Dah Í M Fip m 
1 E 
= 可 工本 大 “1 (DX, — OF Х,йв 
+ 可 工人 


= вир hae 
Ostet 
ка|] 


1 t; 一 站 1 
IE Lrt x, 2 Ea ft] — — аң. 
+| f E apee- gt 


As [74] — D, $7, Alt — ila (t) converges weakly in 22010, 1) to 1/2 Bv 
definition of 3n we know that both terma on left-nard side converge En. A 
similar procedure shows that 


Emh, - 


hence (3.13) ig treer. ' 

Hersh. H X is а prupgramave process, then Di, = 0YE]; 
= OFX, B X iaa continuous Eemi-martinpale, then Por aq. (2.12) the cross 
quadratic лынып of А nnd W is 











Lp D iat - if D X dt 





LA, wif ua a| — o. 


Fy 


x, W], = Г, | IX [3.14] 
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3.2 Ito loarmula for &nticipating processes 
Let V € (Н. For t E [M 1], detire 


f 
р = td (8.18) 
' to 5 


which is called Shorehod indefinite fntegrub Since F mav oot be adapted, X 
may поі be a martingaic wid mey havc np continuous modification. A sufficient 
иже едщ Tar existence of continuous modifications is the following 


Proposition 3.0 [р> 2,7 € E? (o, 1|; I), then X, — f] Vd, has a 
ce Ads тугул вела гыт. 
Proof б: DPI} — 177 being continuans, ЭЕ, > Ü meh that 
| BV IIT. < C CIV + LOV TE 


£p 一 


Iepiacimg F by V1j, 4| ш above expression, by Holder inequality we bave 


z[ f V, 7 < Cut - {self 4 
x у 
' z|f М evra) 
= C'i Ogni Í 111" F. a ot 


According lu Koliognrov's criterion, A haz a continuous modification. i 
Let {en} br a sequence of partitions for |Ù, 1) and define 





En 


2 
Qm (U| Уу, ( Í waw, | (3.16) 
i 


ar] 1 


ba he phe quadrats variation aof А We nave Миг folii convergeuce (огеш: 
Theorem 3.7 HV £ ДОН, then £^ [V] corergesr iu LIET) to fd VM. 
az |.| — T. 
Proal WE, е ЖН, then A D seach that 


FR E- viv 


i [sx (А = ves) |) И 


i 


„i 1/2 
х E] ( LU, + УМАР, J) 
(six. ) 


= CEU — VII l| Vitus. 
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Dy density argument we may assume that F has the Torri 


Wa Se ЛЕ 
r—1 


where IF = ay ay Le, — Leg € I" and [ai] arc division pointe of x,. 
Therelore 


n 


al = lawta Ws d- l Davids 
i=l 41 L 
4 7 


стр by de, (vit) 一 }, Daele | 


ни 


„Уу fewa -awla рана 
i=l ji > 


+ (Á David) |, 


1. Пием from properticy of quadratic variation of Brownian motion Hiat, as 
Inn] — ü, the alewe expression converges in L'ÒS) to $77 wilt; 0) = 
Ij Vide ' 

Consequently, if X, = К Vidi, has continucus modification of bounded 
variation, then W = О. 

По Майит п derivatives and Skorchod integrals have the following local 
Есенин. 

Proposition 3.5 Let АЕ, РЕ Ш. Then 

FoOas. an А =» ДЫР = ИАР. on [0,1] x Д, 


Proof, Lety Са), р Z O70} = 1 and supple) C [-1.1]- Denote 
a(t} абве), е > 0. Then supp(s,? С [—5 s]. De&ne y(t] = Гоар, 
Theo we have CARE = р ЕРЕ. Vh € Н, 


E [o РУ Р — HELPS [ч Г ҤЕ 
= Ее РАЈ S eel [o^ i]. 


Letting е | D, we Lave 
上 
Efue f Ld - Ü, " 
4 


Proposition 3.9 Let Ac T,V € ДН). Then 


V: = 0 ae. on |ü, 1| x £ = oF = D mu. иш А. 


S - = ñ. — __—- c m MUR — — —  —  - aM  u— I  — — — 
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Proof. In viow of Proposition 3.3. by choosing a.s. convergence subsequences 
in oq. (3,9) anl using Fropesition 3.8, the asscrlior is readily prowl. п 

By localization, we can extend domains of uperatars D and 4. Suppose 
that koc Wap > LI wan EÉE-valued Danctinal. IL there exist а secuence of 
sels {Anl C F and а aequence of functional {Fn} C BMY ES) living following 
Pree Thea 

17 A, ТГ ux; 

Pune EFE = Fi as. on Ал, 
then P called a focal EI] functiones ond denoted by F 所 Eee Le), Ohri- 
asiy Í P E das DT. we can define DF — DF, on exi set A, without ambiguity: 
mali V ë каН), we can define ^V — 5l, an Ақ. By localization, we can 
extend many propositions to the local DYLE) spruces. 

Che following ig the main theorem of this paragraph: 

Theorem 3.10 [It foreta) let V g  lacE^(u, 1: pal. 
U c е0, Ж, ренү H 


Ё É 
X, = Ë V.qW. + i йз [3.17 
m n 


hos conatus tnodifientürn, then 


t ] t 
RAXA- n Í roast f DOULNVXMds Ca 


vere М = fat + D. 
Remark. lt Шел. from Lemma. 1.4 that 


F i 
D, X: — V.llaJls) + Í D,V.dW, + J D,U dr. (319) 
nh 2 


репе А ， 
ГАРУ, — Fa L2 7А гін. + 2 J ГЈ аг. (3.201 
省 Jn 


ш garticular, M U and V. аге adapted procemes, then the Laas two terms vagich 
and eg. (3.15! is reduced to usual [tà Formula. 

Proof By сайин, we may assume that f,f' and F” am bounded аги] 
that V £ ТА 1]: E023, Tr e LAA ЖЭ). Let {zn} be a sequence of partitions 
tor [U, 7]. Ex Tavlor &xparsion we have 


kn 
FG) = + BOUYI axe xeu 
ku 


УРОО) Xi. (3.21) 


з=1 
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where X; is amot Tandem variable between A(t;} und X(t; i]. Since for 了 一 


MILI 
X(t) - Xl = f vam f. Ti rl, 


7 


ik follows [rom eq. (103.48) that 
Tixi n Í | Fad, = 上 | FUT) Fel, 
+ Í VL DLP CX Vus. 
By тц, (3.13) it folds that, 
Def My = PL, MAS, 
- POS a [tpa f 


ГА 


The fret berm on the right hand side varighee when в £ Ду. Therefore, it sutices 
bo prawe that, aa [m,| — б, the following euma converge i1 probability: 


lj-1 ty-1 
DW kU | f DU. dr| , 
4n 


M Í ie ji PRAA {3.221 
> і. 一 “IX yw ni... (3.23) 
E Pos am ( 7 ose) 

— f roov ( f oaa yes 14 
P» ГА | tates ame f 2h а 

+f моо f. рума, | ds. [3.25] 
jJ fM EO - Xia — i F'UX Vi de. [3.28) 


The Stieltjes зима in [1.22] iz obviously as. convergent. For [3.28) ww nore that 


(X (5) — 4,43? - f. vam) + (f. da) 


e [ И, E da. 
А; à, 
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Since f" ja bounded and continuous wid f Bods has bornded variation, the suris 
aver ў of the last tec terms converge to Ú. Om the otho hand, it follows Irin 
игеп 3.7 that 


Yoda va) 一 了 ТХУ ат, 


hence (3.26) is proved. The proofs of [3.231 and (9.25) are запит. For instance, 
for (2.20) we havo the following estimate: 





> / | |a... f раш, - PO) f natas] vel 
rre 

+ > f Ut, a гчхң{ рли, ) Vade 
= ums f. | 


+ А 
+ sup sup iru, "(x f |v. / D,V.dW, 
à, ü Q 


= 





дуа, | Vids 








ю,у, ауу, ||, |д= 








Faz 


ds, 


1 E 





Since V £ L'(iu, i|]; Bi] c L*([ü, 1l; 4} and f is continuons, the second teri 
on iic reit- hand side converges ав. tad. Пу Theorem 1.8 and Cauchv-Schwerz 
inequality. the expectation ol the first term ie lee: than 


IF" las (| / | via) бр ў, | j i раа 


4 122 


+215) f Г f D,D, V. duird hs 
[4 A, tp. JO |, 


hence converges to U. It remainr to prove (3.23). We shall prove thar it con- 
verges in ДЭГ]. Since the Skorohod integral operator á : PH H) — Imi 


continuous, 3t. euffices to prove that 
k. 
v zv FN ipla ба). Оа 
7-1 


DUETAS in Г Ну ta VPLI, Obviously. FU"! converges in 074 [0,1] x П) 
to VEX} Tt remains vo prove that BVI) converges tn 2200,1]? x fr) in 
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DV PCA]. Hewever, 


vi = DV PA аулад, (s) 


了 


I V. UX (Sa D X ya paa, (9). 
i 


Jiu V € DH), the Brat sam obviewaly converges to D. WP Xx). To иргеде 
that the eecomd sum converges to VPA VD AS we use en. (3.101 bo decumpase 
D. Ава) ml tree опия, #ppareatds we have 


v. SS PU iD lots VA f" UC. iol] 
i 
and 
e ig "urit, af f рали) la ts] — РИА, f: Doi rla. 
i | б 


However, 


apa L f V3 rx (ts. (f. рын} dras] 
«une (е vias) i («f |f [o 


— Ü, 


lt тв Liat 
Te. 
v Drexel f DU, ds s, (a) 
: al 
i 
+ VP EX] P DU, du 
in 


in Lo. 1] £2]. Similarly we have 


[一 上 
v, PX is f руа, | la tel 
J n 
— V.A j D, Kal", 
Ú 
The proof ia complete. ' 


For Stratonovich integrals, we alsu have a similar formula. EY g Li, 1]; 23) 
aul BV bas a modification such thak the mapa t —+ Jala, nnd £ + 
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Dr Vent are continuas fron ]0; 1| into £*[£3) uniformly with respect ta а C [0.1], 
and if 
«зир, ues EDM] = oC, 


then we deoue V E Ero, 1]; E. А 
Theorem 311 [e f £ CHARLY Є |6, 1]: 02). 
DV c росло 117; DO E feci.) ([0, 15:1). T 
E = f Bod, + Í Et da (3.27) 
J П 
hes continuous wuatfieation, ten 
f) ле f Гїхдйы,+ ГРО ван. š um) 
Prci. Dy ety. [3.12] we beer 
t Е E 
Ж, -f ый, -f Lida + ;] (wT Jade. 
a у z Jo 
According to [tà formula (3.181, 
Ё і 
х.) «nos f FX Uda + F) FLAY ¥ „йз 
E і 
5 Í l'OM, ++ f POON MTL Meds, (229) 
É 4 
Again by eq, (3.12) we obtain 
Г t É 
Í rana s = f romam a 5 f arae 
ü ü ü 


Heplacing, 
VOU (X V.) = PUREE. E PV aD 
inte eq. (3.20) we obtain eg. 43.23). 1 
3.3 Anticipating starhastic differential equations 
Consider the Isllewing stochastic differential equation: 


1 1 
tant fos keds fot, deren 
J ü 


wr ns а random variable, bit,- z) and eft. zh Bre stochastic processes de- 
pending on parameters Uz (not mecessaniy adapted), the atachastic integral is 
in the sense if. Skorobed. From Theorem 1.8 we kmow chat the 27 estimation 
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of ворак involves that of ita derivatives, and the latter involves: thac of gec- 
end onder derivatives. l'üerefore, the usual Picard 's iterative procedure ia never 
closed- Меттш lies the main difficulty of this problem. For this kind of epon- 
Liens Tiere Rave been many special wirt lals. Iv some special eases the existence 
гин uiQqueuea, oven explicit expressions of salitiona have been obtained, How 
ever, аз а whole, the theory is far Goo being complete. We refer the reader tà 
che survey paper of Pardowsx[1] far press: sil шайып. of ita developroont, In this 
section we only introduce the method of Girssm transformation developed by 
Ноткдачт[1 2]. 

[n classical Wiener spaces, Girseuov[1] extended Caoneron-Martin’s cosull of 
cyledi-invatianes of Vrienor measure wrder trangletiers (l'heorneri Liu Б) bu tae 
кале oF "random translations”, but Uie stochastic processes involved are adapted. 
Flamer|1| amd Kusieke[1] extended the Girsamov theorem to non-adlapted case 
in abstract Wienor spaces, The anticipating Girgg&mov transformation Jan beeu 
investigated by аце authors recently. For example, ser Buckidabin[1], Encaes - 
Stroock l|, Ustunc] - Zakal [$5], Y. Zhang|1]. Hera we bricBy inb reduce Kusunka's 
teorem. 

Definition 3.12 Ler (Н, X, jp] be an abstract Wiener spare, J! a — А 
be спан Шик map, V an Jf-ralued Functional eu X. W for pae. re A, the 
map А i— Vix + JR] ie continuously diferentiable їп H, that `a, there axiste а 
Hillert-Schmüdt operator D'V z] : Н — H so that 

1" |V lz + JA) — Vie) — PV {a)l = of A; 

2° DV [z FJ]: H — Ci HJ ia continuous, 
then V ig said to be H eomtinuoudy differentiable end Ярата by V ë CCH) 

Tt is proved (Lat (Ну foo LA) and DV comcides with Malliavin's 
derivative | notiog (hut Солу) = FH m A). Tor example, eee EKusueka[1]. We 
give w em jn finite. dimensional case; 

кишин 8.13 Let ig, 8", у" ДЇ" } be faite direneiosad Chrnasicm pruba- 
iiy space, t E S (BU). Dat = dna уд кекп, be Jacobian matas. Define 


mlz} = [dew + Па) ері -in[z) С}. (3.305 
Ifike тар: H^ — R" defined by To — z | via) is infective, then y^ 0T | ас 
3", if T ia bijective, then bere rrivty ú probability measure p pa GP suek that 
r= у ио FO! =+" and that dedy" — m. 
Proof For any nomi negative bounded measurable bunction f on Ei" we 
beer 
J FUP pur er ela) 
к" 
= ("e f rire) expl BITS P Hei = Doge) lee 
It^ 


= f Für idy) = f Fieri ан}. (31) 
Ti RT) mn 
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Henee =o TO! y". IË T is bijective, thea the last imequadity in (3.31: hecomes 
equality. Letting ritr) = atx} (dz we obtain woT 1 -_ T. | | 

To стїеп this result te infinite dimensional spaces, we oped the Caremar- 
Prem determinant. Let 5 yy UH) with eigenvalnes i1. The delerminant 
des(T 4 S) = П;(1 + Aj) makes sense mly for 5 € 65,08). We delinc 


detal? + 5) = [Tri ~ Aske. [3.32) 
3 


It аз called the Carleman-Fredholm detertuinant. which stall makes mens for S =ë 
Leaf}. Mam. the map 5 + dets[7 4 3) ks ululormly continueus on Billy 
Luunded set in До, HY (og. cf Б. Simon[i]]. Obviously, ¿f 5 = Oot), then 


кешй + S) — deti f 5), (3.32) 
Ey formule (2.4). Biz] — (rix) x] — Tri Dix), we can rewrite ет]. {3.80} Be 
Wa} = [detst 4 Pu [z))|exp4—5v(z) — а). (ыи) 

Using Hole dimensional approximation, we van prowc tha folkering theorem. 
vente 3.14 (HKusvokall))  Let(H, X, tr) be an abstract Wiener арыс, 
VECES HI. Tz = z+ (ар. IIT; X — X is bijeetiue and for peace, z = Xx 
the map T | Dede: H — H as invertille fie. detofi + DV(x)) E D), then 


There cooks Q probubdihy measure p oq BCE] which ša Egurualen? to p such that 
р — nu ana 


de 
ih = [Beta + DT )| exp[—4T 一 3] V|). (3.381 


In particulnr, im the classical Wisner rnare f} = o. aM the d 
Тї —3 р bakes te following farm: CoD. 1|), the treneforradion 


Tu =u: +f Vi ut bts. (3.36) 


If V it adapted, then fort > s, EV, = 0 aa. H follows that detai + DV 3| = 1 
а.в. Аете eg, [3.35) {м reduced to usum Girsanov formule 


dr 1 ] I 
"m = exp { -{ Way of Vids}. [3.371 


Let un impesxiigade the Joiouna linear antietpating stochastic differenteal egua- 
finn, 


F 1 
AX, = Xn + f b, X ada «f mAXQIMAL. Otte р. (3.383 
n 
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mere Ay 38 а bounded randosi variable (need not be Fo rrugarurable J, b = 15,02, 0 = 
а= 1} цайт [equos 1} are bounded stochastic processes (need not be 
шѓарѓеші. Buckdaln!2] defied a family of frenaformations: 


£^: 
‘Peal = at + f Paldan Qd! (2.38) 
Ù 


and proved the ретту agrem: 

Theorem 3.15 Hor e £7 (fh 1) к 01, De e ne, IF x EE, then eg. (3.22) 
defines a unique family of invertible transformations 4T;,0 x £z Ej, ang Е 
(Glo T; 3 E ш, йа Radou-Nikodym. derivative L, = dao Ty" {du satisfies the 
Following metion: 


1 
B=) -f rabadh Diem. (2.40) 
al 
foe reel[D, 1j « $08, Аре ЁБ), hen 
É 
Xi = Kotte | f ast! dea [3.41] 
ш 


iy The tmigue aclution of cywatton [3.38) in the space ГО, t] x £2). 
Proof Wa only give: a sketch of the proof, For details see Buch dahn [2], 
Firstly we prove the theorem for o of the falkowing, form: 


бр = ACH ИП ids n = Li ta É [0, 1]. (3.42) 


where f e Dù, l| x R") auch that V! € (0,1). € GET CIR"). Note that a, 
axtjnfies tha following condition: 


[ты] -- en [e 3| S (2 аыр kot) alfa “шш € 12,1 |0, Ц. 
[xaxa 


Gy Picard s eration we prove that equation (3.39) haa 8 unique fi-valued solution 
Hos = t = 1}, its inverse [Ape 0 Z t Z 1] ане the following кашами: 


ree 
Ha. мг =f a(t Aids, 4,43 
р 


Denote 2107] [Tas 0 € f 1). By а straightforward computation of ita 
Malliavin dcrivntivrz and Clarlerraa-Eredholm determinant, we bw that mT] E 
CLIE and I + Da[T') is invertible, By Theorem 3.14 wa obtain 


1 1 l Ё 
du a Ay” = "| — f Fy (i, W, 一 » n, Ta da 
dii =" 240 


了 j Dee OD iT res. (3.44) 
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Пате thr right-hand mide. af nq. (1.14) hr т. Them 


_ di aT! 


Lr dii . moli [3.431 


satisfies equation (2.40). Since the cles of processes hawig Form (3-42) g dense in 
PA, [or er saLisTy nag conc lions of theorum, there exiis a iremen of ТЕГКГСЕЕЯ= 
[271 af Corm (2.422 which converges in DHH) тю e such that fan] aad {07} 
аге заета bounded. As juat preeoeerl, For every n, bhere excite m brariatormmzion 
Tr together with its inverse А7, RM rerivative LT aud w sarispying ens. [3.34], 
(3.45) sul (3.403. 1 is шиг Larl ru pruve cab, th T — usa, [8 (T7 |} cunvesgen 
in OM CH} and [A7 : D < t = 1, > L} are vanfoztaly m*egrable, hence the ри 
half of the theorem follows. 


Te is одах that Ж defined by eg. (3.415 belongs to Lü, t| < £X). "Io verify 
thai it зая equation (3.38), for any G & Ay, we compute Elf a, X, Duda. 
By a маляти of measure pet oT" = LH we obtain 


i 
| f 2X, Das] 
ü 


ë =] j Nh { | Г? тадам ри) 
= E| f | "ХЕ Хоорі / атое рокта. 


Noting that z GU. = Bal. РСЕ, ) which Ет [тып 13.38]. ПН imke- 
gration by parts and again a transformation of measure we obraio 


B| f o x acus] 

sa Ef Xa exe] f binde} зу 

= E [Xs of f һата Gt - Хай 
«d ' Xo (Tee | / ir e bet, ja] 


í 
= Este] f iT Adde Z| - ESO 
1 


Г Р 
-E| f Xo) eno | f ыта Had 
b Tl 
+ 
= |x = Phin i 222 
Ju 
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‘Therefore, by cu, [IL 3.37] we havo 


Thr urüuenesa can De proved also by approgimation wal inkegration by parts. Ш 
Remark. Ifo їз adapted, then eq. (2.43) is reduced to 


+". 
йш а — Í Talija, 
E 


while ед. [3.445 hus bie furri 


È i ł 
Th -mpd J туп, 一 = { ee. 
ü 2 Ла 
t 1 рі 
z 
r= e f Л: eas} 
0 2 Jn 


if b ie alo adapted, them eq. (3.41) ia гели] to 


Xt = xA) f „ЛГ, 一 sf ids + Í tao. 
ü dł T 


When Np is Fo measurable, it is nothing but tha solution Юг tJasgical [to sioctha- 
tic differentia! equation. 


Morenvrr, 


Chapter IV 
Gencral Theory of White Noise A nslysiz 


* 


White moise analysis was initiated by T. Hide in 1975, This ie an infinite 
dimensional stochastic analysis, the basic idea of whieh із ta view Waener func- 
tienals as functionals of white noise More precisely, let 11 denote rte space of ali 
continuon functions f on SZ mull at б, equipped with dhe барону of uniform 
conmvurgenec gh bounded sete. Then f? ig a Fréchet space, Let BÍIT] denote the 
Borel afield on X? amd F the standard Wiener cesur on (£2, ВП). Put 


Fifer) aft), to Bt, we Ек 


Thon (Hte FU is m Brownian notion, and Wu = 0,535. Thus à Wiener 
functional fla] en ЇЇ сай be regarded aa & functional of the sample paths of 
Brownian точна BU. Есе ноге, Put 


Oy = (560: Ba (10) loy = 9} 


Then from the sample path properties of Brywnjan motion, we low that Pift} = 
l. Let Z = fh (П). Than ге F} is still a Brownian motion when re 
с" «іса to (1 FF, 07), Since f; C SRR) CS" LR) im the tempered distrubition 
space of Schwartz), we may regard Brownian motion W and the generalized 
derrvatre Woof ita sample mathe aa Ж" Й?Н valved random chements. Н” is the 
socalled “white nots”, ita probability distribution p on the sunple path space 
(Cee). BS" [EE їз called the white noise mesure, A measurable function on 
[S (I), BOS" (RO), н) ia called & while noise functional In this cireumatance, we 
шау regard a Wiener functional ff) as А whi noie functional Fil}, where 
F = foJ-i, diw) = ш із а measurable map fon fh to E'R). The ad- 
vautage of this viewpoint is that we can make full use of the linear tepological 
slruciure of STR) as the dual of а muaclrar space, and by means of second 
quantization, we can construct the Sobolev space [Sp of white noise function- 
alg from the Sobolev spare SLC) aver ЁТ. Then let US) bs the projective limit 
of { (Sju p € Ia] aud (5)" the inductive limit of {(6)_,,p E Wut- (5) and 
(5S]* mre called Hida's testing functinnal and distribution spaces respechivrly. 
Thug from the Gelfand wiplet SUR) + LIUR dr) — S" (IR) we obtain s new 
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Gelfand criplet (S++ DHE R] n) — OS. The latter 1s Lhe Таласа] frame- 
work for white reise analysis. We abel acc that lida s testing lunclional space 
(S) is smaller than Meyer-Watanahe’s testing functional space 7", and (5) 
сап be continuous y and densely imbedded in EX7, Hence Hida’s distribution 
space [号 ig larger than Moyer- Watanabe's distribution space £3 °°. Many for- 
tral manipulations in quantam physics can be legahzed mathematically іп this 
framework. Therefore, the white noise analysis has obtained sugcraful appli- 
cation їп шашип physics. The method of second quantization can be easily 
generalized to mar: general Gelfand triplet | sce KRundriwjev- Fenkert-Potzholi- 
Streit Westerkap[ I] }. The following methuk o£ comstructing white thse raliet- 
lua, first. proposesl by Kondratiev-Streit[ll, bs пел] generalization of "second 
quantizatiun. The basic idea of thi» method ig to multiply the term of n-th 
chaos by Taclor (n!]? when defining the Sobolew mirins of Wien. Fonctionals in 
poler ta аббат а smaller testing һа space [ard correspondingly, a larger 
distrihntinn space} l'his provides a flexible framework for applications of the 
white noise gngalygs . 


Bl. General framework for white noise analysis 


We have shared fuyetionala on the so-called. irreducible Gangs space (It, >. 
p; H) is Chapter 2. Mo gssumpticu was made on the fundamental probabality 
space (П, F, n) there, and £! was nol required to have a topological structure. We 
fave wed tha socalled nurerical model (I^, 877,777; 19] ouly for the conv- 
uiemce of proof and even Whough, Ehe topological stracture of IU waa nat used. 
In that chapter. we have introduced hieyerVéatanaless distributions. However, 
in the chaca decomposition af auch в distribution, thie sequence 1 fa ] consists still 
of elements of [gin p. This із а restriction fur certain application purpose (е-и. 
int quantum phyzics). In this section we shall intruduce a general framework 
for white noise auelysia, which extends the regii of Meyer-Watanabe's dish гизы- 
tions. This extensien iepends cerucaaly oo the Linear Copelogicay structure ol hhe 
fundamental probability space {Р в). Маге precisely, 1t is requires! to be the 
Cir] space i£ a countably Hilbortian шиден apace. 


L.l Wick tensor products and the Wiomer-[td-Sepal isomorphixm 


les Ec > E^ ha a Gelfand triplet, that is. H is a real separable Hilbert 
apace, E a cuuitably Hilhertian nuclear space which is densely and continuous] > 
imbedded in If, and E* is the dual of Е [identify the dual of H with itself j. The 
inner product and norm in ЇЇ or B®" are denoted by б.) and ]: | respectively. 
Henecforth, wr view A?" as à eubspaca of Б", aud the original inner product 
in H^ will be converted to that in НЭ”, ie, [u] 一 alls). By Minkog' 
Leper (ш Chupar 1). there cadets а uique Gaussian пасрзиге р on [E',E[E"']) 
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buch thes 
[иа = ер ИЛ. re E. (1.1) 
E- 
Here and henceforth f.) denotes the canwical bilincar form пш E! x E (ог 
Bex E”). 


Let f e E and Wrin = Iz. fice Бб. Then Hy ta Geuedan random 
variable on t IF", p), and by (1.1) 


EW) 0. EW} =l. 


Thu the linear map ў + Wy from E to РАЦЕ", p) can be extended to a linear 
证 Critcy [ruin ££ to L*(£*, ш}. Consequently, meuciated with any Gelfand tret 
E — Ho Е", there ш a tauma probability space ‘E+, BCE H). We call 
such a Gauss ртр Шу opace a canonical Gauss probability space. The classical 
while noise space (S* UR}, B(S* CRI D, ш] together with LAUR" dr) constitutes 
a c&moTural Gauss probability space. 

In Chapter 2, For a particular case whee H = L7 (T, B, A) we have established 
the isomorphism between H and LAN, 7, ду by means of multiple Wisuer- Tas 
integral, In the following, we shall construct auch an isomotphiam for a canonical 
Cass probability space. For this purpese, let's introduce the motiot of Wick 
teneor product in E". Ву meane of this notion, we can introduce an analogue ot 
multiple Wiiener-[to integral, 

Definition 1.1 Let + € E*XE' be defined as 


m fl, fem. (1.2) 
Fer хє Ё", put ; 2 ;= 1, (295 m z, and define inductively 
т p Pt! [n lpr nz. 


Then aisi 
Jud —33 з 
„29. m got és (nel. (1.4) 
1 “тү - 


上 = 说 
Obviously. ; z9" СЕ B® We call: y : the n-fold Wick lewer product of г. 
Hemark, By expressions [A.11) aud (A-3} of Hermite polynomials. 1 i tary 


to prove 


ai= J fet iyulda), (14) 
ET 
ilie integral in т.Б. is in Paochner sense, Moreover, we have 
ES ten ys ddo), (5 
E" 


г] ' 
„am 


= = Eh. с ; g fin - 2l i Sk Я 1.6 
>. Ет 2kY2* шь (16) 
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поа l.2 We Baar 


(ew. tms ac A U). f € E, an 


Í ifai FP" liga cw Po ed) = балт! Sn ga) : (1-8) 
- 


where F, E E", of E EYT, Ha n-th Hermite polynomial - 

Proa£ By [1.3] and (A 3) we got immediately [1.7]. Let &°* be the 
linear apace zpaned by [ Р", fo El. By a corollary to khe polarization formules 
(Chapter 1, /2.12]] we know that Е" ia dence ip E37, Hy Г! TY and (AT). 


exp{(f.2) — РР а 0 n. 


Consequently, 
j Ls :%" 1 > а, rm td) 
- f e li Vang ri] acd) exp - 3i] а lal 


= explet fiai] 
_ E ee T: i 7 


T 





Hence for Z, = Р" and ga = p@™, (1.6) holds. Га implies that 1.8) also 
holds for fa c Е" amd ы c Ё", Thus the map fae inf Vath: x^ Y 
from E™ tn LPC rao ba uniquely extended ta b & linear iinmriry From 
If to EÀLE* ш}. In particular, (1,55 holds true for fs c Е®* and фа & ETC. 
| 

Remark. We shall denote by F,r.) the linear extension to HE™ of the map 
fn — Ufa: 29" Tt is an analogue of the multiple Yywisncer-Itó integral, сита 
the proof of Lemma 1.2 we knew that 


БА" М = [FEF Ws), Po ai {LI 


i Titan Wa lw. р = бы att F... ра | i Y E gen. Hr E uim _ 
E (1.10) 


We shall also use ifn.) x77 : to denote Г. fife} formally ‘Chia should om bc 
confused with Lie canonical bilinear form (,:) on EE" x E^", 

The Following thearmann exlal likes an isor prpliam becweer, Fate" a) and 
the aymmetric Fock epace ГОЯ over H, which is callad cha Miener-fta-Geget 


fomarphtan. 
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Theorem 1.4 For & ДАЕ" n], there pista d unique sequence {fr Facies Є 
T(H] such that 


Р Y UJ. (1.11) 


an 


where He series converges tx L*-renzee, Murmever, we hue 
wll? = т. (1.12) 
mi] 


Conversely, for (aba, € ГЇН], (1.12) defines an element of LAA" p]. We 
shall denote bv ya co [fab the correspondence Betucen. ЬЕ" и] ond ГДУ. de- 
lermaned ty (1.11). 

Pra Ler 


тч 
L.) Фя. (1.133 
nwt 


be the "iener- [rz ean tyros нип. ei LILE р) (кач Theme 1.5 af Сарни 2). 
Pui Ç, = {2.01 & ET". By (18) and (1.10), we have 


k E 
EB Ha = Pe EDan. vina 


remi] rim 


where T; is the chased subspace of £706" шү generated by (WT. zn =: k, f € 
A}. Hence, Ил = Gr c. The conclusion fliros. L| 

етте. Let (6: b ics Dw an orthonormal base of H. Foro А (A is the set of 
all sequences of non-neégalive numbers with a finite number of now zero terns), Tet 
F. be defined ав (2.133 in Chapter 1. Sinee [Bl = &/la[|l, (falc ^ 4,08,], E 
Ак} constitutes an orthonormal base of Hn, where A, = [a E A : jal = n]. 
Praceed gimilarly as the proof of (1.46] in Chapter 2, we have vn c A, 


I! Ны PS Jupes . [1.14] 
i 


1.2 Treating finctional apace ard distribution apace 


et Eo If — Е" be a Gelfand triplet. Ву the definition of countably 
Hilbertian nuclear space there exigls m зе af ymcreasing amd тука зве 
Wilbert norm {| - |] such that Eis the projective limit af (Areca UH, 
being the completion of E wort |-|,3, aod for acy рє £v, there exista Y > p such 
that the embedding /5,: fram AY to Hy iz a Hilbert-Srhrnidt operator. Moreover, 
we may impose | |, 7 |: [i]: | being the norm on AY}, Heucelorth we call rhe 
sequence af Hilbert morms satisfvmg the abor conditions a standard serucnce uf 
norms on E amd, as а covertion, pul Hy = H, «le = |- l- 
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Let (£7) = L*:E".u). [n the Following we chal use a standard sequence 
of perms on E tu construc! a family of dense subepacee [158], d > 6) of iL?) 
by menrs of seeond quantization such that cach (E ia a countably Hilbertian 
mueclcat space. We shall call (X)! a Lesting functional space and Ite dual lle 
distribution space. 

Lel [| |p} le = жатта sequence of norms on E, Fy the rompletien of E 
wort. |-|„. For p N, 270, put 


Lele aa = May gir TE NA gc tfal. Fa = н®+, 1.15) 
az 
Us E [e c 7) : felisa а. (L16) 


lec (E? be Cue projctive limit of (LH); pq € Pr, ал 


I = [] ual. (117) 
a ae 
and we furnish [E]? with the prajoclive Emit topology. 

Theseus 1.4. (FE) (5 a pmehty Hibertian nuclear space. [F ann he nr. 
tinaou dnd densely imbedded in (2°), Mareeter, (29? nnd itt kupala de ud 
depend om the choice of ihe жби sequence uf normis on E. 

Proof Fix ng € IV. Let p' > p be auch that the ете це P," from Hy 
to Ji, is a Hilbgrt-Sehrnidt operatur. Lek q^ > g satisty 


E 
yam nu lite < =. [1.18] 
m= 


Denote by f the &xaleecdtinge Eram (Ferara) to {Ид г]. We shall prove that I isa 
ID.bert-5chmidt operator. To this end, let fe pica ard [еер be orthonormal 
bases of H, and Hy respectively. For o © A. put 


ne = (rally Fa Лену ТОЯ (1.13) 


We dehinc s similarhiv. hen {pat Е A] is am orthonormal base of (I, 37, 
sunl [i.a € A] is an arihomorrmal base of (Hy ge) Hence we have 


es 2 les ew 


Fri 


r a 
> (rae Јад? 


.ot 


up 


$. M mut [ae "en y 


nf x ram, 
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sri TP s 


n-i 
а J 

= y pe Tie lig = =. 
mel 


Thus [Бү is а countably Hilbertian nuclear spece. Let 
б И 
PLE')- { УЫ, р Rin, m € м). 
т 


Qlwinusly, PLE} z (EM, and P(E") ів dense in [L7]. Hence (h can be 
cotinuoualy and densely imbedded in (77). 

Finally, we prove that (E and its topology do rot depend on the choice 可 
the standar] sequence of nerms on E. Let {| + |] be another sequence of standard 
norms on Е and H: the completion of E wrt. |- |, LEY? = [Ya a (HL ak We 
furnish í E] with uha projective limit topology. In urder to prove (EY — (FE 
and the (wa topologies coincide, it ufices La prove that for any R í £ IV, there 
exist pus E Pu such that v £ PLE}, lel as = 02 og: Deke a pe and н 
constant c > П auch that Wy € E, | = lf lp (aimee |.| ie continuous wert. the 
topology on E, such р aod c de exist). Choose a g = JN such thai 2007 T7 > c, 
Then for e E PEE*} with p = Efa falfa. 


x 
r2 3]—8 an a 
lell kda = ) intl n2 ы» 


"Ma 
1 nd ae = 
утты" RES 
n=l 


ni 
= П.а 


This completes (he prions ч 

Remork l. Brom tbe proof of Theorem 1.4 we cee that we may use а шите 
вешта] doubly indexed sequence {Cym} tà construct the sacond quantization 
spacey of E. In fact, kt [Cla g Z lu = 1} be а doubly indexed sequence nf 
lmsitive numbers satisfying: [i] for fixed n, the sequence is invreasinz Wre g; 
(li) for any тє PZ. К > 0, Vere exists q' > q such that 5^, ЫА" < en. 
Use Cy. instearf of {ut I in (1.15) to construct the space £, 4, and let © be the 
projective limit of {быш}. Then Š is still a countably Hilbert nuclear epace, 
dense in (£7). Further, we define an equivalence relation between the deuhly 
indexed sequences satisfying (1) and [13 above ав: {СС if and only if 
wR = [k a£ MN. ke PY, there exist p € IV, ГЕ EV, such that 


Ga CER". Gate ROF. 
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Then the aerial quantization spaces constructed. from equivalent. sequences co- 
incide with each other, [In particular, 232 in (1.16) шыу Le replaced by ch", 
provided е > 1. 
Merah 2. TI bere exists a constant] xoc c 1 such that lle € epe УРЕ 
PV then 
Рр н Va > 1, fa £ gen, 


[T ія the projective limit of [Hia p & IN]. 

Remark Ч. I A is a directed set, E is the projective Lmit of (Ay, A € А}, 
then wm сап etil ues [1.163 to defne the Hilbert space (ita gay la ds газы, 
ГЕ}? is the projective limit of aga А = Ауу E Fr). 

Fer # OO. denote by (Е) Ü the dual of {Б}. For 8 = 0, demote (9) by 
(EE and (E) by (E]". (EP is called the testing funcional space and (E)? is 
calal ihe distribution space. Slnee for the particular cane E = S(t) (the epace 
of tz” rapidly decreasing functions on FF), (EY and (E3* are the classical Hida's 
toting funetloya] acd distribution epacea respectively, we ako call {EY and (E)" 
Hida'a testing funchonal and distribulton. spaces respectively. 

We give now à concrete construction af (E). Let H, be lhe dual of JF, 
{identify the dual of H with itself). For pg C IN, # > n. deine [If g,- g! as 
allpas: 


= 

IFE. = lal]! 7927 |a. F ~ {gn], gn E Hee {120) 
Ti 

(p-e) m Í F : FI S scs < as]. (121) 


Then (H p + a) із the dual of (Haa д}, and the canonical bilinear form аз 
FIENT EM -y,-3) is given Ly 


nu 


ile. FI = h nN Sega} [1.27] 
n =Ü 
where we (Hs yah Fe 2-8): w onm Liat. P Ie. and 0.3) is the 
«ласта Laine Coen on nen x HU. 
The next theorem follows from che general theory on the dual of a nuclear 
Sp, 
Theorem 1.5 Lei LE] A be the бына Петар af 41H. e е al: 


eyes JUL Sua. 
pal 
Thes [КҮЧ {а the dual of (EV, the canonical belinenr form on (EP x (EY is 


defined by (1.22). where фе (EV, F c {БҮ #, aS (fh. F (gal, and U, -) is 
the canonical bilinear form on E < E". 
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Remark. Henceforth, vp Е Æ, фт € Fü we define the following Hilbert 


spa 


(H a = {P das] ie HEP Wa € EF 


[ill ae = У чо, 2 < бо}. [1.23) 
њ=0 
Qhvigusly, [Hng is а dense suhspace of [E "IP and the criiedoiug fran 
(Hegel to (E) is continuens. Moreover, (Hou) and САГ р-а.) are dual to 
each other. 

Let E += H — E" bea Gel [Band triplet, We can construct Meyer-Watanaba's 
testing funclional späte D nad distribution space DY on (£", BE"), u} as 
in Chapter 2, The following theorem shows that (E) s smaller than PD. 

Theorem 1.6 (E) C D”, (E) i dense ta D. and the embedding map ta 
combos, 

Proof. Deoote by P the polynomial functionals on E", Le, any element y 
af P bas the form 


ela) = AM (c Wella) oce € E, n £ W. 


where f is а polyaomini on ДЇ”. Obiousby, P — Ж = (6), and T is denge in 
EX and in (E), Let C be the QU operator. In order to prove the theorem, it 
eufficies tu prove: Vk > Lor > 2, thare existe q > Ü such that 


iF - cr ellc s оао Ve E P. (1-24) 


in fact. let «y € Pit |) and z = ilogír - Lj, then by Lhe Верен activity 
of the semigroup T; = ë! ("Theorem 3.5 in $3 of Chapter 2}, 
[Н = 2) |а x et^ — Ede: 
=! $e t mE [кт 


= || Y elt i eM tain аә 
п 
= ||; + 


where q aatisies 29" = et* К, [| 
Corollary Т £3 7 c Ley, DOY ds dense in [E and the embedaing їз 
confilia. 


1.3 Classica] framework Tor white noise analyats 


hy many practical problems, the Gelfand triplet E «4 H — E* and the 
standard sequence of norms on E аге generated by a lbadjoint aperator ва 
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follawa: lee H be a real separa«h]e Hilbert space with norra [: |5. А а positive 
яаа ети operator on F satishring: ATH < 15 2) there exista рь > Ü auch 
thar |14" yg « оо. For p > L let H, — PAP) with norm lzlp = |APx[p. TE 
р > p > 0, then, by |А Ц c L we have flor ~ к Hy awl |- |a = |e |p. Let fpg 
denoce the erataddeding from H, inla Hy. Then 


| las = [А-н с га. 


Herve if we denote by E the penjectiee limit of {Hs |-|.], thon E ja а countably 
Vilbertian muclear apace, and {| - |. р 2 О} із a standard sequence cf worms 
or F. Let E" be the dual snace of E (identify the dual of Jf with маз 1. 
Then E — HF oc E* ig n Gelfand Leplet. We shall wav that the above briplet 
is generated hy (H, A), and [[*|o,p > O) is the standard sequence af norma 
determined by А. А typical crample is: SN] =+ EIR) — ЗЛП. It ia 
generated bv А20) and the harmonic cecillator A = =i ToU | 1 (see the 
example in Section 3.2 of Chapter 1). 

We shall give & more direct construction for Hida's teating functional space 
LE) and distribution space (E). First, let's recall the cefinition of second пай» 
tization ГС) given in Sewtion 2 of Chapter 1. There the aperatar iA) was 
defined on the symmetric Fock space over i, However, since thore ia в natural 
isniratrie ij 名 WHITE between the Fack space FLA) and (£9) (Theorem 1.3}, we 
may gard TEAY as à positive selt-adjoint operator on (L*). Let e £ Ігар, 
we LS). ‘ther Г(А}р ~ А9" fn}. More generally, for p > 0, ç € РОА), 
e ro [fah pat ЦА} ~ [LAPY9^ f, |, Since 


[fale S| An |. f, E Pil an |P" p > ü, 


tie (Hyoo) defined in (1.16) is precisely PULA}. Teme T(E(A]F) by (EY, 
wd the nori ||: ||, by 
le l = ITCAY еш. 
Denote ley (E), the dual af (Es Ie l. the dual norm on ГА]. 
On the other hand, since ||.17!|| < |, we have 


Male 5 ATH] |... The А Е Ы®" pz 0, 1.25) 


Hetice tic condition in the Remark 2 of Theorem, 1.4 is satisfied, and (E) is Lhe 
шуу уе limit of ТЕ), p € Fy}, С)" is the inductive limic of lE; se 
Wo}. 

Hemerk. One can prove that Pí 43799 i a ililberr-Selszidt operator on (53). 


iz. Cluuacerizstion af functional spaces 17] 
$2. Characterization of functional spaces 


We adopt the outations in 61. For any Lopealogical linear space K on Bf, we 
denote py Na its complemficatian. (e. Ae = K + ФЕ. D F is a Hilbert space, 
then the inner product on Ar of А 41 ag: and [2 + im; witi fi, fgg € Коз 


{Л tag. fe — уту = Of fs] + loge) — fs Й. ae - [2.1) 


ч T #т. 
Ye still denote by | |; 11e tan on the complexificalian Hg of Н, or оп ITT, 
The canonical bilinear [ori ыш Эр = dig is 


(Fy ina fa + ipa) (Пл Са E EX Pom + (она. [2.2) 
Iż is related to the inner product oo Rae ач Pollera: 
Е-Е). RGE К. (2.33 
For Fre É: (AP [= (Hey), f, = pa. 1 tins dar hn € Ha Puk 
Fat fal = Palen! = inln,- 
Then (Të p is isomorphic ka СН]. We still denote by p ~- {fn} the reintian 
defitped bv (1.11), di "M 
This secon $ devoted to the characterization of (E) (0 =< 8 = WY aud 
[EYE (ü € B < oa). The characterization of (E [1 = ñ = oc] ав postponed to 
н. 
2.3 S-transíorm aud characterisation of (Big? to = ñ< 1} 
The following resnki is a generalization of {1.9}. 
Lemma 2.1 We hape 
г) = ourP T Bur y ЗОМ), fe Fe (2,4) 
Proof.  dteufüces to prove (Z4) for f $ Bn Let f = a+ ih, p.k 6 OE. Then 
Wk = I, 
ESAE т®*у = {[®? ih = dg ak), тух 
= įg"? - Һ®® sigh. т)? 
k 
= (tn. - ihh) А, gl) 
= (f. zY. 


Mave (2.4) follows readily from [1.3] and (A.3]. Ë 
Le. f C Hg, Er be the exponential Ennai iial amociated to f: 


E = E lig. (2.5) 


"ci 
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Dy (2.4) atul ТАД], 
Ёк = expl Hy 一 tits Fi} [2.81 


Lemma 2.2 Let = Eg. Them 4, € [EY wie D.1). 
Proof Fer p,n 1, wu hase 


з 
z = 一 "| 
Ка = D tala < се 
n= 
Hence £, € (E). by the definition. а 
DeaBnition 2.3 Forts gol, h £ [EU рис 
SSS eer. Fo Аш. 


The reacricrion af SB to E is called the 5 -tensforzm nf d. and SÈ is called the 
entonded $ -tranaform «f Ф. 


[f p = {Шы thee hy Cameron-Marcin theorean, 


sano mee = Í ак. flde. рєк. (un 
亚 faf bheo by (1.22), 
(у= fF. Fete. (2.8) 
1—O 


By Proposition 2.14 in Chapter |, the complex [ед apace generabed be 
the: exponential funetionas {Er, E E} is dense in LEM. Thus any clement of 
(Eg is umguely determined by ite S-transform, A natural question arises: Per 
О Ë < 1, how to characterize {к\р by S-trarsíorm? In onder ho асал Lhis 
question, We first recall some resulta from complex analysis on locally convex 
spares (see Direen[Il). 

Denote hy £, (Ep) the sot of all epmmetric n-linear forms irom Eg to d: Far 
L £ Cal EZ], put 

MAS P fe be. 位 ,的 


Lis called the W- foreros palynoriidi corresponding ho L, Denote by Y Cog 
the ser œ all n- homogene polynominlE on Ez. Бу the polarization formula 
[Chapter 1 (2.11)). the map L E is injective Bom Ё LER) ка FLUE) 

Defaition 2.4 Let U he à nom-cmpty oper subaat of Aye. А functional оп 
U i said ta be Geholemaorphüe if Yy E U, VE £ Fin, tha map à — Fin + AE] 
ія halinrerphuc on some пеш инним] of 0 £ € A functional on U is sap] to 
be tolamorphic on fr if it ів continuus and £7-halotatphis on 17, A functional 
is said Lo be Atopic ub En if it ia holomorphic an some neighbourhood of 
Éa C Eg. A G-bolomerphic (holomorphic) functional on Ege ia вај] ta be G-entire 
analytic [entire analytic), or simply G-entire (endive l. 


—————— man — ... uu 


- 
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From complex a&nalygis we know that any locally bounded Cmloninrphic 
Iunetiorala on C ks contiguous, hence libecwephnac on U, 

Deuie by Heft} aod H[U) the get of all Cz- pandas аш hƏujirraartaktir: 
finetions on Ur, respectively, Fur F € Не: and any T E L, there exists а 


ungue sequence of evmmetrir n-linear farms [ЕЁ "ug my. p" = = fi EM 
sieh that s 
lx 
= rin) prs, ` 
Fin + £] = Fin} + » zn (fa. (2-10) 


where É belongs to some open ocighbourheod «uf the origin of Be. IF ë Holy, 
then (2.10) holds for anv £ £ Eg. 

‘Che next rosuli ах well known in the Мичу af severa] complex variables. 

Lemma 2.5 Lc! zn e Wow > 1, Fou comple fenetiom on ШЇ". JF fer 
omy 1 Z k Z w он (nis. een teas En) € RTT), the map гь eof 
Fla. -. Шаа ER. Eki t En] Bas gz entire илаш сонип н on Q hem 
f has an entire gnalytse continestion on E^. 

Definition 2.6 Let F 5e n complex function om E, Q s Pd < HF aatisfiec 

[0,1] je any fg £ E, ihe map X — Fig + Af) has an entire analytic 
атин тигет nn Ў 

[C 8) there exist constante C7, A > 0 and pe Pe. such that 


IFisf) S Cap K| Oey уре Eee. 0211) 


then Ё тя culled ёс Oy fureter. 

Lomami 2.T Legg @ < 1. Any Uy-funettional F has a unique entire 
аши reniinuation on Er. Moreover, if P aabisfes (2.11), hen fer ang Ü < 
p = 1, £t ÉE Er, we Rritue 


Е) = ivl iÑ : [2.13] 


where C' = С — p] E, K' = (Верта 28 7 

Proof We first prove buat F has a unique G-entine analytic continuation on 
Ep Беше still by F the functiona[D Fig + Xa) on Eg m Definition 2:5[C.1]. 
where gn, E й, A E T. For еы, ду Е E, consider the map 


(yi, £e tal — F [gu + шуй; mug + Тапа), 121,02, Tal € EP. 


By попил (6-1) and Lemma 2.5. this functional] has an entire analstic contin- 
uation on O. Tu partinuler, this means that che extended functional F on Ep is 
-endirs analytic. 'l'he uniquenesa ef G-entire analytic continuation 1% obviaus- 

Mow we prove [2.12], which implies that F їн locally houndod, bener entire. 
Py (2.10), 


Рам) FO 1 УХ RP. (2.13) 
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We have the following Cauchy formula (ser, eg. Nachbin[1]): 


Th] Fic 
Bis 2 42%) 


1 
h' Ami [=н de 





dz. [2.14] 


Let fç E. |f 1, 8 = "ЧЛ Se. Then by (2.14) and [2.11], 


| LAT j sens ne RURIrIS To? 


m al o 
LOS 1 ' 
(a т) a 
Неси bia Ge borgene of E". wc have 
L pin? = п! EDS = g 
Em- e AP л" n| 
за “чү 
Ci —ə ar a ee 2.16 
бі Me Y (218) 


By the polarization farba [Chapter 1 [2.1111. WA fo C E. 


“+ K XT A. 
deser) Her. (217) 


FP 


Sino RAS is an езү dnear form оп Eg. by (2.17) and the inequabity 
Ur + ur < ote? + р?) we obtain; VE oou E En 


(omm 
esee ms + Пк, 


ese OS s "us 


TL 








vec [ЦЕ] : (218) 


一 上 





Hera we heves sea] clue amrsquadity te" zal oe") Finally, by using Holder inequality 

[taking а = 2/[1 — 23 amd t = Z/[E | BY na n poir o; conjigntc coponente, Le. 

TL 471 m 1), fror 12.13) and (2.18) we deduce (2. 14]. E 

Leuung 2.8 bet Qs dos |, F a Ba fanctaanal sotisfnng (2.11). tet p > p 

b awch thet dae embedding Ine from BL; to FL, et Allbert-Sehinids, end g e Ж 

with 27 > eti EE y “I lfs- Theu uere шгїнїн o ungur P Є (IF ws im: 
such ihat F is the S -imiton of B. Moreover, we hawe 


| _ UR si-i _ A" 
ПФ. а-я £ С [2 — 2-е (3) Ine ls ^ (2.19) 
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Proof. We use the notations in the proof of Lemma 2.7. Bv (2.183, V > 1. 
ri"! їч continous on £g with respect to every variable £, = Eg. Hy tae nuclear 
Mieeren (Chapber 1. Theorem 3,17]. there exista gà € (gen such that 


(INIT SEIT: Y — s FS bi beh е E Be (2.20) 


Let. {exe E Pe] he an orthonormal Dase o£ Ay ale, Е E, VE £ IV. "mne 
[re Bee, где INE Z iE n] is ап orthonormal base of FEY, we hawe 
[bw (2.22), 2.17] and the inequality a? fa! < e] 





; 1 
lane = I Ке mmu) 


E, “En 


- Ух ае, eed] 
[Eom 


= Сп: HESE (x PEH 
= eur e y T „ү, | (2.213 


Pat as = FO, =. {gn}. Then (2.19) follows from (2.21), Баша Е (Hp а]. 
In particular, Ф c (E z^, and for f € E, by (2.20) and (2.13), we obtain 


Sa f) = Sten p 


= Р{0) + E Seo Uf) FU. 


This means that Fis the 5 галенит of Ф. E 


The following thene gives a charamcierixatian of spna ЕЕ", tzal, 
in terms of the S-transinrm. 


Theorem 4.89 Let O02 S = L. The mup F: E — T r= the S-Ironajorm of 
some element af (Ez if and only if F i a Oy-funetional 

Brook — ihc follows from Lemma Z5. It remaine to prove the 
necessity. For Ф + (Eig. there exist р, = P such that te (На). Put 


F|F) = S607), f & E. Then the extended 5-transform of Ф (still deunte by 
Fis just the ёте analrtic continuation of F onto Eg. Let 下 一 [ga] Then by 
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(2.8), 


{у S Liter | 


ты! 


= 
€ S lel lgal-p Z|: 
n 


< (Shaya vg, | ) "s (3) "amma 12 


Fi mE 


= HE |- TNT ( » (2) 1 этге 1/3 | i222] 
n-—ü ` 


Take < р < 1. By Halder ineqnadity (Waking 17 and 1201. dj) asa pair of 
tongue exponents), 


a -5 Д T 
Ў учир 


¿[S оу ад EL 

s (Lee) (X uim, Sy 
n= ric 

= [L — p) expla - spares a7 rir psp үзү. 


This means that F satisfies condition [£2] of Definition 2.6, hence ig a Ma- 
funetional. E 

Remark We shall denote by 571F the distribution correspondarg іо the 
Ls funetional P. 

The following tun Theorems are irportant corollaries of Theorem 2.2. 

Theorem 2.10 fet D < S < 1 and [Pia < IV) n seguence of la- 
fimetinnals, Jf the following conditions are satisfied; 

(ie Yf c E, ELF S IV} iz uú Саада sennezupe in d 

(2) there evist p E PY, und C, K > O such that 


| Falaj} is Cexp Külzllflo)79 , VF e E, va cn en > 1, (2.23) 


then LSU Fun IV] converges strongly m UE). 
Proof, Hy Lemma 23, ther exist pg c dioc К 13, such that 


[So ios, yea SOC Әр, (2.24) 


Gouditior [1] implies that: vf £ E, thc sequence (5571 F, Бу n € I] is 
fauchy in £ But the linear spac spancd by {©}, f € E) is dense in (Hg), 
hems by (2.24), (87! F,, © IV] converges weakly in Hp ,ar аа m 
(ЕЙ, However, sine the strong comvergence and weak convergence for ve- 
quences in {E}g" are equivalent [sec Chapter 1, Theorem 3.12), we conclude the 
thearein. H 


Wie mi == эү 


piei 


wa i t v 
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Remark. By inequality {2.22}, the converse of this thenrem je aleo Erua. 

Theorem 2.11 bets 5 < 1. [fü Тү] а meurure space, п — b. a map 
jrom 1] te (Ee. F. = Ф... IF FL saiae 

(Wi wf £ E, the map. — Tl iw mensurehle on fa, Fi; 

(2) there exist K > Q. pc IV and п non-negative e-integneble function Clu} 
ieri fr амай that for pF- ыг, 


EL (sf) IE Соу ер Fz] VZ E E, Yz £ E (235) 


then there exis? py = PV, much that w к—+ È iç Bochnsr sniegrulble on (Hog - 2. Lar 
and 


s(f ә.) = [seul YEE. GW) 
ü ü 

Proof Ву Lerma 2.8, thera exiat gg € IV, pn É (0, 15, such that 

| pe САЦ By даа... (227) 

But condition (1) implies that, Vf £ E, wes (fb Еру їй measurable. Hence 
We Ue arl, ш — (iach) is measurable, Mow by [2.27] and condition 
(2), as ат (Hp A valued funetianal, o: — Ф, is Bochner integrable, and 
(2.26) bolde [since SEF) — 40. £191. п 

2.2 Local S-tranafarm and characterization of (Ely 


We naw turt to characterize (Е). Lat fo Eg; Then £p £ (Hp ha f and 
mousy: if Z7|f|5 < t- In fact, 
pon 


НЕ 2 = S ommum? pan z 


ELI 
T ES у" . 
"1—0 


Hence Ey £ (E) if and only if f = 0 and wg cannot define the 5-transform on 
[EJZ as before. However, since 


(Ba = lJ eai. 


pad 
we ran define а “local S-iransform" am (Eye. Put 
l'pa = {EE Ee: 21| c1]. рей. цей. 
Defnition 2.12 Lex с (E] gl. Feke pig C IN such that È € [Hsu ile 
Ек Ф ~ {on E Ny}, put 


ЗФ) = (Ep e b Ima Ea) Е M, 
ttl 
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Clearly, $B is a halcyorpiic functional on Ёй. it is called the local S-#ransform 
af 3. 

Denote by НЫЕ) the space of all fiactionals holomorphic at Ü £ Eg (see 
Definition 2,4]. Thus, We [Ec] SP < Holp[Eg). Let £1. F4 € Но Ez) Ш 
these exits an open neighbourhood É o£ ü Є Be such that Ау ant F, coincide 
cu Ëf, Ll Fi and Fy are calle] equivalent. We shall denote this Equi valenor 
relation by Fy ~ Fy. 

(Ee. їз characterized by the local S-trangfonn as foliowa. 

Theorem 2.13 (1) Be [Ep then S$ € Holy Eg). 

(2H IFF € Hola [ Eg]. then there existe o unique Be (EYE! suck that bP 
Move precisely, azaume that F is holemorphie am UL, for aome p. q £ PC and 
LP S C for some C > ü ang al £ £ Upa Letp' > p be such that the кюй 
dop tan Ho de Hn ig Hilbert Sehmadt, and p = 2-59 q He? aa: lia “oa for 
some E ЇН. Then Ф corresponding tà F belongs to {Н oy ep olde and we Асом 
the estimate 

Ill p esi = ETL mi. (2.38) 

Рам. [1] is camilv verified. We shal! prove (2j. For М — 1, E € E art 

|z| 273, z E ©, we have 


(у= у SA ey. (2.20) 
n= 7 


Dy Cauchy orumila (2.14) (taking R= (91210), 
| = БШ < canino 
By the hameyecceity of pM and the polarization formula [Chapter 1, (2.113). 
| zia e| e cant en TË lpie. (2.30) 
i=! 


Herc wo have naal the inequadiey [51]7 557 g е", Thus by the muclear theorem, 
Tn 2 1, there exisra a, © CES] such that (2.20) holes. Moreover, procceding 
similarly as the proi of Lemma 2.8, we have 


los F.. = Кат, ТЕ n 
ыг Cage's ye n Chali 
Let Ф — ignat € Wo} wich a; = FUR. Then & £ [H wy gtd ie, and (2:28) 
lauds, Clearly, Amb and F coincide on Ur awa": E" 


Sumler te the proofs of Theorems 2.10 and 2.11, we can prove the following 
Pa атти. ат. aopollenes of Theorin 2.13, 


- de ——F. .- 
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Theorem 2.14 Let FL € Но р}, t E Pv. 1f the following two condit wus 
лге nectaafled: 

[1] there exist pe EV, q € Ft and C > 0. such that for any F^, holomorphic 
on Mag. | PAUL [S 0. 7$ € Uya: 

(2) for any £ & Da. (ELE), te £ JN] is а Cauchy sequence in T. 
thea {9 LPa) converges strongly in (E. 

Theorem 2.15 fet fh, Foe] be à турлше space, w e P, n measurabie map 
Кот Yk te (Ely. If there exists p C EV, q € Dt such that fhe facet 5-fImnajartü 
Fu Gf ОФ. із well-defined on Ua ard 

(hi VE c By, wrt BLE) tš measurable: 

(2) there ezists a ron aegnlive v dutegrable Faction Cu sueh Lab jor p-a t, 


| Folge TS Che]. МЕ E Pea, 


then сто exist p' g^ € PV each (hatu eb de Bochner integrable in (Ap gin 
ung 


sf Í 8 dii) (еу = А S, del) , YE E а. [2.32 


т.а Two character!zations for testing functional spaces 

We have characterized the spaces ЕУ (0 € A « 1) and (E]z! by means of 
S-trarsform asd local S-transform, respectively. Wo now turn io the characteri- 
zation nf the testing Eunetienal 3paces (EX (à = DB < ca). First, since (ЕЙ. лз а 
subspace of скр, we can characterec [EXE by mans of Stans. 

Thane 2.16 A funchionaeld Foon E is the S-tronsform of some element 
in (Eye if and only if if aatinfies the condition [C.1] of Definition 2.8 and 

(С.З Cpe IV. Ve s 0. there emite Cpa 15 О anh that 


| Flas) |£ Суар Te f|) vf E, : £ T. (2.33) 


Praef — Becnexuty. Lel ye € LES. F = Sy Obviowady, F rariafier [6051]. Pine 
pe Wp. similar to the proof of (2.22), we can prove thal, Vf E E, z£ CÇ, 


FONE Dells s E ()" repu)". en 


n= 
Tor а given = > 0, take а 可 large enengh soch thal p = 291 T] 
=]. By (2.341. 
1/2 Р 
|Ftsf) аар") вем Sy}. (as) 


Hece we have ased the inequality [тї] 1170727 < expd tl + Shr rio] . Thus [12.31 
holds. 
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mufücicney. Suppose Liat F satisfies (0.13 and (Ca). In 2.13), put 


a= [uM 


Just aa the proe of Lentma 27, WA f, É E, we have 


EINE ы = Сы. К, Tem um I | Fy Fp 


se. (5) [ёс Тл. 


! 1 





[2.35) 





Dew similar to the posf af Lemma E. there exists р C (EY? g 7 ful, such 
that 55 = F, and for any p. q € N. whea є is sufficiently sinall, 


-! bba] = = 
М2 < 02 ауа) itr | lii 


le iaa 7 E [rg 


n= 
ind 
0,5 (se (55) els)" «oo. 


which means y = (E). ' 
We shall give an alternative characterization of LEYS which is more tramspar- 
cnt han that through: S-transform end ів were convenient co паг. 
Definition 2.17 [et Ù < œ < Z and yp ч compiler function on к. If 
Vp E Дүр, p ir cx entire funtion an Hpg (see HefnrHun 1). and ve > D. 
few esis Cpe i aueh that 


те = Cpeexpdelicl? ob We Hs. [2.37] 


Buen y ta coed an entire function af pruwth c and minimal tune. 
Denote By AT ERG the vet of off entire functions on Ez af growth a and 
minenak type and A (F) tae restriction of АС [Кр tn E", т.т 


AFLE = fle. : фт АЗГЕ}. C2584 


Here vls- denotes the restriction op y to Б“, 

(Eje herny п sabapace af (£7 eo, every clement of (Eye is defined almost 
everywhere op et, Thus (Ey. is а space of u-equimeienee claxses nj fonctions. 
We shall identify the u-eruivalence clama wilh Ha representative. In ua senye we 
have 
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Theorem 2.18 fet ü < B < so, Then [E]. = ACE). Moreover, 
fed pa c TV be such that the embedding from Hu, to H їз of trace einas. Then 
Wp? руг 0, dge ЙУ, С UU, such Dat 

дт] < ellos Cpa exp felz 1. (2.39) 
where Q ds the conmtinupus version of co. 


Froo. Let E (RUB, ре (hl te, 


Br) = Ue же, (2.40) 


м1 


where the series смог in L'-sense. For g. z E Й.п we have 


іе dy}®" |_, = Uel- + [y| 3? 
= [(lzl-s + yl )7f7] 5^7 
«а pm + ummy (241) 


Here we have used the C -ineznality: (a + bF x (277 v Ha + brc, 
ub > Ú, Now by the Minles-Sazanov theorem, for any p > pg, the Gaussian 
measure B is supported by Ħ, Thus for p > ру and q sufficiently large, 


Cha | eofn ap TE i lady) scm. (Qm 


By (1.4) [it alea holds fer z £ Eg) we have 
De УЬ} liata „ёл 
n—Hu n=] Е" 


x Wn ang 


n-nD 


x f, inn E Pha yir] alo) 
sel. 3 Cf. ata) ] ^ 


n=O 


号 lella, a (f. S (un- +4) 


nc 


x [p 99 да hn 
„ке at wi гаа Я 12 
<llvllboa[f efi + a2 E (17 + iz sta] 
= Mells.a обер H ipia nta } . (2.43) 


il] Aira 172 
uiy) ) 
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Hene iy 02:43]. Ër p = pa, the following function  detined on Jf tarte an entire 
functi 
ma 
Ci e Өй" grs (2.44) 
n=] 


and ve > D, Yp > po. when g js sulBciently lene, 


L2 1 аа sexe] e] P. 0.45] 


Opp be atler hand, for ü < p = om, we have Hag ct Ныл and |=, = 
Je] „- Thus ф ia ап entira function on ff 4,5 and (2.45) holds. ‘his means 
ec Авер. Since gle} = gain), paer € GE", we know that y = tp. E 
Atie). 

Conversely. LA p = Азн) Without Iaa of generality we take pa & PV ¿n 
Definir 2.17 auch that ЫГА, } = 1. Than Vp > za, Ve > Ú, by (2,37) we ave 
[using 7, -iTe shy ] 


Jatt z!) |= C, expl еш > Mi \ 


< Cy exp fear та E }охр{ eS | rn [2.46] 
Fut 
{гу = f. ela + z]utdz] — 2 € Hie. [2.47] 


By the Pernique theoram (E4243, we can take Ü < e 5 e sufficiently яшай in 
(2.48) auch thas the above integral exists and W is an entire fonction on H- pap 
New by (2,45), 


| ete) [e Ch, ep en ^ m d (248) 

Tut р]. is obviously in {1%}, thw by (2.7, 
Зета. ТЕК. (2.49) 
I Блез from (2.47) and (2:48) that Sul satisfies tie conditions of Theorem 
216. Неше pl € LET. ' 


Hemark. Dy the aboe theorem, every elerment ef (E). has а unicue continu 
gus versian. Henceforth, eoncernlng elements of (Ys. we shall always Lake Leis 
onntinnous versus. 

Corollary 1.18 Lct0 < 3 < ca, ELE n € N. эр ae in (EN 
ther hit, uu Malt} = vir), Vr < E". 

Proof. Let z Ho up 2 po, where рь satisfies u( Hp) = L. Then by (2.43), 


lanla) — ez) < [һе — v loa sCiexp(atgliz| 39] , 


thus реш) ж ye), ' 
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Corollary 2.20 led < ñf < oc, Then (BIE is closed under multiplication, 


2.4 Some examples of distributions 


We present here same examples of distributions, many of which will be gal 
in the eur]. 


Нашае 2.21 [тенетш capenontial funedionata). For z € Ez pul £. = 
[3277]. Then £, E OF. Wenppore 2c Hus then vg € I, 


lé tu ua У Ц 227 pat = ep aah (20) 
та] 


£, us called a [рспегайтел exponential functional, il i а Hine distribution with 
S-transtoomn 


SE Af) = elt wy £= E. 


Brample 2.32 (fuussien measure with commer prometer), First for À > D, 
put 
ul (B) = ef 'Bj, НЕЕ", (3.51) 


wF = E. pu 
ot) f Erta Man) 
= f sedie л — SU Pru aa) 
= {чч АЛ - MI ade) 


- $ Cyr(z)ntdz)exp 52102) 
E 
= exp[ =! rf]. 


‘Then bv Theorem 2.9, i5 is the S-Lrunsform of exime alemegi in (EJ. Denote 
S IC by F(A). Then F(A) can be regarded ав the peserulized Peadon-Nikodym 
derivatibe of i^! with respect to g, and it is a Шан distribution, In this sense, 
we cun view the Gaussian measure with parameter А? xs а Hide distzibution. 

Now for A € €, put Gif} = expi 032}, f € E. Then G is stil the S- 
transform of some element in {БЕ}. We denote 574 by FEA) We shall give ite 
chaos decomposition. Since 


я — [A* = 1) 
exp Spip) - S5 IP a 
к-г š 
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Comparing this with (2.3), we have 
ЕКА) я ina n OF, 


D 1 a = 
Фар =O, k= ae ,kD. (2.32) 


Take p £ JV such that the embedding Jop (tor Hp ta H i5 an H-5 operator, 
and let {е} E FV] be an пришел] hase of HL. Then by (1:2) 


FË, = Y t epe - S^ les ej 


i=l £.i—1 
= 3 lePie, = [opll fy s - (2.53) 
iJ 二 1 


Thus when g € R and 2° > | — i| Fog] с we have FOX E (H, ане 

Brampe 2.23 (d-functternal, Motivated by the Schwartz' theory of distri 
һи, Vu E EU. we want ta define 2 disttbiütiu 6, with the property chat 
We € (Phe, (hed) = tu]. IL surh a d, exists, olen for any f Є E, 


Siyl fl — Ep A1 + Eriy) — exp ЎР. (ao) 
The r.h.&. of (2.54) аз indeed the S-transfarm of some Hida distribution. We 
danota this distribution by d, (called d-functional]. Since [Er E E] is total in 
(2), by [2.53] and Corollary 2.19, 
(dy) =a. Sur £ (E]n Yy Е Ep [2-33] 
More generally, Yy € Ef the chs. of (2.54) is the 5-Aansforir of some 
generalized Hida functional, wa still denote this distribuzinn br åy. 
Now we ane golug be deduce nhe diaos deeanupasdaon of &, from ies S- 
transicrm. By (2,54), 
S& (f) =exp[ty, fy — 2172} 
wet ТЕУ Coh [£P 
„у ЖЕМЕ" TT 22m kr 


=й 





as бк merti 
= DS ү x» are, pe 


= in 


1 
= Bote ees gira gr Be, gem, 


п= k=] 
which implies 4, ~ {м}. Here 


[=;2] 


i-l} шъ зар ЁК 
Он = — Tr. (2.56) 
5 2. (n 一 Ерт 
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Пегла. By (2.54), 一 РҮП). 

Erempie 234 (omportton of a Schuartz айгүл unih Wgl. For F E 
H, f = I, ТЕ Б“. we shall define the кпн топ of T with Wy such that it 
із a geueralizaliet af the usual composition of functions. First suppose that T is 
а bougie Borel Гогаля, Since T'IW 4) E (£3), ics S-urxushorm can be computed 
by (2.7) ая fellows: 


STIW; LE) = L ТЇН + £f de) 
i 
= TI EL ES herde 
J TQ + ine tae) 


= ГА T(t + (patt) 
=P рун}, (257) 


where “+” denotes the convelutinn, p|, |a (E) denotes the density of dhe normal 
distribution with variance |F|", i.e 


Pura tt) = — оар " JE 
TU rl aE 
Sew let T € O° UT], since руда € SUR), T + руа makes sense BE a lemperal 
abiman Вота ‘Thus there exist cj cs > ( such that 


|r zie) ез”, 


Hence £ — T'*pigs( } £1) is a Un-functional on E, and by Theorem 2.9, it is the 
S-rransforzn of some Hida distribution, We call this distribution the vomgposition 
of T with Ws, denoted Dy T [W E), 

Hae 2,17 й dall zh is usually called Donsker 4-funetiane! [ec Chapter 
2. section 4.4, Example 1}. 

Кени, 1 Tn C ST[NE п 2 1, and [Tn] converges to T' in S" (I), then 
[roto the proof of Theorem 2.10 we know that the Be ee аи тзг 
to PCR in (57 j. Lo particular, Tor any T £ 80), we cun select. (773 C SU 
auch that [T | converges to T in S" (A). Thus T(P) is the Limit of the sequence 
{TCM's}. > 1) in (EY. This shows that the composition f T with W defined 
above is reasonahle. 

Example 2.25 [Local time of Broumion motion). Consider the classical itame- 
work for white noise anale E ~ SUR), H = Р), К" = SEM Far 
s > Ü, we denote M, | by W,. Clearly (И, т > O) їн а Gaussian process and 
ЖМ, 一 Ww)? = st- The condor verginn of [M a > 0} it Jt а Brownin 
кый on (5* LET]. ВО) м}. For e £ R, ibe local time Le of [W,,2 > D] 
Bi n cm. be [prmaliy defined ac 


L t 
- f HUH’, ahaa = f A (W,)s. (2.23) 
ü KI 
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We shall prove that the above integral ezieta in Tiochner sense. [n fact, for any 
£ = SUR), by 2,67), 





Sa iW = — mpi - a (f em) E 


v ads 


Hence 


E 


| 58, 08, zt} Z. a Seed ise lelve] + гар 





R. 


А pU T. sx pe z 
=: meis + galta 
1 r š 
— == => [^ie z E IÉ. 


Here EF = fa (|а. New the аз ниги folluwe fron Theorem 211. 

Brampie 2.26 [Dor measure). Still consider the classical framework [ur 
whike noise analysis: E = SUR), Н = Lum. E" = STO). Let [RI = 
D] — 1.2, he twr independent T'oisson provosses on seme probakilily space 
[f F, P} Pur 





Al p t > 0, 
Len) ow бей. 
Tt Ls easy ta prove that VE. Е OEE, 
g |. in on] =ехр{ f tert јав}. [2,50] 
F 


Denote by m the probability diseribution of P on SER). f ан called a Poissen 
пагана, Now by (2,59), 


Í ERE gids] = exp Í J {ла _ jt). (2.80) 
5"(Ж\ п 


к= exi f ento if fani Ребра. —— (nen 


{егиу F да an entire алиби: junction on S4Fz Thus by Theorem 3.14, 
the Pois гпевашга x for, Los Bee ri Ваал Кукан derivative dm iu with 
respect to p) can bo regarded as ап element of (E371 with local 5-tranaform F. 
Dx [2 81], when 9 95 |n, 1), Pis not e C's-functional, hence qr da g (E) ` 3, 
EPE 2.27 [Multiple intersection Den tima of Brounian motion). Let d > 
2, Consider the classical Éraraweork of white noisa analyaia (E) — (LT) £ EY", 


R2. Characterization of functional sapna 187 


where E = SUR), H = Ey Et = Sum Let {др E Efl be a 
d-dimensional Brownian tition realised on [E 6). Lc., for any f c sim. 


B E izj Р = (z. Py. рае g. 


一 mL 


Let dp Ee the Jirac mesine at O. Then she local time LYLE) of [Ë at D can 
be expressed ач Lhe Rocher integral 


Hip) = f So (B. eis. 


Ir is natural to кине that the selfinterection local time of Í B, | can be expressed 
mo 


f fof B. — Bodude 
bxucuxt 


It can be proved that the lhe integral makes sense for d = 2. But for d > 3. 
the above integral does noi exis in (E). We now show now to "renormalizc" 
this inter sa bhat it ales sense. 
Fira, bet AU? Le dhe subest, uf d-tuple dices defincd m 
A tml = [oz (eri. al йв, E Wyle i 二 由 as =m]. 
Clearly, any 4 £ L'(E*, и] has the following chaos decomposition: 
V7 аа Degni Jal feed 
lel? = $55 еме LAP 
where fo C Hi LETT 


LU f 1 эы} зав лн _ cod BE 
In general. nr с т |" has a similar choos decomposition with fa ear, S |, 
Denote by | |o anu | - |, the norma an 220479) and ап 5.09%}. respectively (вес 
Chater 1, tn A. 
For e = (1, --,a4) € Je let d, be the à-Function at а. It can be masiy 
verlfied that the 5-trameform of á; [ Oy — Н} is giver Dy (scc Example 2.24) 


а z 
а, omae idm Ј 90) } 


From іш» ih 15 тачу ty pban the thas decomposition af df 8, — Н: AB. - 
Blow Isl! tn, uh o € л}. where A is Che set cf all d-paple indices, 


ЕТ 


d 
= 一 га Ти Rm т, т 1 s мш Me 
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Here ey is khh carder Hermite function. Moreover we can prove tliat Vp > Ü, 
ñ (E, — B.) E (En p- 


Ika 2 Q. then Yt > Q. p > Q, 
mth = { SIB, унаар s 
Of ue ut. 


By n delicate calculasion, He, Yang et al[L] have ранец slat Dur ay £ > 0, 


u-2 
sunm f [Aso - 3; у, nomeu) аа 
быт r oP cated j 
із а Hida distribution (called the scli-intersection local time of dq-immusional 
Brevi awin |. 
Let AI! = {fe fern e Ot K o os < waqa). The CE + tuple 
aelf-interpection laesi bima al {В} can be expresscd forma Iv as 


Е 
(ер = f. BEDES 20 Ha MES, tty yy 
Al int 
Гог d — 2, Imieller and Yan[9] have arrived that the following renormalization of 
ЁТЕ), 
= 1 
MITES B | T Б : 
Siti] Ды П |i ga, Ped uta -t Jes dis. 


is a [lida distribution. 
83. Products and Wick products of functionals 


2.1 Рета of functionals 


In $5! af Chapter Z, wc have cetabbisleal ы formula far Шив рген st lave 
Wiener [unchiogals Ё...) and Jaton, where f, ë A?" g, c H, H - 
LAT BA). Ти Lite product formula, there appear contracthona of f. and йу! 
Р. афа, D Ld san ñ m, New we define the contraction in tensor prodded af 
Hilbert rpacez. 

For z; C Hp 1 Z š = Е Ap ] Z š = r. put 


Ím = ae 1 Мы = He Thi А (3.1) 


Let ü < & = man, We define the contraction fa Ge gs of fi with ga as 


k . 
fin y gu = II Tha — £2) ( жт” 4) a (er; н). 12.2} 
i=! 
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Then fr Gy gn € Hmm ЖЕ. 
Tet {e f Z D) be a base of He Put 


En = GL its; F e == ducas). [3.31 


Then {ел , & € А is a haze nf HZ". B. can be emaily verified that far faa and 
g= in [31]. 


fa Bre = Уу E [Pra Ee TR aligats ea Jes Gey. (3.4] 


Pim дЕ р Cr" 


Moreover, for general fi £ HET and s, Є HË” the series in the rhs. of (3.4) 
ramverges in Дън Tk and 


| Fen E ma |=] ¿a На |. (3.5) 


Thus we can define the conteuction fin S ga by (340, When А = n, we denote 
Fa Bn ge by {fm dat- Im this way we obtain a bilinear continuous mapping from 
HE™ x HE" to HE" '7—"*. [n particular, the contraction defined by (3.4) does 
nol depend on the choice of basea of Ну. Furthermore, for Fa € H9" 5, c He, 
wr can take a base of H rather than that of Ae in defining the onntraction el. 
and gx. Thus gives the ваше result. 

Now for fa £ HEUS a, € HET. denote the gymmeirizating of Ém А fn bv 
Ta Ela hy, Tien 

| Fera. || fm || Fa | 1 13.6) 

which follows bom the fact that the eyminetrization does tot increase the norm. 

Lemma 3.1 fet 3 > Q, mme Then 


пала 


2: s) М [ims т — 2433 3^ «c (mtn gi een (2.7) 


к= 
Proof The rhs. of (3.7) cau be rewritten as 


Se) Ciro) шше. 


This when Ü x 2 =], 


L 


xum kd = 
lh.s. of (3.7) = Y (" Ж (" il ua P. cap tit 


тега m+n) ot m+n — 2k ipe I 
(ECE Cmn ce 
< giniEnill Ay атте et! LIU 


= 27 *" rainy tesa А {З.В} 
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If š > 1, theo 


]-h.a. oF (3.7) 


à M send Ey imah H 


xt 
A m + n — ZK Lea 
= | 3 ( Ё ) [minlp T 


к=п 
< yi imn]! T (тїп!!! 1 EIE I (3.0 
Thus (3.75 follows from (3.8) and (3.8). | 
Now let fm € H9". 5, E Hm Similar to the prooi of Proposition 1.8 in 
Chapter 2, wc have 


Ls dn nbn) = =a? Зн). man 


where fgg ів the symmetrization of fin Fe qa, 
Tn the sequel, let p & Fa, ge AL, ñ = 0, and (Hg 4, г) be defined aa 11.18), 
Theorem 3.2 [Fe > hy = 4 + 201 + Й) — z, we E (H, a ele, un 
ec EH s а al. uud 


Мда S 1 — 277) liar slip - {3-11} 


Proof Irt p = Eom Imm w = nlm), By (3.10).[1.15) and (3,7) 
we hawe 


мим 
Һа E Ун) (ааа аә 


mma к=] 


xx Уа") е ее zii eA uas 





™ "=O AD 
eo 
€ у, (minh "дт" канны агар ЕА 
Tm,n-l 
E 
2 53 golem), LEUTE =) 
19—41 


mm 
at ( Y таасан ШР le} 


= 让 一 全 elle alla " 


Remark o Let aye (Hye. ü > NIL + ñ). H a = (fedus. then 
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by (3.10) atl the proof of Theorem 1.2, wy = [hi], 


= э, Y А ee Ж aT pet jr РИЧ (812) 


m c nod kc) 


where the serie ia the rbs. o£ (3.12) convargea in He, 
окай) 3.3 For = 8 < m, the map [ya] E. wn ds eonmmous front 
LEN x (Ey in (F). 
Bemark. Let ee (EVR F £ (Eje. Then by Corollary 3.3, there exists а 
utique G € (£427 auch that 
GG eH = (ee FI. W € (EM. 13.13) 
We call t£ thc product of z and F and deyate it By gF. 


8.2 Wieck prodocts of distributions 


In general, the product of distributions is not well-defined, but the “Wick 
product” makes sete, First consider two exponential functionals (eee Example 
2.21] £, and £,, here p, 2 € Ez. we call Eppa the Wick product of F, and £,. 1n 
thie cane, we have 


S54) = SEDE) WEEE, (3.13) 


More generally, for 0 B = 1, а V E (Жүр, put 


Fit} = ер). EEE. [315] 


Then by Thearerm 2-3, F ia a U ,- Functional. We call £7! P the Wick produer of 
i and w, and denote it by g o w. 
The char- decomposition of Wick product an he expressed as follows. 
Theorem 3.4 Letü <= B < 1, va ELE, a sd {вл}. Тыт 


сео fhe}. where 
СТ [3.15] 


T+ dm d 


Proof, [Dy the definition of Wick product, we have 


Le = Sev) 


im 
Se £s) 
- Ties 7) ton £87) 
Tul n—t 


=Y > aga, £9] EE, 


isl Е р | 
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thus (3,16) Folloass. Ë 
Example. Lat F(A] ёр Rud £, be defined as in ft. The 2.5 ! 
; | Then by (2.54), 4, 一 

£y 9 FID]. £, = à; e БҮТ di iti 
New suppose that J z 1, pow E (Ele oe {fah ~ ask The S. 
transíorm of ә or w perhaps do wat exiat, thus we cannot define their Wick 
product by (3.15). But (3.16) still makes sense and one naturally asks whether 


the sequence {hn} corresponds to an lement of (ЕЛ? The next theorern gives 
an affltinative answer. 


Theorem 3.5 fetpe Z,q,rc Ft, Ja. w = UH Su eus eo {Fab b = Cs]. 
апа {hy} be defined by (IJE) Then Vg > (1 + ту, ТА р corresponds to nn 


element of (Нант е, demoted by ce V. Леп the Wick preduct of yo welw 
Moreover, we haur 


о ЕЕЕ тое 1 
et | 11—09 "бү j Ie llnl ayr . [3.17] 
Pro Ny (3.18), 
Pi 十 rm с" z 
[atria eja, | 


< (nf)! ra ( E Алыр) 


AT ií-n 
EN z REE і 
=ò E (P) Fa Eo E nidal) 
kin 
s apicem {Ун нуз] (S recinto y 
k-n i-r 


< gn[-et түү] | plž „| m ` 


апа (3.17) fellows. Р 
а aa Both (Е)? and (Eye are closed under Wick product, More. 

oer, Bie map igo, eee É бв G confinuonst bilinear form from (E07 x (Ez 

fo (Буг and from [Er СЕЮ te (А72. ° T 
The following tacorem gives а more precise result for the ras (UE. 
Theorem 3.T Felpe Zm q Fi. Then ve > 0, 


le ella. Z it ора. [3.18] 


Рим, Let e = {in}. s "ч Ignem 1A. ]. Then hy 3.38], 


Ed 
a 
Fou lie, = Y Tkali 
ni 


< 2: m s llla no) 


krů 
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= yee >` EATER MTM P 


тй k.j-ü 


Ж. 
25 a ET felall 2. 2n е gs Ир»; 


k=l n2 
^ £Ha З gin - hi z 
= s z lfelplfilp Y ` |a - &lz 
E. j zt RIA 


. 2 


M т. 
: [= д) IS. 
k-n 


=) 
-k P ү? 
= x3 2 °) ее еа. 
k-ü 


Hence (2.18) follows. | 
fiemark, [In the clesia] Framework for white noise analysis (sce section | +}, 
by (1.25), (3.28) cun be cowniten as 


lee |а. -a < (1- ПА AO Ill esa. a a. -1- 


This is ап improved form of an inequality due ko Vaga|l| (вес aimo Hulten- 
kvencal-L е-е). 


3.3 Application to Feynman integrals 
Consider the Schrédinger equation 

x = ç (2 " vj d xd xke (5.19) 
where A is the Laplace operator on Jf, V ia a real Borel function or R’ itep 
resenting the potential}. In 1548, Feyum- conjectured that the fundamenta] 
solution of £3.19] (called propagator) can be expressed as 


чүгү} = X^! Í x exp E ў [5922 2 Vivien {as} Dl}, (3.20) 


where Гу is the path space connecting z and р, PU) t а "Bat measure” пп 
Глу and M ip л penermalization factor, The "integral" in (3-20) iz wualiy called 
Feyoman (path) integral. But the "fat measure" Diy) makes ni sense in the 
ininite dimensional space Ts. thus the integral in (3-20) has nn machematical 
uraning- How to give the Feuman integral a rigorous tathematieal definitio 
in a loug standing opea problem, 

We now study Feynman ictegral fron the viewpoint of white nome analyais. 
For this purpease, cumider Arat the following heat cquation: 


m A 
a (ža = v) u, u[0.z) — fis), 13.21) 
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where À c U. Under certain conditions, the aclution uf equation [32.21 ie ex- 
preses] by ibe following Fevnmame Eu: formula: 


ш, z) = E|FVAB, 4 z)exp | = { ' WiVAB, i т\з ||, (3.22) 


where (5,] is the standard Brownian motion starting irom 0. In terma of the 
Hida distribution Р(Х} (scc Example 2.22}, we can rewrite (3.22) as 


u[t,z) = f ste + Ze Vot. Bu rou 
ЦРО) B e xj Ван ү, (3.23) 
where Che first equality is formal. Tn order bo make aanse the second] раа у, 
we mish give Ehe meazing of the product of the three terme therein, Let fla} = 
Syr]. Then by (3-23) we obtain the fundamenta] sulution of [3.21]: 
a^ (tz, у) = HPAI B, =й + yek арй I. 


Suppose that q` has an analytic continuation in А. Then it is natural te guen 
that the fundayneutal solution of [3.19] can be expressed Bn 


Gt.z, = ROVE, — p + le a ИНАМИ quy, (3 24) 
In amler to make sense nf the ha, of (3.343, We Uet pave Lhal ander sage 


conditions imposed on V, the product appeared in {3.24} ia a Hida dishrilbwtiuu, 
First, express FCA + z) sa the following Fiwhnnr integral: 


Vig, 12 = f EYEE es — 2) 


Bor r = PV. put An = [ti Ia]: Z à ett, m fb. Eben 


exp] Ji V(H,— zs] = bow Ë ачи, + x] 


Stn fed envios. Sie g, 


Tn. Ehandekar-Streit[1]. tbe oothors hove given & reasonable meaning of the fol- 
towing product. ав a Hida distributiun: 


Five. - y + 2h [ Bs ке), 3.25) 


I-2k 
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and proved that when d = 1 and Viy)dy i$ а eotipactly aupporced signed mea- 
aura, the product of the three terma in the rine. of (3.243 is а Hida distribu. 
Hare d = 1 is essential, for ш the calculaia the folowing integral ie involved; 


ati 


MW. = Í at П Ë. =з SN a 
“п ъ=1 


"Fhis integral existe ooly whau d = 1, anc un Llam case, 了 M -5 кр. 

Conoerumg bhe reasonabbe definition of the product in (4.25), consult also 
Yan[lO| That G defined by (3.4) © indecd the fundamental solution af [3.197 
has been proved hr resus of analytic Feynman integrals (Ecc Yan|[8]. Theoren 
5.4). 


§4. Moment characterizations of distributions 
and positive distributions 


We abhall give a unified “moment characterization” of distribution space É E) UP 
[U < # < bry means of this churecterization, We shal] prove that amy positive 
distribution in (Ez (0 < 3 < 1) can be represented by sete meanure. 


4.1 The renormalization operator 


The renormalization operator defined Баню’ will play a crucial role in the 
moment characterization of distribution specea, The notion of "renogmalisatien" 
has ita origin in quantum physics. In the context of white noise analysis, the eo 
called renormalizativn meso replacing bhie urinary product by Wik product. 
Thus for [| Н. G Ha, the renormaliation of 2 (denoted by fia) ie 

We, eo еН, = Ia (917. 8). 
We ghall extand the operator F to (Б [Ü Z= 3 < coy We Brat observe the 
fact: iflet É; ë Eg 1 = (< р = TE, "Уу, and £x the expeonentist functional 
delincd in 54, then 


(Ute. Esh = CILE, L (any 


n 
= Fisz- бо) ее F°. (4.1) 
t=] 
On the other hand. by Example 2.23 and the example following Theorem 4.4, we 


have 
(e E, oF (ON) = fe = рт], wr EE". (4.2) 


Comparing (4.1) ead (4.2), we have 


(Fe al} = (e. Ea o FO) . (4.8) 
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Since [£,,z c E"| is Lotal in (уй (0 c д a]. by Theorem 3.5, 
UR Gh] = (eG o FiO), VG e (ene. (4.4) 


Furthermore, consider the fiuncrianat 
po FT. TW), nem, Én En & Ey, [1.5) 


where f із а polynomial, Le, y i2 3 polynomial Functional, We denote the Брасе 
af all these functionala by P, Clearly, P C ll (E33, and P is dense in [E]. 
The aperalo: Я сан be naturally extended to P by linearity. hus (4.4) holds 
for апу ye P. 

The following theacm shows slat 74 € [Oooh A can be extended to a 
«ріл saprata from (Er ko (EM We call Я the rerorziulizzion орек от, 

Theorem 4.1 Fal c 5 c so, Fhe BEnzar pperatar A defined by (4.4) can 
bé extended te a conbinuoum üperafor from {Ele tia [E] auch Guat [4.3] Ads. 
The йезе PO] is alan continuous  Moreouer, 


(RT 2 Gi) — Fv , Voc [LA ск. — (ак) 


Prov. Taka p > Q, q 2 0 euch that 2% > Шы; Let c > (1 — d]*. Then 
Кт amy ç c. P, by (4.4) and (3.17), 


Mellin = sup |895] 


all.. p, са, са 
£ Tell n LER] Peg aup i | ETOH] i ka], — 5 


е p BT 
S Гана д} — 27701787 Fen „аса. 
Hence H is continuus fre (eye to (55 
We now show that, A is injective from пуй ta (21%, and (4.6) holds. By (1.2) 
and (1.6), Fe ys injective from P to Т. Mogesver, let Q 一 After fh & © Be, 
ls £X п. Then by (4.4) (note. F(/2) o Fi- 1}, 


FC e ELM = RT E; o Flv] o Пу) 
= (fF, о F| my, 
Since {£,,2 E Ap} ia total in Еу? {0 = Ë cox] by Theorem 3.5, (4,5) holda 


for any œ € P und Ge [#: rid AW cnay be treated SIrrujaurly” aa H. Mloreover. 
(4.5) holds. 1 


Remark l. Let pr (UF, eo {fah Fe 一 {un}. Fla < iht- The 
reader maw vcribv the Following two Zruulas: 





Tox m+ 2k 
ча = 2 аў БЕ Mtr" у ш 1 A-T] 
k= : 
_ 1 < [= 26M 
ami nl 2. Rau (r^ fora) Я {4.55 
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Here both series converges ш pg. {т ®® a ip an element of EZ" such that. 
Vu, € Е" d 
Qr. famed. tn} = tE © Wins Ink) . 
Hemark 2. Let gt (ES, Take po € IN. such that the embedding from Hn 
ta JT iz a trace class operator, Then by (1.4), {1.5) and Theorem 2.29, we may 
prove 


Retz) = f. excigedy), oe Ho. (34.3) 
Rete) | лана, ze Has (4.10) 
E" 


fiemark З. Letp Q, 4 > O euch that 27 > а рс P c> (1 “A, then 
by the proof of Theorem 4.1. H can be extended to a Duouraledl operator From 


[Tea] to [Ika sie 


4.2 Moment characterization of ditribution spaces 


We assume @ € < ew in this avbeection. 
Definition 4.2 Let $ € (E), MP = (b. LE. For m 1, lel MT be the 
symmetric r-linear [отіп cn E? defined 23 


Мала F] = ФИ, Wahe fi fa EE. [4.11] 


AKT ie called the n-th morent of T. 
The following there gives the moment characterization of [ Eg. 
Thearem 4.3 Le! D — 0 < oo, Му d Vm 2 1. M, de а ammer n- 
linear form an B", M, be thc n-hasmegenecta petpuamia corresponding te Afa. 
fe order that there exists a b Ç [Ej such thal Ya > Ü, Ma, it the n-th moment 
of P, ui is necessary end sufficient thal there crise p > 0, C > Ú, K > 0, such 
lhat Vr c Iw, FCoE, 


AED [e recen V |+. 4,12] 


Proof, Necessity. M o there exiata @ c {EY euch that M, — М, theu 
there exist p 7 D 9 > 0, euch that Фе Pisay € G7 V. ale. Hence bv [4.11] 
and (4,63, 

Dio [ie в [sms 
= |{Фе FI) 1,0979 
= [e o £F (231 аЙ CP" san 
«Jie e Flv D|... upon 3 FL ， 
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аги] (3.12) fellowes. 

Sufliriency. Assume thal there exist PSO > Ü, FC > 0 suck that (4.12) 
holds. Take р" > p such that the embedding Fy from Hy ta Fr, ia am H-5 
uüperatar. Then by the nuclear theorem [Thoen BLT dn Chapter 13), Lhere 
existe Aq FF c NSS e such thal 


: m fic fah = (MUS д @ Q fy, "ll, [4.13] 
and hy (3.121 [see tha рт of lemma 2.7 and 2.8], 


pari р „< чту „н... (а 143 


Ear ~ Ro] MM) with MTS = Mp, Thea Ф є (Ej. In fact, by (414) 
„осп q > Фада 27 > e^ 6| E s E s P EI V uo nhe Let = To F(0). Then 
(ish, 15) = Mp. Now (4.13) and (4.4; imply that Yre ЖЕ И Бет, 


E p Wi = OP PCO, ROU LA) 
= 4. AUS. fal) 
=(M ET A) 
MAR. 


This meang Lhat M, is rae n-th moment of Ф. E 

Remark Let Af, be a artic m-litear form on А. By the nuclear 
theorem, thera exits Mn) £ ptm coh that [4.13] hulds, Afí^! is called the 
kernel of M. 

The following thcorem gives an estimate of the norm oí a distribution by 
mans of the moment catima&te (4,17). 

Theorem dd Let < = co, De (кР, (Main 2 Ú) ihe momend 
deputat: aF. asume that (4.12) Aolda and take p! > p such that feeling < ж. 
Then mE c (1 = В) 1 amd q = logs [| Fog ү» Vesp |. legs! ue haue 


||! 


—p'-ly-*ru т 


E &[1-2 I - 7 Ha ES YO - 27989 6* 47, 


llis d] 102. 


14.15] 
Proc Let M' Le ihe kernel ul M,, SP — fini Mm]. Then by (4.14}, 


I usas E RCL TC lhg) t6? (4.18) 


Dy thicoram 4.3, Ф = Ф700). Hence (4.15) follows fram (415) aud (32.17), 8 
The following two results are important corollaries of Theamm 4.4. Wo omit 
their proof (see the proofs of Theorems 3 1 and 2.11]. 
Theorem 4.5 Bet O< B < co, [Py k E РҮ] be a sequence in {Б #_ if the 
felirwing condityona are mates fed: | 
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1) vf е Е ет > Ú, HiP И K E IN] {з а Couch sequence in d^ 
2) there exist p £ Ig, F > Ü and C > Q such thet 


a. [Ss KOn(nn ips, VF G E, n 0k > 1, [4.17) 


them {Èe k c IN] converges stizengiy ры (Fig. 

Theorem 4.6 fet 0 = ü < oc, (1, Fle] be a measure space, w +B, a 
fap from N ta CR]. Of the гнів) are satisfied: 

1j Vf t E,n Z Ü, uri, WT} 4з a measumbe map on (52,4); 

2} ther enis! ronsionis RU > OO Dp E No ond а s-inhegrahie Funnier 
C[u am f? such (hadi for p-e ш, 


| 4, WP КСС Y [fip vf € En 2 0, (4.18) 


ten there erist p,q E IM much tiat uH, Lv Bochner iulerufie on [Hm oe 
and 


(f. Bede WFH = Í ауы), vf € E, n > Ü. [4.18) 


4.8 Massure representation of positive digtributioma 


In classics! theory of Schwartz distributions, positive diatribntiong ara in one- 

Lo one correspondence to certain class of Bore] measures. We shall generalize this 

кекш to the infinite dimensional cast and prove that : for any б € [0,1], any 

positive distribution Ф c (E) 8 corresponris 1 z Anile voee p 0n Ёк", МЕ") 
such that 

} обе) = QU gd), ve € (EY . (4.20) 


Moreover, For 0 = < — а. we chall give thn chararterisatu:1 of the measures m 
which correspond to positive distributions Айны (4-20). 

Definition 4.7 Let ЕЕ)". I b. pi) 2 ü For any non-negative testing 
functional үр £ [ЁЁ then Ф is called a pontive cirteibulian. 

In what follows, we denote b» (күй the aed of non-nezative elements i» ЁЁ” 
and by сЕ" the eet of positive distribution im [E] F. 

Brompie. Lel ре E*. Theo dy E [EM dace vp E (E). DECRE 一 ply) = 
į, 

The following lemma folkowy easily from Thenrei 2.2 of Chapter 5 in Bereza- 
nsky-Hondratier|1], wo omit the proof, 

Lemont 4.9 fet Os S = h My E JR. wn > L. ict M, De a symmetric 
r-linear form on E", mna АГ, the corresponding n-polunomial assectaied wath 
Af, such that Vf cC E, M safisfies [4.18]. If the sequence {Мп 三 Ú) ot 
positive definite, Le. Mo 2 Ü, and for ong t > l, gy € ESE 1 < k = m, 


УГОЛКЕ me RO, (4-21) 
Kk,J-1 
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where ne is the kermel of Mu, then there eris a Untgur finite Borel tuensure 
eon [E LSE) such that vn > D, M, ia then th meen of v, je. 


P Wie Srii Waride] T Afai fi- i fn) 1 V nh, w Жа Em . [1.22) 


"o following theorem shows that for Q E А = 1 any peritive dustndudion in 
(2)-" con be represented by a finite measure on (E*, BE"). 

Theorem 40 Lerú x B = 1, фе Еу". Thes there атыз a unique finite 
measure v on (E* BERT Y] auch that £4.80) holda. 

Prax, Let 


n 
ate} - Riga ze p. 
k= 
Then by Theorem 2.18, & £ (F2_ By the positivity of P, 


$5 (url n ea e 25) n, 
k.j-l 


whore AP ја the kernel of M*. Бу Lemma 4.8, there exista à unique fnite 
measure r on CE". BET such that Yn > 0, M iz the ath womant of c, Le, 
(4.22) holds. Now let р € (E) aud take a sequence {nv > 1} in P auch that 
De FER виду toy in (EV. By Corollary 13, iwi) coreerges steoagly 

V in (EY). Assume Ф © (if i i | 
са (E) ume PC[H., Q 4]. Since {pt} converges tc v in LT, a. 
. : Ра - 


— (bag сах, 


Thus means that the sequence f : is uni i 1 
[imn > 1] i uniformly inlzerahble with : 
tae. On the other hand, il — 


iu, аба) = шп ou 4.3) = tte, 3) = en) ine Г“, 


Thus by [4.22], wa have 


网 eae = lim ч Prd = lim (8,545) = (buy. 
The theorem іх proved. 1 

Hemark IO 53 c I, then Vf E E, the exponential functional] Ey E (Ey, 
and we tan also prove Theorem 4.9 by using the Minles thenrem. But for 3 = 1, 
Tee cust we Lemma 1.5. The proof presented here applies ty both cases, 

In practical appiications, И is important te characterize the measures ou 
(E" BUE J} which correspond to positive distributions through (4.20). The fob 
lowing bheorem gives auch à characterisation. 
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Theorem 4.10 Letü < 3 < +50, ы bea Anite Borel measure on [ E*, ALB" ji. 


[n order thol Germ exists Po (ES. euch that (4.20) fenus, ib iw necessary and 
suffirient tha аг satisfies 


(UC 1] deere exist pr 0,07 > oA О such (Аы 
aa i 
f. fey eds) = Re? ani i Л" РЕ F. wast. 14.23) 


Proof. By Theormu 4.3, rhe necessity 15 «люе. Wee nuw pruve the gutf- 
fciencry, Assume [(C.1! holds. By the Sehwarz inequality and the ineqadity 
[Zr]! = 9201] we lave (nete ef E") = K) 


[шешу ç FN 
Е" Е" 
2 Rica rn prm. (4.24) 


Let Af, be the m-th moment of p, iw. 
MALES hi . fa] = f Пл. 2") x Ye ‚АҺ E £. 
B=] 
Then by (4.24) and the polarization ика, УЙ, C E, 


[Mahi Ст ny [TIS 


#=1 


< ile inn Ц. [4.23 
4-1 
where £3 = oot. Hy ‘Theorem id, there exists Ф E [EY such thal АЙ, a 
the n-th moment of Ф, Le. 


es. [Tus an C Позна). 


i=] i 三 | 
Thus we furwber ахуе 
е f piv Wee. (4.261 
E' 


where T ir the set of all polyucuual smooth fimetionals. Now (4.20) follows from 
the proof of Theorem 4.9. In particular, this implies Ф Є (g, P. ' 
‘Phe following Liesorezrn gives an equivalent Ponce of the condition [C 1) whid 
seers tu he more convenient for tbe practical use. 
Theorem 4.11 fake any pa £ PY such thal the embedding fom Hy, te H 
i» af trace class {u{H_,,} = 1). ¿etu ie a finite Bore! measure on | E", B(E"]]. 
Then condition (0.1) an There 4.10 {а equivetent £a 
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ПС there crist p ро е > Ü such that 


тїз 
ra exp ste] 75 грат} = эс. (4.27) 


Proof Assume (CLL) holds. Take p = 
foo fom Hy to H, is a Hilburt-Schiiidlt 
orlhonocmal base of Hy. Then hy (4.23), 


ГА [e| (da) = Í (Ye) " 42) 
1—1 


У ла utar 


k. =1 有- 一 上 


T SS F a s 


上 上 3 一 1 kn 二 1 f~] 


= Кеб уату E i ii . (4.28) 


Henee when {} < £ = ecl eli) rto, from [4.28] we grt 


nu ride} = > А É [sa 
= >, E eG") ү ГА Iz )) Ы 
5 WE u^ 5 («Cue Mg ) 7 eari 


S ivi BES ele EDE enc 
n= 


Thus [С.Л (C. 1)“. 


Conversely аранүпе (2.1) holds, E 
Н d . By Theorem 2.15. the = i 
L defined an (FEY? ix continous ; the following functional] 


bero Í omwidal, e (Ey. 


Thus there exists * = (E 
Tiven 4,10. 


Definition 4.12 Let 0 < ñ < +e, p a Hnite Borel 


eatielying (C.1V [or (C1) uf Theorem 4.103, We call "an ne 
часад with v (ie. d satisfies }. We call the positive distribution 


' | (4.20)) tha geteradi¢e? Endo MNikordym deri 
awe of v with respect to the Gaussian Tease rr and dunote by d cem 


V" such that (4.20) holds. Now .C.1) follows fom 


i 
measure on [.&*, BE!) 
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рыр! > P such that the embedding 
operator. Let [ej > 1} C E be an 
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Henceforth we denote by AAB20883) the set of gil megsures an (57, ВЕ" || 
patiefying (C 1) or (C.1)- 

Theorem 4.13 Ле 0 < H < ton, v n finite Sorel measure on (E^ , ВЕ), 

1) Aasume v saber (0.1). fet p > p be such that =н < жє. ff 
e» (1— 8]* and 


q > logak lle lig) v ес r Hig 
them 
uu, лй = - 了 1 一 ] 
iz, lp" —tgte).—3 5 Rete 0-2 eee mus 
. -1/7 
x [1-27 "op He = a9" lens : 14.29) 
2) Assume ы anitafisa (C.1Y. Fo is aufficently rye mech that (2.42) holds 
ач яав т" е, Ант 
d ris 
TTE: f exp {el ла) 
sit — 1/2 
«( Í exp[(1 + yee p Listed) (4.30 
Е" 


Proof I) follows from (4.24) and Theorem 4.4. it remains ко prove 2]. Let 
ме (Ey. Hy (2.43). 


Letts lelono esef eei }, 


whore C, is given by (2.42). The we have 





dv 
EUER. sid = ， 
umet] [Ж e(au (da): 
е эб} [ell ote: 
E' 


aul (4.30) follows, a 
As a consequence of Theorem 4.13 and 4.9, we have 
Theorew 4.14 Gees S = L. [enn ЇЙ} a sequence of finie rrasamust,a 
en [E*, ВА 1). if 
(1) vf E E, k C EV, iru). n = 1} ts à Cauchy sequence im St; 
(2) any of dhe fotlounng eyurvalent momatsnrr Adds: 
{За} Mere азы mo Ü. K > 0C > Ü auch thot 


| Í tente (a| x ite (ona здр. 
E^ 
vfFeE R1, [3-31) 


a4 ч 
Chapter IV. Genera Theory of White ише Analysis 


(2b) there enisi p > Oe > OK > H such tht 
L. exp fast яг) ЕМ, vul, [4.33] 


then there priata a Anite mensure b on [ E", ВТЕ" ур sueh that 


ma 


Linn - wu, = " quip , ves e (EY. [1.33] 


Pra, — Um the ene hand, condition [1] implies that £4.33] holda [ur "y 

w C P. On the ather hend, by ТЬе] 1,13, condition (2a) or (2b) implies 

bhat the sequence ddr, "dun > E] is bowaded in LE] 4. Thus [ges fp n 1l 

га strongly in (E) toa limit Ф. Clearly is positive, hence by Theoretn 
7^ 2 enrresponds to a File measure r on е BEE D ; = i 

dir ( LE] Les, $ -. йид. = 


Let aud i be two finite meacuyes on [E*, ВЕУ), Put 
vi sagt BY = Í ml — арар, УВ e BLE), (4 34) 


нү tig 19 called bho et of rp And m, 
Tha following chearem aloes that Ati) dg closed under eosivolutian. 


x ап 4.15 Let Ü = B * 50, I1. F c AP En, Thon lr = In = 


aly ж ur} _ ty : di 
їр de “u 


o FU, (435) 


where Piy T) in defined in Еторе 3.22. 
Proof Le; $ C (E) 7 and Af? be ite ndh moment. Таеп vf € E, 


AU) = US, WP) = (o Pt), БЕЗЛ). (4.36) 


We denote by ML, M7 and M., the n-th moments of ru, sz and ie acy, respectively. 
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Now VJ £ E, by (4.36) and (3.15), 
i= Í Gata esa 
= fif nami) 
= f f nmm ama 5 


у (л цо 


ket 


d 


2 o Fih hal] 


= E. the ay fs 
=ош {ууз i FUA], En (Fe 19 


= 8 (^ secum suci) 
k= 


d 
x^ = в РОМ) р 


from which we corclude the theorem. 
Тиит 4.18 Leos 3 < foc, иЄ АЛЕТ, ye EU, and 


= ц 


w [BY IE ph. vVHCE(E') 


Then u, © Ad?) ond 


che du 
ма us PE 
di £y d 


Tu particuler, we Punt du, fide = Ey. 
Proof Vee have 


Я f (ўша аны) 
- Í (iter + aan vam 
^ 
-Y stu a * 


= d 
2 (7) (S7 e ЖУЗ, BFP YM Ey L FO 


= 
| 
4 


=u 


k 
de = 
| mae Fi D o £,, Iur 719. 


Thus [4.371 follows. 


[4.57] 
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4.4 Application ta FPidj-gusutum fields 


Тл this seclinn, we give an application uf white crise analyse їл nm 
Belde——we show that a Pra); quantum fiel] can Te expressed as а pesitive 
Vids distribucion [foz mure details sme Prgthboff-Streit[2|). 

Let H be à rcnplex Hilbert space pith ier Рин ыс f. -). Hv а canonical 
Held on Fi we sewn a pair of linear maps (ф. т} from S(IUÀ te the space of 
sel-adjoint operators on H satisfying the canonical! cammutatim relations 


[8 f).eLall = (mA, (oH = 0, 


1. 11.34. 
iP уй = Д al. чеш 


Неге fig € SURE"), (+h) denotes the inner product on LES) The dynamics 
of the field ts described by a positive sclPadjuimt operator Ff (called the uril 
fenton) on H., "Ehe following emmustion relation is nzua|ly postin: Led: 


[Atl – rt. fe sum. [4.39] 


In terma of Weyls operatora DPF} = eN ang Vif) = e). (4.38) can b= 
rnwritten ат the Folleraing Weyl rehirema 


CAS T UU ra), VLFW (Gg) = VU +a, 


BLAM igh = Vig) Eje Tea, oe 
And cofoguentiy, (4.55) can be rewritten as 
AEC UU UT 20. PSEUD, (441) 
or equivalents, 
[BF [m Га] = {Уял I eg) (4-42) 


Furthermore, we assume that there exssts a unique (normalized) real eigenvector 
Poof II suh that AYE = O. D is called the vacuum. Finally, suppose that phere 


cXists а unique anti-unitary operator [representing time inversion) T (eutisfying 
77. T) sch that 


PET -Up.n. IAAT 1 ЕГ), 


TAT =H, iba. ny 


Ehe triplet. (at, H. Пу ig called а =anoracal gudtitum feki 


Н we regard Ф and m as eperatci-valiwed distrilyutions Sr), Tz), L2., repr 
sentating @ and m fermally as 


(1 f oliin, т) = f viris, 
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then we can defne the time evolution af the field az 


elt. тр = exp(itE]dr]exp(—iH), КЕЙ, 
Tit z] = expitH|m[zpexpl-:H) te Ba. 


The alive cripker (o. Я.) together with the Poincaré group on the algebra gerr 
crated bw Lhe eveluted field constitule a relativistic invariant comonical quantum 
fick. The construction af non-trivial 4-dimenstenal quantum Held temahna am 
open probie. 

Definition 4.17 Let [d, H,31] be а canonical quantum field IF for amy 
Fg € SUE Ng e DEM?) chen by (4:40) and (4.51), we have 


[FC fe, ЛЇП) 一 ¿Um (unn, Lig lit}. (4.44) 


[4.44; in called the dreki relation. 
Definition 4.18 If there exist cocslants a, йу 2 Gand p € Ë such that 
vf C EE, na bilinear forms on Dy — dF (els): F & SUR}, и holde that 


teh} £ еН + Sift +>. (4.45) 


where |- |, is the петт defined hy the d-dimensicemal cseillator on ЁЗ) (aee 
Section 3.2 of Chapter L), theo we say thar the d-bound halds. 

Theorem -L19 Assume that (Qé, 4,71) bangs the Araki relation and the 
d-bound. Than there exists a (positive) Hida distribution E £ (SFR auch 
chat. 

(elo = (ey), re SUR), (4.46) 


The ker atep of the proof is to obtain the following estimate Dy (4.45): there 
скічаь а DuNLStam Ж (d. sending oma, й, т) each than ve & M, 


li РИ s КАЦ т, Fe SUR, (4.47) 


from which we see than f + {0 Је ig a Upfunctional, Hence by 
Theorem 2.9, there existe E E (S(ET))* euch that (4.46! holds. The positivincse 
of = fullows bom the positive deliniteness of its moment mcquenee [ges Lemme 
4.R]. The existence of © also follows from These 3-3 and the relation (4-47}- 
Ти what fulluwa, uaiue "Tlieoreni 4.19 we show that in the framework of white 
naise analysis, the F'(3];-quanmtum Geld can be represented by g positive Hida 
distribution. Let m? > Qa be the self-adjoint operator determined by the 
pecudediffercotial operator y -A +m? on LHR). Let | 0 and Ap be tic 
Гары operator (sh L*i[—i,1]) with the Dirichlet boundary condition, and Jet 
wo — y ptm, We etill denote by wp its natural extension to LAUR}. Ta 
the sequel, w denotes either ay or wp. Lan ge be the srandard Gaussian iasau t 
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on. vf c SCR), we define a sclbadjoint operator on БЛГ as falluvs: 
dul th = D + Г, -Lapa 


lç- + 
Hg = л > Stas, LATET RA F 


where [ek k ë IW) C SUR) is an orthonormal base of LHR). We define the 
Wick power of the field d with respert ta w as 
[mi] s 
s A _ 41 = Д n—14k 1/2 p|dk 
AU = rcu (5) (BA — Lyte fu 22 ак, 


Ler Р be a real polynomial satisfying one of the following conditions: 


Zn 
(HL) Piu) = А y бака“, ri C IN À. naa > 0, À /m2suffieiently small, 
k-ü 


FL 


(H2) P(x) = S aput + bu, а, >0. 


ro 


Let fun nn E IN] C SUA) be a sequence converging to the Dirac ffunetian d, 
in Z'(E), Mut 


Wu L : PG.) ; di. 


[t can be prove that (see Simonj1]k lim, jo Vr, = Ei, and & ГА), vp > 1, 
Thus ав а multipheation operator, Vr defines a veli-ndjnint operator on C75) (stall 
denotes by Vi}. We denote by F, the вера усп extension of the exsenlinlly sel 
adjunt operator Alp + Vj on Elm) and pot 
E, = Hi, - inf spec E. 

Then H lu a unique vacuum є Lu). Tt can be voritied that vi > D. (d Mr ii! 
satisfies the Araki relation and the ро; 

Té) E аН FTT 


were rr Ë and y do not depend on? > Ü, Hence by Tieorcm 4 19. there exists 
= £ (St), such that 


(ir, ILLE UN, = {бе M, f Е S(t}. 


ard the К in the estimate corresponding to (4.37) dees not dapand an L Mane 
over, by the known resulta in quantum fields, there exist а complex Hilbert space 
К. and а linear map ф from SÒF} to the space of ве адри operators on X: and 
а rend wit vector £d much that vr = SUR}, 


um. (о. 407) = (£2,084 99) _, 


44. Moment characterizations of distributions and positive distributions 209 


We call (4, С the Pigje-quantum field Hy Theorem 2.10, there exists E E 
(SCIL) such that f 
(9. giri = dE [4.48] 


Chapter V 


Linear Operators on Distribution Space 


$1. Analytic calculus for distributions 


We have establishes] a general framework for white nois analysis in the Jast 
chapter. Waw we abadi insrodune several analytic calculus for cdistributiens which 
will be crucial for the practical applications of white (ise analysis, These ape 
: scaling transformations, shift operatora, Saboley dilezentiatiors, zradient and 
divergence operators. In the sequel we shall assoc П = Too. 


1-1 Scuhuy transformmtiona 


According to Theoren 2.18 in Chapter 4, {күй — ATEN к=з. Hor ре (куй. 
We dennte by @ the entire analytic continuation of wy to Er. Let À £ E, эт 
define Ehe opargtor e, on (EMI as 


тмд) = hm, re FU (1.1) 


Сунду, кул E Ata pP" ]- Hence oy ія ^ continuous linear operator fom. (EY 
bu [E Z. We call oy the A-scaling tranaformation, . 

In order tu study the scaling translormatians, wn introduce tha secund quan- 
tization ГЕЛ) of the multiplication by А. It will be frecmently used later. 

Tur JE Pee ()Z лл ~ {Д}. Put 


Dike a JAn Fah (1.27 


ТЕ is спау seen that ГТА} is a comtinugus linear operator on LET and on DEM. 
In fact, YA x 0, we have 


[ГА o tig, liia = АРИЕТ vp ==, q € m. {1.3} 


The next theorem shows that zx is a continuous linear operator on (Ei and 
Eivca the chaos decommpusitinn of sc. The anime F3 alc, 19 plen given cxplicitlv. 
Henworth, we denote by A* the adjoint of the cootinnena linear operaLar J from 
ane topological linear apace to another {зла Appendix B). 


1 
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Theorem 1.1 For àe qu (Е), pee {in} Bang ~ tha}. Then 


т UM l = 
hn = E У - ye EP 8, ар, iLa] 
TL: 1 à 


where the sees cnrverpesr асобас rrt Ee , nnd we date 
Uca.) = Uo TAG е PAL vG = Eg". (1.5) 
Here F(A) is defined as tn Башпр{е 9.22 af тарен 4. dn пиа BE ü 
pontinuuus Henr operator fram (ig te (Eh. wheae adjoint oy та given Бш 
eng — TUG oe F(A). ате [E - (4.0) 
n 3 н T to (Ee. 
— аот a a ЗА Werk, 
ERE 


M gjan a hrt, т 
Ау"; =" S SR ae z m DEW (-7) 
=@ 


The proof of thia formula іє analogous to that of [A 9] in the Appendix. 1n fact, 
for any 1 € Ñ, f € E, we have 


УСШ": Qe d = биде] 


+=! 
= Es [m) cap 1 мше pn) 
А =. ka je 
Y Bann ат у" SE qm. 
J* Een 
pU 


р ah 3. 
ing the cu«flicients of 2" we obtain [1 | | | 
шк CN such (har the ibuuding Zap fram FE, to H i= a Hilbert-Schinull 
aprrater. They hy {2.54} їп Chapter 4, 
| бтз, Гы} p£ | Ig! Hs | fas |p 
Fom whieh it is readily verified that the series in (1. converges abeotutely in 
EST. Consequently, by [1.7]. 
m 
ROME 1) е Аа). 
q= 


Hence my = {ftn}. E 
AM on su]pa3se that C = (Rig? PME iml Then by (1.41. 


| гъ! 7-1)! eH c is . x 
nH ga) У Ат + 20H gl ripas, far 
ta 
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In view of (2.52) and the expression (3.18) in Chapter 4 we obtain (1.5). 

From [1.5), (1.3) and (3 175 im Chapter 4 it is euni proved chat [seo bhe 
proof of Theorem 4.1 in Chapter 4) if pe IV, g > 0 aud 2# > [А2 一 L'oli, 
then Wr => [1 — Лү”, at halde thos | ш 


|е Pil s mee, EE 
= ge elle tral РА e (1-8) 
Tlence cy & E сап uns linear operator frei (E) to (EX. By (1.5), the adjnint 
ту of og is given by (1.6), Е 
Remork |. By Мар p e [түп > Ü and 22 > [4* — Ш | then 
We > tt, ту can be extended te а bounded linear operator foro (pate alae 


ta [Too à, ГА; аут. 
Remark 2. empang (4.5) ш Chapter 4 and 11.5) in this section, we have 


R = 109042] 8s. (1.8) 
Consequently, 
ft = 9) z aU). [1.10) 
[но 4. By Theorem 3.5 in Chapter 4 it cay le easily poured that vj £ 
(e hz. the їцаррїйк Atay :a continuous from i£ to (AÉ ond We = [Ez tle 
mapping A— iiag, 01 is entire analytic oo Є. 
1.2 Shift operators und Sobolev differentiations 
For p E (EK = ET. put 


Труш) = ipta], re E. (111) 
Clearly, түр E (EV. We rall 7, a shift operator. By [1,43 in Chapter 4, we danse 
Gru f Ge baz) plate) 
E+ 


т 


=й 


- 2: (2 DM gym, (1.12) 


Hence, атаја Lo the proof of Theorem 11, we obtain 
Theorem 2.2 Foty € Epp £ (ER, p (fh, let mep ~ [hs]. Then 


=> ý "| dy, Бон), (1.13} 


ee 


&l. Analytic сруши for digtributionm 212 


where the anrtex ennuegers absolutely їп ЕЗ" , und we Agee 
Pre GN = iip Ge Ej, VG c CET. (1.14) 


In porticular, +, it d continuous operalar from (к^ tn (EY war adicint 7, kr 


givet: Ly p 
тб Goby. YG ELEM. (1.8) 


Morenver, for оту p е (EVE, the mapping yotyy ts continnove from Es. to 


(EX. 
анаа, [13Ifp = Же Ft r > —1, then by (1.14) em (3.17) in Chapter 


3, wr know that Vy € H pene > fl 一 гү, 
ерд 8 1-72 5877 3717 efl, ua ee lvl m ат {1.16] 


In this саве, T, ran be extended to a continuous linear operator from [Hay terit 
to (pg le: In particular, il y £ By, then rr can be enendes to a nnntam Len 18 
linear operator fram í F)z to (Eye? , Moreuver, 


(ir Gis = Me Co E Y ve е (Eig? Ge E. (1.14) 
12) Ере Zg йе > Oy € Hpg and [yl], < 273, then 
ПЕ РР 三 位 一 1,1 ' 


and v, cun be extended to a continuous linear operator from [f ¿leto E RT 
a HD < Sl, € lE Er, then by (1.14). 


Sirap (I£) = Sele + £1 


Next we define differentiations in [EYS using shih operators. 
несу и € EL, then br (7-14) we know that Е (Eg, 


La T Y gy eie ce P 1 
u E P G dee T. h 


= {ig G o Љу. 


Thus we сво define a continuous linear operttor O, Fom (Eye in (E) by the 


relation 
(Dye. Gy) = ie Go Fi. [121] 


We call Dy а Sobolez digferentiction (operator), By (1.17), it ia easily econ Lual 
Шар T fas h, then Du [Ra f with 


ha = бт + Dy faza a m É Wo- [1-18] 


By (1.17) and (3.17) in Chapter 4, we can ceeily move 
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Theorem 1.3 [[рс E, gr € Ft, n € Hor, then for anye S Ln) 
com be ertended ta m cneahinens hneur ngerqaipr farre tr MP ela ta (HA rh. 
Furthermore, ih 

elle = КҮ RT Dp luz ll node ans {L154 
Hew 
人 


In partiulur, Й anp a r: (E. the mapping be (Oye ka соланин fon Eg 
tn (EË: for ang a € ЭРИ fhe тлйритлу yy їз contgnmueus from Eg ta 
(Bg; for ang u € GE, the mapping p — D. {а continuous бами (Eg te (ERR 
fat any y = Ee. the тнай) үз. Ihe from ea OT ua (Ee iy continuons — 

Theorem 1.4 (D ffe £ Z, gq C Bü. г Lis Пт pe (iL oue 
H pum Ihe | 





тй 
WO – ыраа. = b, (1.203 


liru F 
(pe ЖЕ с> 2t Толе! SHE I n. F. Laon 
sy TES — 
lim |. Della. = 0. (1.21) 
TOD = q = 1, n€ (E), n € Ep, then 
ee: | 
5008) = lim z[Svi£ +t) = Su(£)]. (1.22) 
Proof [W It follows frenu (1.14) and (1.17) that YG 2 (Ej! | 
s 


пт 8 - Dy б) = fie. Ge (a= ~~ fet) 





Naw by E17) in Chapter 4, 
a Tit — 3 
| (A= ср штуу 


^" Р { S5 — 1 
ES тШ муы. б p д, с паш ы — fityll|- s, - rs 
ur sine 7. F1 > D, we have 


Dope] . j en In y 
WB po AN pene = im У, apar lt = n. 
A=] 


Най we obtain (1.20). 
[2] We is sufficiently small. then tjp? < 277. Thua ra is well-defined, 
=. remaining part of the proof is віта to (1) fuse Theorem, 1.2 and Remark 
ву). 
(3) It follows from Remark (3) of Theorem 1.2. ' 


———— —-. — 
k 


і — 
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Corollary 1.5 Ife (К,ы € К", then the САР diffemutsutsum cf Q 
mong be direction y eriste rverywhenre and aguas ins. 

Proof By Theorem 1.4, {те — yg) fe converges to Dac in (E). Cons- 
quenthy, Yy € L", 


+ lar] „_ IE ， . 
pu, Ent dom ORT ari EIE E, gas 
MT і ra і 
= Dag, Der). 8 


The luxinr иң pras 1611 T a СЕЕ [a теп by 
Theorem 1.8 [1] fetpe ,gc BU r> l, рс (H, e. Tue Д. 
{ңү 


x 
1 
we- Die, (12) 


where the айтчал converges abanlutedy in {Hy rie Ve (1 rt In particular, 
Wee (Rie ‚ then for gug auc Ё, 


" — lx 
PBT) = у Ti ke [m)- (24) 
RD 7 


(2) Let p E oe Fri E (ra aye. чє Hpo and Iy|*., = È ё. hen 
[4,28] holds, where the series emerges absolutely it (T, -u)e for anye > 2. 
Fra We onl» prouwe (15, bhe praef uf {£} being siciline. By (1.10, 


Ue. C) — e Ge D ууу, vC c LEE (1.26) 
This Z e (1. ri. 
LB elus e r € ©з, ПЕД ае ME ee 


From this we Rie chat tee series in the rhs, of 11-24] comverges in [Ape le- 
Further, a falas Brom 07-25) al Об = (кун! 1 


сє 


line C — г (ре, Gy. 
E=u ` 
Thus [1 233 follows. [1.242 үз m consequens of (1-231. |] 


The main properties of differentiation are кшт}? i 
Thoarerm 1.7 Hye EL, £. n е Ep pie (EVR Gc СЕС, then 


D fun) m ele + eV, [1.26] 
Belek} = F D: + oth [1.27] 
Гар ору io Oe Y ые Дир, (128) 
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ОИС] = Gs BEP Fo De, (1.29) 
[D+ Doy = hys ЕТТ 
[De + BEP ~ (Е) Е, 11,81) 
Dy Dip = D, D... (1.32) 
ПИЕ — DD. F, (1.33) 
DLE = РРР, (1.34} 
(OBE — DP DM = iy iha, [1.35] 
РЕР 一 LDF 一 iy, E, 1.56) 
Dipl) + Рр = DEF, LLAT) 
十 学 PS = FD, (1-35) 
niu) + wa = vu. [ias 


Proof, Let ¿r É> £ Ep,m,n E Wa. It ia easily verified that (1.26) holds for 
p= We and V = WE and (1.28) bolde for y = T. (£P) and & = (£27). Thus 
by the linearity and continuity of product for Wiek product) aud differentiation. 
(1.28) and (1.28: holds for all e & © (8). In {1.26} and [1.28] taking уы € 
(EYE uos € {ЕЙ such that у — F Vu + (5, we obtain (1-27) and (1.29). 

According ta the generalized form of (3.10) in Chapter 4, it ia easily wen that 
11.30) bolda true бог = fni FS"), f є Eg. Hence by the same reason, (1207) 
holde true for any p € (E) and (1.31) follows. (1.34) is obvieus, Consequently. 
we obtain [1 32) awd (1.33). By (1.289. 


De = D o y) = we DAE + TE o Due 
= {бе + Di De, 
thie ja just. (1.45). From (1.20) we exn prove £1.35] hy the 3im.tar method. 
Finally by (1.26), 

Uie F.M) GEB wu 

= He P, De F Ute, F 

= eee + wieg Куу = UAR) Fl 

= thew DEEY = (DEF yi}, 
hence (1.375 follows. Toe proof of (1.38) and (1.39) із similar, a 


1.3 Gradient and divergence operators 


We bave already introduced gradiant and divergance Operators in Chapter 3, 
Sow we shall define similarly these operators in the context. af white noise anal 
yas. Hy Theorem 1.6 ix Chapter 4, the testing functional apace in this context 
can be vontinnously and densely imbedded into the space of Meyer Watanabe 
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Lesting functionals. Thus the gradient and divergence operatera defined below 
are axteosions uf ble corresponding operators in Chapter 2. 
Definition 1.8 Let p £ (EY. Dy Theorem. 1.3 there exists a unique 


Ih E: ELSE auch that 
Da £8 ul = (Due el, £& Env € Ele. 11.40) 


We eall Lho Loe gredent of y- 
If € [E then by Theorem 1.3 we have Pp € Sp [EV and 


[Ehe y ew = Du ye By (El. {1.41} 


Deñnition 1.0 Fo F € ELQ (А), the unique cleueut D'E Є CEN” 
Euch that 
UD" Feb) = US Del). e є (Ele (1.42) 


ig called the divergence of F- 
If Fe Eg (Е). thea by Theorem 1.2, we have DF e (EY, and 


ДБ Ер} = UF Den, e (Ez. [1.43] 


Theorem 1.10 P és a continucus lineer operator from( Eg" iu EgelElg". 
D^ defined bu (1.43) is the adjoint of D and is centinouws from Pee (Elg te 
(КҮЙ. The restriction af D to (Ep is continuous from (EVE te Ec Вуж. D” 
defined by (7.40) i a continuous ertenem of the one defined bg (143) and ts 
continuous fusa BE LE} io (mig? 

Proof. immediately follows Бано the definition of operator Lh and There 


13. k 
We call D the gradient operator and D" the divergence operator. T] nert 
theorem gives the expressions of Dp and Г in terms of D and D^, 


Theorem 1.11 Рут Ente Ege € (Eig Е (ENG, them 
By == (ng, yh Dey = LH ES iJ +4) 
Dog = D* [p ee. {1.45) 
Prou Since 


(igh oop = GD p e] 
= (DW. ә, Wee (El e". 


the first fermula of (1.44) follows, The зел can be proved cimuiarly. 
Chi the ether band, 


HE'y S phen = gm us Des 
= (ig. Dau = 4e wh. ware LESS, 
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thus [1.45] Follows. 
K i 1 е 
Га the context of white uai analys, the number operator А can also be 


defined ag Mgs eo {af} for a, 4 

5 we (Ela pow Lieb Ft. ja ens to - 

comtinuauus linear operator uu б? amd vn Tl y p that VW ia 
Theorem 1.12 if hokis that i 


= р". (1.48) 


Proaf, By Theozem 1 "Di j j 

E o | 10, D D is а continnows linear uperator from [E]; 
; e- M ver, 2 and Ї}* Г) rome on a dense aubeck nf [z] Z” by vertue 
«T Propesition 3.2 in Chapter 2, [ence (1.46) ho] j ч 
| We shall gtiidy tha тийиш. and divergence in ж classical Framework af white 
noise analysis. We adopt the notations 13 Section 14 of Chapter 4, Let {е1 > 0] 
be eigenvectora aF A which Burm ag orthonormal base Ba JZ. Te e fr. 
шк eigenvalues аге {Mt > D). By assumption, there exists ра > Ú such that 


r= -2py 


Theorem 1.13 Fg c (tez с (Im). Men 


= 
De = Y рр. (1.47) 
了 一 上 
where te Eco as m De (Fle freepectively EI E LET. 
I Prof, н [ер = AT p = R, the convergence of the erias i | 
lows Frog (1.19). Moreover, EF. z € E. SENE 


i 2.5 总 ш, [руу = «Of e HOD эр, бу} 


кез 


= Уе He es S EI = Do, fe g. 


2=0 


Нидо» we have (1.477. 


_ [| 
Coreliary 1.14. Ју Е (FE) y E Arie C [ER u C Er, en 
= 
Dy = Ур. е), p. 1.48) 
i-a 


wiere Mee Eres conserges an [ F) p (respectively LE. 
Proof Linueciately fulluws From (1.47) and (1.44), | 
Theorem 1.15 [fe {Ejey E Ez Ú (Aly C ELE then 


= 
Dip = My ey DT g, {1 4%) 
f= 


there the series consemyes in {Кш [respectively (EL. 
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Prof Since 
чау 
ym = neue; Be [1.509] 
jzn 
tle geries converges in Eg £ E) [respectively Ep oo [Eg]. Now the conclusion 
follows from (1.50 and 11.45]. Ë 


$2, Continuous linear operators on 
distribution spaces 


Let Bea H — ET, Pop K — F` be two Gel land triplets By the remark 
following Theorem 1.5 ш Chapter d, for p € Æ, 4,5 С Fi, we cau dcline ihe 
Hilbert spaces (Hp ан] aod (RK. ay. In this section, we shall study continous 
linear operators from (Hy, а, he Vo LAC, qc or from {EY to (F) - 
For Hilbert spares Х,У, we депо by £(X,Y ) the eet of all curious Enea 
operators from X to Y. In what follows we alo denote by 2108) [Fg the 
Epace uf cuntinuons operators [тат Ey lü (Fie " 


2.1 Symbols and chaos decompogitions Tor operators 


Let ü < Bh < lend À £ ЕАН. a ale UK pee F f £ 
Epy £ Fe, wo have £p € (a abe, E, E (Ap geet Thos we can deline a 
[nnetion on Eg x Fr by 


Alfigh = dey E). J £ Beg € Fe. [2.11 


We call the restriction of A la E x F the symbol of A. Clenrky, any uperntor is 
uniquely determined bry iks symbol. 

Remark. Let 0 € 4,8. = 1. HA & OR)", (FY), then À can De uniquely 
exicuded to Eg FE. НА € Q(B) ©, (F)7 бз, then А can De uniquely extended 
шы EL Eg. We still denote this extension by A. 

The following result із а generalization of Lemma 2-8 in Chapter 4, 

Larra 2.] Let 0 < Ду, ш < l aod C be à temples faustien Оп P x f£ 
satisfying 

(CI) Vf Є E, fap € F, the map (z, wikita + 2 Juga + te fa) has an 
entire analytic continuation on х @ (atl denoted by rz); 

(С?) there exist constants C, Ку, Ёр > Opa. pa € E, wach rhar 


Ita woh SC exp |17 e Y + Kelle lol 373. 


ГЕРБЕР т, £ Ф [2m 
If p, pu. > ра satisfy £s |189 = °. lE = lag © oc. and 01-42 satialy 
25 FER Pas les TET 
uad Заа | 
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then there exists Age £i Hes а, 2, hr- IK в-а С Je such chat ALF, 0} = UF, yj. 


Moreover. we have 


Aw || . Py o-oo = Саа айі к (n 
where 


E =C) ne'i 201 PE Ir] 
хүр 27e [2e аа р. (2.5) 
| Prosi Firat, sumilar tu the pronl of Lema 92.7 in Chapter 4, {2 can he 
uniquely extended to an entire Fuactton zn E < Fp. ‘hus we have the Teylor 
EN PHATIELERTI | 


Cif) 3, Ging swe", POE gE Rw2cG (16) 
d, m=i] ` 
where Ci Cg. Гу is detertuined by tha Cawshy formula; 
š I s: | 
Gag. Б] = бе} f Сайа] is (2.7) 


а= 3 ]w|— Ab ety! el 





Since Cimla, F] is a homntgeneeus pobrnonial with respect tu f and gou E and 


P respectively, by Schwartz, nuclear юне - "81 r- 
т, there exista apm € P i ET 


(maa 99 m ILS sf РЕФЕ F. ом} 
Aimilar to the proof of Lemme 2:5 in Ohapler 4, we alain the folowing estimate 
at г n. 
la rele se yt a? tty! Сар - 1 [ec EL] Hu 
а= OPE. TA e ts. (29) 
Wr define an epedator 4A € EX sr as ot, dm LAL. 


= ; abu lt) ав follows; for 
w E (Hyas. de with = ~ ff}, pat > 


тад 


| i> min; mn Ды. (2.10) 


mi 一 站 


Then 
> = ^ 
|^; Е xl ( У, |а ming st lmla} 


z T _ = 
= Ikel: gs, > imi B T dai em [erp (2.11) 


4m 一 详 


B3 Сотто linear operator uu distribution spaces 221 


Thus if we put Аф = [rh theo (2.4) follows immediately from (2.18) and (2.9), 
Bod A = (z ullus Goons [2.10], (2.8] вш] [2.5]. a 

Remark. Under the аиий ol the above lema, for ш = {Hy eds ] with 
= = [f] aud WT. Е Wo, put. 


Ay тг = minum fmi. [2.142] 


Theo wr пате 
Aim € ECT ote, (Re ea hel 


а= 35 Ans. (13) 


т d=0 


and 


Vee кай] (2.03) the shoos decompoattion of Д. We have 


"a xd га; 

all! — S74 А. T Arell зе, 
А nien m= 

where ||: || denoten the norm of в bounded operator. Moreower, let p E [Hw qA Mes 2 = 

{АФ EK ca can, Then 


(Ар, wh = M^ ааг m 8 fa). [2.14] 


[m =l 


thie seriea ка Ше rlo. touve ge. atbeolute-y. 
Deflnitien 2.2 Let <= A, & < 1, 0 be a complex hoita on E x F. If 
(2 sabieBes (C1) and (C2) in Lemma Z.1, then С is called x Ug, a,-funetianat 
The following theorem gives the symbol characterization of operators. 
Theorem 2.3 Lea 0 = ih, & < 1 amd! be а complex function on E x P. 
Then C is the syurbol of some À € (ЕН, j i£ and only if C i a Ug, a 
Fuructanmal. 


Proof, Lel AG LUE, (FF). Then A" e £P) (EW). Since 
Al fig = АЁ £9) — 5А" Л), 
А is a la m functional. Converscly, let G be a Uy, s, functional. Then similar 
te the proof of Lemma 2.7 in Chapter d, we hove 
IGi£. ml = C" expC + InP yE 8 Hen € Fe 
where C", K" are constants determined as follows: take amy 0 < =< 1, 


+в 


£e (Lo ag) PE) к" = (22) nde ke д-н), 


In particutar, ÉZ estigfes (C2) in Lemma 2.1. Thus by Lemma 2.1, C is the 
symbol of some A c LBV, LEV), š 
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Theorem 2.4 Let = 3). B; <. 1 and C be u cprmnlez funchion on E x F. 
Them G is the aymbol ef some А = [күй [ёа if and tlp jf it айк» ther 


condition (CL) in Lemma 9.1 and 
[C3] Veg > Us ve S> Ü, there eriti ET > Th p, > such that 


Mz fag), sC epeli] Ж + nllo] LL T) 
ЕЕ ge F zu c (f: (2.15! 


Proof Necesaity can be verified eBAily, wc shall prove sufficiency, For any 
# = Wg, > Ü, take pa 7 pa Puch that [Bim Es = æ, and take £ > Ü sufficiently 


emall suci that 
2m > e! [ pi taa Шал. Пу - 
Take C > 0, m > D suc) that /3:15) holda. Furthermore take pj > p; and q 2 0 
much chat 
2 > eN yt m |a, Lis. 
By Lemma 2.1, the operator А corceapeorniting to {т satisfies 


| Арі ЕЧ ита = ct [ell TL KP a 


where | 
[ne mer auis 
s 1 2 
This meana 4 € (Е) (mR), и 


Just. ая the case of distributions, we have the [ollowing twu impert&gnt. col. 
lati of Theorem 2.4. 


Theorem 2.5 Let € Ду, <1, {Gane JV) ba a sequence of Un g- 
functionnt: om E x F tabis fying 


ü Vf e Ege F, {Сы gl m c IN) ien Cauchy séquence in E: 
(2) there exist pj pr > 0 C, K 0 such that 


| Gal sf. wo} |< C exo КЇн т + eligi], save 038) 


icf AQ be [c operator wh aymbel Gu. Then Vy c ЕН. [As 
me Pv] converger strongly in CF pP. | | 
Theorem 2.8 Lei ü < fh, B. < І, (1, 7,4) бє a ementure space, алж, и 
map from £1 to L Be LEY), A. the symbol pf A... If tke following conditions 
Gre анх, 
(1) vf e E.gc F. A. (f sg) ig n таат map mu (i Жї; 


(Z] there exista B > U. pipa > D and u-integrabla function Cu) an П urh 
tat fer wn. nur, 


| A (z fF, wg) | 5&^(o7] exp К V Num + {Поа re], 
wf € E.g€ Р кше, (2.17) 
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then there emia? рүң > Ò much thal z E [EX ‚ the map eesti nr BHochner 
fmiegrabie и {К at, асды ated 


s f A... ig) = f S A | grt und. [2.18] 
ER q 

Remark. There ace twò siniar carallanes rd. Theorem 2 4. 

Wr new turn te suds ЦЕ. (Кү !. Ler A c күү, UP. Then 
A7 € CUP Ks [E] r), Clearly, (bere exists same пие клише] P! of 0 & Ba Pi 
auch that the following function in sell defined on E: 


Д{ = LAR Eg). (pe (2.19) 


For fined £, Alé,-) is Lhe local S-transform of A£r, thus АЕ, ) € Но Fin); for 
fixed я}, At.) is the local S-ceansform of AT £u. thoy Ala} € Но Be), In 
summa, À is holomorphic on (7. We call A the fecal sumbol of A. 

The following theorem characterizes O(( EL (Кү by means ef symbols. 
Dinon the pum 15 gin Lar oo that af Theorem 2.213 in Chapter d, whe omil ii. 

Theorem 2.7. Let C ë Holp Eg x Ру}. Then there ariais a unique À ë 
с EM. (Fe) suck that the Leal S-trangform A of A coincides with G an anime 
neighbourhood of Ü, 

By virtuc of Theoren 2.14 ond 2.15 in Chapter 4, we obtain the following 
two coreilanigs ef Theorem 2.1. 

Theorem 2.8 Let A, € CUE) (Pel), nz {f there erita a neighbour- 
hood U of Ù £ Eg Fg such thol every A, ar well-defined on U, and (A, m > 1} 
is ииту bounded aad contreras eteryWdhere Ch D. then for any & UEM. 
[Apr = 1] cereverges xtemetgly in (Fig 2 


Theorem 2.8 Let wA, be 0 tenspurdbte map from (0, IF, i ta CENL (Fle 


Asruamne that there erista some neighbourhood U of Ü £ Egox Fe xuch thet врагу 
A. is weli drhmed on L' and satisfies 
(1) V[E m) & Uu A. f£) de rmenaurabie; 
(2) there erwi a non-negaliec enigma function Cf) suck that Jor e-o.e, 
ny. " 
14. (£m [S Cu. VIE mre EP. 


Then tere saxi y € WW yg > Ü anch Мнн Wye c (Eye, u— ¿r BHochner 
zntegrable in (AH, а) and there exter a neighbourhuwed V af ü € Fr auch 
That 


uf Al diu, £r = Í WA, Ер, ш = V... 


We ow wdy the characterization of CE] (Fag?) Лані as the case of 
distributions, when ? > 1, since we cannot define the 5-transforme or local £- 
галера fer distributions. we can not define rhe symbola or local gymbola for 
elemente of CULE! (күт, Hut by vurtuc of the moment characterization of 
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distributions studied in $4 of Chapter 4, we can give a unified characterication 
of CE Fg" 

In what follows we dennte by Pg and Pr the polynomial functionals on E" 
and F7, respeckively. 

Theorem 2.10 fect < 4,4) < co, С he a birer Pera, on D. x Pr. In 
order Hunt there erit A € CU EV, Ya) such that 


du Vp = Gig d). ee Tu b Рр, [2.20) 


aè ir necessary and rujfücient that there smal misma > Ü. C > ü K > D such that 
kal f IN, 


[OW <2 KC (9h Thun a, fe Буре F. (221) 
Proof Left ta tlic reader аа an exercise, 


2.2 S-transforms» and Wick products of 
generalia operatora 


Anume Ù = $=. 1 in bhis section. Elements of £l EYE (Pig s; элеси pane 
eralized operatora, For y E Ep, D, € FEY (EY. — Dr € zü E), Wei). 
In quantum physica, JA and Гу are called anndulitüion and trection operator 
respectively. Fur x = Es, DD, is still a generalized operator, but D. DU makes 
по genae іп general (except for y = Eg Hy c Be, then hy (1.37), 


DLD.— D.D: — ix, yh. 


When zy € Ef, DD, can be formally regarded aa the differance of tum ill- 
абое objects in the rive, of the above &quality. Dis is called tha Wick 
renormalization ar Wick ordering of D Dz. This section ia devoted to genernliz- 
ing this Wick ordering tu Wick calculus of generalized. operators. 

We have defieed the symbols of generalized operators in the last section, For 
the notational conveniene:, we shall dafines the S-rransferm of generalized nper- 
wors which is the natural ganeralization of the S-transform of distrihutions To 
thia emel first consider а distHbution F € (Elp - Multiplying testing iunctionals 
by F can be viewed ag a generalized operator (called multiplication operator) 
acting on the testing Functional spam. Let f. g € Ер Then 


SF[f +o) = WP рр) = GF, Eres Dec fat 
= HPEr elke Mal = Fr me itu, 


Thes for а geueral A е Z( ES (Е), we deline ita S-transform as 


Atha} = Айе UP, Pu e E. {2.22} 
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Now we interprete the Wick ordering frum the viewpoint of S-transtorms of 
generalized operatora. Since 


EDU = (DEDE r, ES 
CEDERE T. DE, 
= {ш Sy gi lll eg} 
- (w. fy gelT 


we have DD, (f.s) = (z, fim чї. Ош the other hand, 
Bg inae, Беу — г. fem. 
Thus EJ.) = Gah, Pe 9) — te. fy. Finally we have 
D;D. = DVD. (2.23) 


Next we interpret Wick produrts of distributions bom the vicwpaint of 5- 
transforme of generalized operatura Let Кї? € (Elg. F,C and Food con be 
regarded ms multiplication operatum with S-transtorIms 


Fi fig) = {FEr Буе V — SFU + д}, 
Сн} = SGU + а), 
FeG ag = SUF CC + g) = SFU + gst g), 


respectively, Нет сла 5 | 
Кей = FG. {2.241 


Finally, let Qa; and Ge be the spaces of S-transtorms of 
CULES, (PE) ana CEND (EYE ] rospectively. Then by Theorcms 2.3 and 2.4. 
if is easily verified] that both Ga g and Ca, 5 аге closed under product, 

Malivated by ine above over. viens. we ittraduce 

Dofinition 2.1) Let A, BE LUERE. The operator with S-transionm 
AB is called the Wick product of A and H, denoted by À b 2, 15, 


а-г = огы 


AoB= 4:8. (2.25) 


Gy the discusion above, Wick product of generalised operators is n general 
mation of bush Wick ordering and Wick product of distributions. By Дши, 
Wick pruduet i commutative and associative. Moreover, both EE LEN) 
and LUE [EJF t are algebras under Wick praet with the identity operator 
ач iit. | 

The folowing lemma shows (hat Wick ordering in quentin physice can be 
interpreted az Wick product of generalized operators. 
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Lomma 2.12 Let A, BL (MAES), v Еф. Then 
Шр (Ao B] = A* o E; 
(ub MeA= DA DQoA—AD, 
Prof Ш) Le K e CCB (F) e"). Then Ар] = Ñ lg. f), foun which 
(1) follows, 
(ü) For fig € E, we bave 
БАГ}. s) — e I р» Ag, ray 
== дн, DEM 
= [spe P ACE ol = BC gl AL. 9), 
rom what the first formule of [ü] follows. The second formula ea be prore 
similarly, r 
Definition 2.13 Let 
GF (Sese (EY, 078 = (Sy: we [Eye]. 
Define a bilinear form (5) on QU x G" as 


Cb. Sp) = (Geh). g € CES w с (Eg. (2.26) 


Тека 2.14 РЕ б? Geg, A c obi (ES, Hc “(кү EY). 


Then Vf C Er, š 
PIF +-) e SÉ A+ EQ HA) e QB Bü, eg. 


Prowl. Immediately follows from "'heoram 2.9 and 2.16 in Chapter 4. E" 
Lemma 2.15 fet c 93. eo РЕ Бы. Then 


GUT) = (3, 67). (2.27) 
(tz, Fe = (GUF + Р), [2.28) 
(eo PY = LFU + Y. (2.38) 


Proof, Let G= Sw, Then 


GIS} = Ue. £0) — (99, 86) 
a ic, gie, 


whith gives (2.27). Tn ander to prove (2.28), nb matice bo consider the case 
F= R g £ Eg. By (2.27), 


4d, greifen = Gg = (Ü + Jen 


Thus (2.28) is proved. (2,2) саа be proved similarly, E" 
By (2.28) and (2.22), wa hava 
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Theorem 2.18 Lely £ (EL. s € (ЕЙ. Then Vf € Em, ше have 
Sie P) 一 (Sede n SFU + |). (2-30) 
Proof. First. Vg € Eg, we have 
{ie £j] = e 9 Self 4: 9). 


Tins 
Sw — (Gets Ern) 
= e£) = Ife ВРЕД) 
= (Spe Suet +0] 
= (Spf + -1 Self + -)]1.- a 


The following theorem ін a generalization of the above theorem (eee the Ie- 


mark below]. à 
Theorem 2.17 LetA € EY (ES c^), B E CUE, (Eg). Then vf. € 


Er. me haue _ : 
ABC. g) = CACF + ay BUL 3 + -)). [2.31] 
Proof We havu 


AD fig} — e HABE £,)) 
=e Ph A" Ep BEY} 
= os) ЕСА“), SUES) 
=e PM {тс arty, |, gilet B f, n 
= eat ula А. gh alf BL, Ji 
= emita eI Ду + g], BU- Hby (i281) 
= det? AUC 1g). BU J 
= (AU + gh Big + iby (2299. ' 


Memark IÍ we interprete gw and ws in Theorem 2.16 as multiplication 
upea ators, khen by (2.30, 
тч. д) = Seon + p) 
= iplf +g+ Ра gt]? 
= ial F + “sah: wis, g + He 
Thus, Theorem 2.17 weed generalizes Theor 2.16. 
The folowing theorem gives а characterization [ot a class of operatore in 
Еу CE Jl 
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Theorem 2.18 Le Ae (taya, (E). Then ihe followtay mssertiots arr 
жаттайт: 


() вр. = DeB, YEE Ee: 

() Вр BOO, hee Er: 

iii} — AeB— AB, VA € Z[(E)je [F] Z). 
Proof. tji). Yg € Be, we have 


BD df.) = e Б s) — Uf che у, р) 
= {Л ДЇ, a), [2.321 


FB fog) eife en BE, EUH 
= ean Re, HM 
= e POM BE. FE) a Ey} 


= 了， г 1 
Lg liru ABE, ‚©те. = eg) 


- lim = (B(f y + ct) — Bisa) 


{0 к 


1 
= “Лаг 一 人 Fr Р 
+ Ши [e А” anume ВЕ EL 


Г. == = EE 
-hm- BLA g + eb RU gY) + (LEO BL а). 


If (i) holds, then 


H 1 Г г а ER 
lim (819 * ef} = B(f.ə)] = (r, Va. £ Е Ez. 
Thus Hif, g) does not depend on g, La, (i) holds. 

[sys (iti). If (3) holda, then by (2.31) and (ii, v, qp © Eg, 


ABI. g) (AG +a. PF Oy 
= Bi DAC + sn 
= ЗОРА — Ae BL gl. 


“Hi)==([1)- By (2.33), we have Bp = B e Dk, Hous (i) = fi), 
As а dual irm of Theorem 2.18, wo haya 
Theorem .TH Let de ЛЕЙ, (Ep). Then tie following assertions ate 
rm， 
G) ADL = DjA, ч € Es; 
0) Ati = AD gl, Wee Eg: 
(i) As B= AB, VB EES (E YO). 
Proof Sinular to the proof of Theorem 2,18. u 
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We shoukl mention that all resulte in this section can bo adapted for the case 
f = 1, provided we replace S-transforins by local T-nransforuus We suggest the 
reader to formulate the results and give their proofs. 


83. Entepral kernel operators and 
integral kernel representation for operators 


Іш this section we shall study continuous operators from (Etg to (Es. in 
-ho classical Éraisework of white noja: analysis. We assume that the Gelfand 
ыпүйөї Æ — H E* is generaled br a separable Hilbert space H and a positive 
seli-adjonun operator on it {sec Section 1-2 of Chapter 4), {|- |p 2 Of ig the 
standard sequence of norms determined by A. For convenience, we assume that 
iA" ' [ors © oos (atherwioe replacing A by AM). Fiom Section LI of Chapter 
4 we know that CE) is tbe projective Ши of ([E)p, p £ iy} [whore (E), = 
WELY, and (E]* 15 che mductiva limit of {LE} pp € Moj. 

Henceforth. Jet a éenote |A ||; 4 demote HA’ ис. By assumption, € = 
р = 1. 


зл Contraction of Ucerzsor producta 


Yee shall generalize the definition of contractivg of Lensor products defined 
in Denon 3.1 of Chapter 4, Let {су 2 0} be an arthemormal base of H 
comsesting cf the eigenvectors of А, Let 1 < An ® А € Аз be the correspondisg 
eigenvalues, ie,, Ae; = Aj. Vj 0. Clearly tejd > U} also constitute an 
nti hnnarmal base of He. When 47! is viewed ая a веі -вајсілї operator сп Иш, 
wu have 


ATII = sup; i6 a) = Ag? = p. 


- 
IA" Ilis = 2, A E. 
-o 


Let а 2: toy: рЕ Wh Ea = GM Ea, Then e, E Е", fe, € Pea] 
culstitutes an orthoourmel base of both Hš" ond Hi" ' 
Leow, X.1 We haue 


ls ln tsl-p = 1, pe Е, [3.1) 

|с. In aoe", pel oe iq, EFS) 

= Y Khelge N R cm. (3.3) 
ei N, 


Proof, Det АГ = [L A£,. Since |е. = АЁ, (3.1) and (3.2) aheiously hole. 
But dass, e € INS) is an orthonormal base of Hee, thus (3.3) holds. ü 
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Lars r - 
Tre, TLE By 1 Pn t JR. Denote by l- barat the norm co ee = Him Le., 


T. 
Fm =| (aren e gatje ү la ， 
Sirnil&rl to tne proof of (3.3), жт have 
rr 2 КА © ee Мм е, 2 
mu : 8 Or teal hes [2 (3.4) 
Thus ly (3.4) we have 
1А = PI 1 了 了 Е HTI - ` [3.5) 
PLU PEN T ETE E. =, s > Q. (3.6) 
Lemma 4.7 F Tim zm s | 
ы or fe EF ‚ ТЄ EET define Fg by 4] in Chapter 
| Gir ee = РИНЕ Г. nur. - ni porc EF [3.7} 
H E] ghe = ort FL. к B= Ü, 43.8) 
[F& gly S wtf. uso. pa (2.9) 
Lf 398 gle a аР A, 2 2 D (3.10) 


Peank Since |а| [е | = t. by (8.4) above and (2.4) in Chapter 4, we have 
T = 
еа У | У (fes Beige we) f le, je Ë 


== М am I „ЕГЕ 


= = LU es Bead 31е. |08, Ë 
CEW EN a Е 
x 57 Насев heal? le, 
mERPN, rE ЧЩ T 
ihis im just (3 7), Now 
риб т = £ = p anf r = -一 —-. а u 
use the inequalities q — —j' respectively in (3.7) and 


; - п 
[ыш ® e^ ples hers oe SOM laim pz u, 


we obtain [3.81 and (3.97. Finally. put r- -ip q] in (3,75 we obtain (10), К 
EO idit ($8), {Л э Фу g із a continaous bilinear foran from. 
¢ x ER to ES т". Зу СУ f. c—54 ay 2 гап be exlended tn a 
veparatively (нги Talinegr form fro Ee y petro „айтеп Th 
in (2.9) and (3.10), F can be taken from ee lo T 6 = 
елан d. біс aymiuetriation does prt inerease nora, (3-7)-(3. 10). hold 
for frg (аа an clement of Emm op primen, 
Lemma 3.3 fe Fc E29 GELS AQ БӘ орд, 


(POC Sa Lh = FL (CSB n). (HLL) 
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Proof, Put s — bia (3.10). Then 
|7 e sle = EL оаа n = Hi т 0. (3.12). 


From this we emeily conclude (haa For fixed F and G. Бит sides of (3.111 are 
continues with respect to b Tint [3.181 obviously holds [or ^| = ERE AHA [рр 
Ez), hence also holds For auy à € Eje : | 
Lemma 34 fet 了 C Baa ir Є Ege . Them for aug f 二 Feito, ge 
ШЕ", 
Ре ma m = iFa р. m (3.13) 
Егиз. Uy (3.9) amd (4.12), borb aides o£ (313) are есіліп bilinear loru 
with respect ta f und g. Moreover, let £, те Ej Then (3.135 bolde for f = pne 
and g = ^7 !", hence still holde for general f and y- L 
Remark. Pul = 0. 2 = 1 in the above bemar Then 


(FOr f. g; = ULT Sn nh. (5.14) 


3.4 Integral kernel operators 
In this and next Eubecctions, we Гает saume that 


H = LUT. BIT Le], 


where T is a Hawadorif space, v ів a z-Hrute Borel measura on В(Г}. We identify 
uvery element of H with its v-equivalent class and aaauma that Ё is a separable 
Hilbert space. For example, d the Borel s-aigebra B(T} is separative, then the 
above Basurnption holda. Furthermore, we assume that 

{Hi} every element of E has a comtinwous version vu T, ie. for any £ € E, 
there exists & continuous function ё en T such fff] = 06), vse. In what follows 
wr n|wavs take this rontituous version so long as an clement of E is concerted, 

(H2) for any t & T, the Dirac ó-functional di ; felt) ig continuous on E, 
je. 4 £ P” Wk C T; 

(H3) the map і +8; is continuous from T tn Е". 

In the ecquel, we shall denote Du, and Of by & and Gf respectively [Bs iz 
called. fde" differential operator), and demote v(t} simply by dt and || -Neo 
by ||: |p 

Lema 3.5 For p.w Е (dg. pot 


ma la rm НЕ o ЕАН (23.181 
Then Vp > d, | ow 
кые]; E (1— pF) OE vim ell ilis. [3.161 


Fu perticular, apy € RZ V ER 
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Proof Leto | fahat [a]. Since 


fe lt s "кер. Él. I Ёз] = ith, t BP. B, Bt 
br (1.16), we have 


[mj mY _. ES = 
a EEEN: рш» [UT Ce E 


in Hi ! E = = 
EET: E I ) 5,8 Bb anu. 





т}! 


Hence by 613]. 


базне dis) 


Саз 
_ чт {її Н. ul _ 
= n р 一 al MUT EIE АСТ И Sr Inet 





下 一 由 


x 
ылу" (пты |. _ ж x 
= — WM ts zJ- 2 -总 页， en Br, te Ы VE. лм. rn fe Sani 


з= 
L.E., 
_ [nop m)j!fn + t! 
Dea = >, mum mace 7] T NM [2.17) 
AZ 
By (3.8), 
Ier ы Ў+тя [р = ЕУ; тра 
we havo 
= [ FFL 
т+тъ RITE т uz ———L =; 
Ia sels = >, әр" yin 上 "fs кару [n 1 Тш. ile 
ilm 
x Ет але PO U N [3.162 
where 
T. m 4-75] ll s s (12 
ep = BUD py wni pe - (3.18) 
Since 
ou 
іч т mit . 
>. РР = (1 - PP) rr 
we Dee 
É- aun - 
| Cimas 5 [I ра") lm [3.20) 
Thuy (3.157 is proved. I 


үа Pe ed бейшеф by (3.15) depends on (1,5) and is sometimen denetad 
by Naa " When tm) is clear From che context, we shal] denote it simply by 
Mat 
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In the folowing definition. some useful notations are mitroduced. 
Definition 34.8 {1} Let = ne and s hr a рпттитил ян of 11,2,---. 4 
Then there exista a unique K" c Eg?" such that 


(K" fa Bie ei = ir, tr -ati maaa Ea tinti Ez ЕШ In Е Pg. 


a +T 


бы те Er 1 put 


1 DA 
ttal KR) 一 Be 5 к”. 


` wë Phí x EL. 
where © is tbe set of all ретй айп of (1,2. f}. Then ay mle) is the unique 
semen of Et? s ErS" such that 
isi GO E9 mtm] = (se eam) Eo Ec. 

arm [E] is called tha (I m )-ammeirizatien of x. P di 

[2] Far & £ ЕТЕ i Eg? T , there existe а unique tithe Le" @ Es such 
that 

Health net) =i en, пе ER. EE ER. 13.21) 

Em rm) ds called the (m,?}-mterekange of x. 

Theorem 3.7 fet x € ЕЁ "^, Then there exists n unigue Sale) E 
LUCE, (Eg mék Ghat 


(Er (sha 0) = Ue Thai] - TE E LE (3.22) 
where тылу it given by (3,15). Moreover, Ej tz] = Ein (n 
[Erm be el = Сар 1-11: (8-24) 


Ho e (Eje С), then илеби] cm [hs], wher 
ka =Ü, n < í — 1, 
_ lna +n — I| [3.247 


ha r EET D inl fan п 21. 
If «€ Eg?! & Бү", then Bj fal" = Бы | 
Pical Њу (3.195. ена agy he w an hilosər form ап 


!Ejgx(E]g. Tma by Theorem 3.17 in Chapter 1, there exist a unique Eimi} € 
CH Mie (Eig) such thos (3.22) holds, (3.23) follows from (3.22) ond (3.18). 
SIRE They Ë EF ж ERT. we have {күт} = Utm h Tat Thus Eimin = 


Eim Utley. f But 
т LESER, = {к л hence Ermis) = Smt ele tt Finally, ат prove 
(zea). Let [f]. 9 [24]. Thien by [3.175 anni (3. L4, 


(m ny 
GELS. = Y imm UC Oran Ga Iris? 
1-0 ` 


“fmt n]HI + n | 
= # ai Tun ntm на — 
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from which (3.245 Шот, 


Remark l. alk € EY g ET". Then | 
eel ele бу = (Kay, r.) 
= i gg Гетеа), (3.28) 


Consequently, Zimi] is the null operator if and only if & = 9, Moreover, from 
[3-28), we have for w c BERI gp peik | 
Si mth е Z, = Fi pkmn nt 
Remark 2. From (3-2) аин] (3.25), Wa, & [E] =, 
WE = (s. (at GBR, A gaa . 
Thus Zi y [8) and Ey fel" can be formally expressed aa 
mal} 
= fetid EI 
21.08)" 
=f DLL TID E M P da- dant) dt. 
Ermi] ів called the intero? kernel apergter with kernel x. 
We shall асалу the problem that under what conditions on к one haa =, ix] € 
Es Ea (Eu). The following Iemma is the bey (o salve this Probleru й 


Lemma 3.8 Ге қ E ED Q, pn 
Kop an KR e {Бїт ызан ' 
surrespondoncn bu Che following ева іст. f e m) be made in 


OF) = (om ge f) — indu PI gs EF. КЕ ЕЕ". (3.27) 


Then the falloutug astertinns are &puznalent: 
li) x £ E" & Ege, 
Gi} e ZEE n, Fa): 
(iii) Vp > Oe > D q > Ú, euch that 


kesa D S СЛ, Vg EES, ре деч, (11.28) 
Uv] Vp > 0,29 Z 0 meh that lli mis. [кд] © rmn. 


Proof, (aeti, Tt fol — 2 
(see 15.34), (ee Ci) Ісак froto the Fact that ги] LE SER a age 


(i) ui). By tha continuity of E, n > 6, ЗС > Og 0, anch that, 


IK lg = Cl lpg 
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Thus [3,283 follows from (3.175. 
[ui] (iv). Let p Z П. Hy aexunuptaon, there exist C^ > Og 2 1 such that 


Hear fy| Elgler # € ER, 6 ЕЁ". 
Herce 
a : ° үз ү® 
«lu. [zur = S ln, ea eg] lealplesl iplmqi1,; 
a 
2 2 ү, p 
ac lees iei ttn lea 16а poen 
cuff 
= A les i lee 
ad 


= (gro mà = no. 


(v) D. Бине R f = iu, f, from [3.10] we know that Vp > 0, 3 = Ü such 
that 
K fl = Р аар, = Сечь flere: Í c Eg. 
Thus K € £(Eg ^, Ez B 
Theorem 3.0 Leta € ot". Then E fe) Е CUB (Ea) sf ond only 
$É юс ES & ке" . Moreoyer, vg > U, we Faure 


=, n hel ln =, Um pl 3] ni {л |: mag gb llela ^ (3 29) 


where С маар i defined by (2.18). 
Proof Let a € (Ele ip feb Then E іка == {Бы}, where hr is even 
by (3:243, Thus fne p 2 U, bv (3.10), 


[Pinte = 3 + Qu ETT Yy uen ыа 


= (I4 np [ t ) ii | Stn Un emip, - [ga] Lm E 


n= 
ia I + n)!(r + mj! 
dei nili а >e alil istis; _ mh am 


= CE, gal rm eps. etal lle +: 
Thus /3, 29 follows and tha soficency of the condition ia prove 


Now we prove the necessity, Lot Ej „ін £ (Е). (Er). Then vp Z б, 
howe exist C > Оу OO sich that 


Ie s (р. S а тє [Еш 
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In partleular, let i = Taf fig hiy) with fe : EET , and ¢ Е ES Then b 
[3.15], AE No Thus | 


Pa, 1 E 
QR IS 一 ne пет й 
SERIE ma nn t] as ling n АА. 


C I 
i nl les. 
New by Lemma 3.8, x € ER a ere 
Corollary 3.18 Ins É ES, x ae 
continuous liner eperator on (Ela 
Proo We hast fag) E REC Tu E. Tuus bv Thecrem 3.9. 


E 
J en E, QUA] nm be metended to a 


Ey [1 = Smib] = AE NR E14, 


from whieh Ehe desired coaclussun Їсть. E 
We taw give some examples of imegral kernel apecrgtecs. 

ыйы Ë N. 3 Hu £ Ft. Шшюп D =: Жаа}, T = ioe. Моге кеп- 

BERG. о, C Er. then Da- Th = Inm AT s], Dtm = 

ma T үй}. DS = 
Example. Leh к= тук: ER E* ba defined as 


inge f) = (g, f, gee fea 


nom the $ 1 I 1 de =: . 
mre а аера з UNA. Tende 
= TL mug 5 1g th Шел: : 
d, —,1 [71 Е Кр. (Ele). El ILF, айп by Theorem 
WE nile Eyi) - tr. D E a 
= (rig & fei tg pata 


Оп the other band, let A be the tober apcratnc. Then 


I 


UNE; EM = 





| нү: ЖЛ | 
irt аў ГИ P» hmm 





n—1 
2X Uh gi" 
goa : Uf gei? 


Consequently, we Fase 
M 一 Zi (mb). 
amd MN can be formally &x pressed па 


NM — T : = 
Í, Tifa tor dat _. / ааг. (3.30) 
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Eranplé 3. Consider 53r]. By Theorem 3.9 wc have 
Iyar] € Ef(E)g UE e), Shaft is called the Cross Lapiuciur, and densored 
he fie. lte formal expression is 


Ag = f Tis [dd dadt = f B? dt. [3.31] 
q^ 2 
The dual of ^c к oR = =Z>u[T) wita the formal expression 
ATL -f ria ERUIT Чад -=f Bru. 
m T 
Таз fare, vo 8 (Py. YI € (Elp, wo have (verified by S-rranstorrri] 


daw Í Gun. (3.32) 
" 

ALF Í ға: (rer. (3 33) 
Ё 


The ineegral in (3.32) is in Dorhner aanse. Furthermore. if y ~ Ifa}, then 
Pane ~ ah}, where 


Ay, = itt+ jin + liv Sy fae. te (K 


8.5 Integral kernel representation for 
peneralized operation 


From $2 we know that any À € OCF be, [Б] bas the following chace de- 
composition: 


E 
Apo W^ Плај, we (Fle [4] 
Ff. =" 


where T, m [a.m ) ka defined bv (2.12). it., 
Tes [oy A f. 3 = а; а: 927 = ye). [2.251 
The sequence Ta, n} is determined by A ва follows: 
ALS), 209) = Пан g e 795, Fig € E. (3.38) 


Similar to the integral kernel operators, we give a formal expression For Tra [ur | 
in terme of O and #7. To this end, let y y c UE dee {fah бао |. Theo 


Tula UO m wwe) 
= Urn [81m Ил яң}! 
= Mm! las, gi t6 fa) 


sz "mi f nim n Rapa fen [riqi ,- лян, da; (2.371 
Tn 
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where в = ре aj d = [t 121). On the other bami, by (1. 18). 
V, o] e 1E o mah ва, 
thus 
mimis SU) = UB Ae TB, Ost 
rhy] Py the projection onto the (-th chaos (be, WF € (el; Ph F = 
giai, Sl mhte stm] = 人 [3.33] 
Thus from (S.37] and (3,38) we get 
Tte du] 
= [че eo ody oog ds -deel diu 
(3.39) 


| We new give snolbor decomposition of a Eeneralized uperartar in tems of 
integral kernel operators (called the мега koval repreuenuintim]. 
Ihearem 3.11 For any À с £[CE) iT | 
. e [E p). there emat ga E БАТ 
FRU paa c 0 auch Heat T ш ^^ 


aka — x E ft m n, Б Е (Е, ЇЗ.) 


Tim=b 


te ue Sanita converges аттин in LEE. IA Е CE LE Ye), then Kim Е 
Ej Sie, and the series £n [3.40) ronserges in [E eg, The $ian of A 


ix 
Oe 


ME = ST bug af m ge Eg. (5.41) 
rm 
Аоте, we can take 
„уг. 
QAO EC Ay" 
Hn эй 2. "al ur гү —3L E Tua 13.42] 


uhsre [uj] as ginen hu PE) + c Bon g Bede ү, dcterniine bp 
г == 1L ч 一 E 
Tae Fe te gee РЕ Е. 13.43) 


[tt] 55 diod dhe integral kernel semuance uf A. 

Proof Clearly, 4 is a Us p- functional, Thus rhera exist B 

| learly, A is a Uy, ! à B а FUEL) 
аі [x c яте! seo im E Fa] such chat FA y = athe, tio E Ee 
We [3.41] hrlds, Dy (2.9), there exista Бү 2 Ú such thak, when z is sufficiently 
arge, 


aa, S Chat y aet Rey em, p. C44) 
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Thus From (2.237) and (4.20) we pe 


lS, shell e © CU - sfr] UU (e? aya 





li. Е belly. 
Since 


| dk! Ms E | i "Чї 


eelt OM 
– ЎА seal ES 


=ч 


af we kala Phm sufficiently large sich 1hal. 17. ifs = (зк? A? [1 — pe, then 


a 
b Er ml in 1211 m 
J, — 


This menns bhat Ehe seres in (3.40) converges strongly in (Elf. and by (3.26) 
bai] (4915, we cunclide that (3.40) bolde LE A € EZ Ee LE], then by (3.411. 
mp, € Ef g БЕ #", and it can be similarly proved that the series in (340) 
converges in fir, 

Finally, (3.42) follows readily from the following equality: 


m= 
t. inp 57 do PE 


t.m=0 
= y ting? ару E ee gin. P 
kyz Fi =D "s 


Remark 1. Since m, is not required to be |i, rz]-sxmumetric, the sequen 
[eras 15 uel unique, Hewever, che (I, 013-$ymmnetriztteon of ay, is unique. 

Remark 2. Let A' and A" be two generalized operators with integral kernel 
нушат fi Qj and ¿rra |, respectively, Then the Галера kernel eequenes sf 
A e A" is {кул}: 

m= YO унан. (3.45) 
РЕ тат 

Wie should танып thet all resula in this section can be adapted fur the case 
= penviderd we replace S-transforms by loca] S-transforms. 

We now give some examples of integra! kernel reproscotations fur generalized 
operators. The results саш be proved by menns af Taylor's expansinns for symliwis 


p| ripeir&tare. 
Ercmph l. Let F be the projection ta the -th cham. Ther 


Py = S lQ yall Salted. 
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Етар = р i 
wape 2. Far y £ B*, the shift operaLar Ty сап be cxpressas] as 


7 


1 一 
s amat", 


= 7 
Аа à vorsegiwnca, we obtain the Tavlor exparsion for туй [аен (1 230): 


Е 1 
TL uw Е р 


xz 
Where the series converges in {Fig 


| Етавыне 5. Let ç = Е), edi} Aga multiplication uporator, its 
шпега kernel rapresentation is given by 


fit m^ 
ME M UT 


fnm 


Moreover, p = E Eu, {Ee И and only ify É (Ele. 
Ememple 4. Por à ef, the ясы operator m, can les expressed ве 





_ Y: (A — ly (Ae — үүт _ = 
= 1 ilmim 2 (n rm, 
aml] 


where тр is defined by (3.43). 
Елате Б. For he P, 





T) = У 075 ss. 


本 一 小 
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in this seu iom me presel some applications of the timori nt yeooralized opera- 
tora Ep quantum physics. We ahal) define quantum stochastic сера [5 by mess 
af generalimal uperatore, which Eetwralizea Гс one їп Hudson Parthasarathy’: 
sense. We shall give an interpretation of the Klein-Gerdon Field in terns of Wi | 
prixtuct of generalized operators, Moreover, we shall айну infinite dimensional 
classical Ditichlot fortrin in che Iramework of white noise analysis, As for tlie ap 
pileationa of the theory of generalized operators Eo infinite limensiogal Barranic 
analysis and quantum probability, we refer tho remler to Снів 56,4], 


rh 


4.1 Quantum atechastic integration 


We adopt the notetinna of Section 1.3. Let (T, BUT, Y be a measure BACH аъ 
epecified there. Lat {ЖҮ ë T) be an £([E)g 7) valued measurable proces, 


— M — e 
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M a Boml шкы of T. We mar define integrals of the following form: 


Í KeA] (ett) = J K, oO BT dt, мы) 
м M 


provided the r.h.s. exists &s m Bochner integral in Ci E) (Elg) Tore the lh s 
is x forme] notation. M (di) = BIO": is called the quanivm white noise 
measure The S-trensform of the integra defines by (43.1) in 


Gi. т = i, Кт]! Ce] dt, £n e d. е2] 


[n paztgcular, if T = Ж у, 2 inthe Lebesgue шеакпта and 1 K,) is an adapted op- 
argior walwed proce er LHE и), the above integral із essentially the quantum 
suiachastic integral im the sense of Hudson and Parthasarathy. Fut 


i L Ё 
+ / ü'de Ay = 1 B de, N. = | at 8 da. 14,3) 
ü J T 


Ar, Ау arid. Ay are called the quantum creation, annifsiadion and number process, 
repectively. ‘The quantum Brownian motion aod guantum Poisson processes 
corresponding to the classical Brownian meting and Tecno processes are тен 
gpeetivaly 

Qh = А+, FY Nk VA + M, 44) 


where À > 0. In fact, beth Q, aud 3 аге sell-adjoint operators an ДЕ, p), 
{911} is the standard Brownian motion and {571} is the Poisson process with 
inteneity X (sec Млуег[3]). 

The integral defiued by (4.1) generalizes the one in Hudson-Parthaearathy E 
garam ш bwa aspects: the first в That the integrand process { Ку} takes values nut 
exclusively in operators om LYLE", иу hut in generalized operatora; the second 
is ihat the inzegram process ін пог required to be atapocd оши, Михо, thie 
integration dawan is extended from Fé, to a general measure gpare. These 
kenérelisationg are useful for the atudy of random ficlds and quantum Пеј». 

In what follows we shall nse the Vick ondedng of operatora product ta 
derive the Ito fonmala for quantum stochastic integrals. As mentioned above, 
Qu A HA, is a quanturn Brownian motion. By using the commutation relation 
|... 47] = Ё. we сал easily obtain that Vm £ Ра, 


Е t! : r 
or xy AC AL {4.5) 
Жүн flat 


Lek fis) = x". Regarding nov = QT as a [uwt uf the variablos tat aod 
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Ay, and according bo the chain rule for differentiation, we obtain 


di) Y L7 part aae 


LLLI 
PULA AP A, + ECT at Alat] 


—]WM . 
= д > т. P P At Ala(AT + Aj 








2 +e+ti=n—1 ZEE 
„аныц ER AT Ай. 
tet -7 oe 
Hence 
190) = f 49. SI Qed. "IS 
Thus we have obtained the даалт ft formula for the case of polynomial func- 
tions. 


In the above derivation, we haya frat expressed OF as a function of preducts 
Of Àj and As in Wick ordering, then viewrd Аг and Л, ns ordinary variables, 
and dilferentianed QF according tu ordinary chain rule. Since A; and Af are nur, 
comtnntative, in Ehe dermatiou of (4.55, we have usel cle mntatio relation 
А. А] = t, This leads to the secoud order term in the Itó formula. 

Осе wa have quantum stochastic integrals, we can solve quantum aichaskic 
differential equations. Ry mean: of 5-tranzformes, thn latter can be converted to 
functional integral cquations The following are tww examples. 

Ezample i. Gonaider the quantum stochastic differentia exuation 


dX, = ХАЈА, 


this is equivalent to she integral expiation 


L 
X: = Ay +f X, Ada. 
u 


Taking 5-trangform on both sides gives 


£m) = Xt n) + f "RAE melles. 
Thus ; 
gm = ote) [ f cas], 
and omae went]v, 
Xr = ty e ats F 


where Xa may be а genuralized operator. 


> Ш ge a eni 
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Example 2. Consider the quantum stochastie integral equation 
t 
X. = Хуа Í Xo UT atas. 
e 
Taking S-trurs ren gives 


Sb rend = Жш + Í Kate. mise [ayda 


Herce š 
Er Ir r TH 
Хиба) = Хер f ae} 
Lel exp^ A demote che “Wick exponeutial" of K: $7 inl) ATP, Then 
X, = Xy s exp? A? AP). 
lt. орап be egal» proved thul exp*( Af Am) is still a generalized operate. This 
the above equation ая а nique solution ir. Zi ER CEI"), 
4.2 Klein-Gordon field 
Let = Wi — vi = & = Eja gg be the wave operator on Minkowski 


space Zt FO. The physical frec Geld (441,2) : (1,2) € Bç x Fr), as OPAL GMAT 
valued distribution in certain sene, satisfies the Klein-Gordon equedion (m > Q 
15 а паміналі) 

iñi O+ = ü (4T) 


aml the equal-time cozumimutabpu relatis 
tdt reta] =o, feft) e(t. i] = 0. 
lot. г). dtt, у] = ilie — s), 


where qz, z = S etr). According to the the Formal derivation in phreice, 


өй) fh [ts et + fle], 


where Jr and Ñ, are the pointwise creation and annihilation oprralors an the 
Fock трт [Le |}, and 


1 


fete =) == płk 
ta t Wits 
1 йазы Ён 


MOS [ar 


am a pair of conjugate solutions of the classical held equation 


(Ol + m) f — Q, (A8) 
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where we 一 whl Fm The energy aud momentum uperatom of the Klein- 
Gorliz Belds a. T) агг 


1 
HUU = = fo С) e (7 La etapa, (4.8) 


Р} =- F. Vid V, dz. (4.10) 


rcspertively. 


From Lhe mataematical point of view, the above derivari clarify 
І , ion need 1 
In particnlar | T 


(i) 42 is not а well-defined nnerator om Fock space fits domain is шетт]: 


1013, and can only ba incerpreted as a generalized operator ar an oepecator-valued 
distribution. 


: (ti) the products of aperator-valued distributions such as (Viel, VAT and 
9 are not ordinary products. They shield be uiterpreded ag Wick products. 
In the scquel wr shall legalize the nhove oporatiuns in the framework of 
peneralized operatora. Let 
H = (NS, E = SIF), x = S*( FE, 


ame the classical frarmawark of white prise Analyse. Denote £C Eg (Ex: 
simply by Z. Regard the Kleir-QCerdon ёшдан [4,7] ва ап abstract, wave едца- 
tion with respect to the function 4$ : Et x EP — F. Then it ig easily verified that 


the Z-valucd function 
elt z) = }, TATE AIOE + ft zn Ja 
sacisfies equation [4.7]. The S-trans[orm nf d m) is 
See. q) = ү. ГА oth ACE ААВ, 6, c SUR, 
which satisfics the classical ware equation (4.8). 


By using Wick product, tle rerormallzed exergy and marme3tum «operators 
Bre 


i 
H(t) x T [CV ya? | "V as]? + match? da 
bi — -f Vio e V. дй, 
EK 
tespectively, Their 5-Aranafnpmns are 
pm 1 u T. - = 
AEM = y f (SP + (7.42 + malas, 


PUKE = — f Vid Vides, 
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respectively. By the above formoias, we eam directly verify that VE. m С 500°), 
£H(r = u, ZP = п, hence Ht) = НЧ), Р) = РЇП}. These ате just Шс 
laws af energy conservatien and momentum conservation. By straightforward 
computations, we have [see Начал: Lac [2] 20d Lao[1]]: 


He = f ыу a. ak. 
p 

Pi] = f kE a, dt. 
H 


Thus starting fom generalized operators and Wick calculus, we conclude that 
H(t) and cach component of P(A} belong to FA Pe (Ee aod CAI (EY. 
They on eeserlially self-adjoint operatora on Fock space TO. Moreover, we 
can prove that the follewing Heisenberg equation holds: 


W dir. r) = FU). dit x]. (4.11) 
whare the commutator in the rhs. js а generalized operator, 


4.3 Infinite dimensional classical Dirichlet forms 

Dirichlet form je а geteralivotion of the classical Dirirhiet integral. In 1959, 
Beurling and Deny iniracduced, ф the first time, the notion of Dirichlet яраси 
and initiated tha L2-framewsork for putential theory, In the 70's, Fukushima, Sil- 
versteim and others developer] svaternalically the theory of Dirichlet forma. This 
theory is a bridge commecting potential theory and Markov processes. Since the 
theory of Dürichles forme has importaut applications in non-relativistic quantum 
mechanics and Euclidean quantum fields, it has been greatly advanced in re 
reni years. The mast impertaut breaktluoueh in tue bacework of quasi-regular 
Darichiet Totis established by Ma and А егін. This [razmurwurk is particularly 
suited Lu пейш duuenuspuna] analysis. The interested гевлег may consult Ма 
and Rockner|[I]. 

In the following we piye at &ppliabion of white noise anelyeia in ibe they 
of Dirichlet forma. The material is taken from Hide-Kuo Pacthotf-Streit [1]. 

Let А be в separable metre spie, m a c-Bnite messure on (Жү. Then 
IF = LX, m) is a separable Hilbert space. Let (£, D] be & symmetric positive 
densely defined bilinear forma on P? [On]. Put £u v] = £u, e) + (чуп ч, £ 
Г. Ц 7? is complete under the E,-nopm, then (£, DY is called cloaable. If the 
following are кага}: 


u£ == АЙС, fet ^d ut Al) £ Ет]. 


thun [27 D} ie said to have Lhe combractivity property [or Markov property). А 
Eymrnekrie celeed bilinear fan ГЕ, 127) on H with the Markey pronerty is called 
a Dirichlet farm, 
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In ruan-relativigtic quantum recharica, the dynamics of asystent with d de 
Brees of Freedom is determined by a positive зе ало operator H on L?( Fi, dz) 
[ratled the Harultonian or eWergy Operator): F = -ii TOY. where A in the 
Laplace operator, V ів the potential, Asaswu:e thak 上 is exsalially seli-adjolnr 
and bounded below on GRY). Then the amallest eigenvalue nf H ia pe 
th= corresponding eigenvector y can be takuu to be strictly positive and satisfy- 
ing fp v (zr = 1. р ia called the ground stare for varum}, For simplicily, 
wc may фаз Шай the smallest eigenvalue of Hf m (. Put b(dz] = аа, 
H Fir} = fizl/u(r]. Then W is я unitary map from ҮЗҮМ ar) te LURS uns). 
Let Uy — WW". Then H, is а positive self-adjoint operator un. ЕЗ" v). 
Af, ie called the ground state representation of E. IE: ія sutficiently smooth, then 
by integration by parta inzmula, H, = -1A +, where b = —V lug p, However, 
when V is а singula. potential, H, dues not possesses the abue expresan. In 
Ише casa, pnt 


1 ; 
Fo (i, a) = = if Yu- Vu de, nee Сод, [4.17] 


Then the amallest closed extension of (Ep, СО) ia a Dirichlet form, It is 
valled а elaatice! Dirichlet form, which ageciates with x diffusion procera. Based 
оп this ground stake represantatiei, we may віну Hamiltonians with singular 
Pokentials. In quantam feld theory, the counterpart is au infinite dimeraioual 
Dirichlet. form: 


de t= Í De. Did, wwe (E), (4.13) 
E" 
where E = SU, ET (RE, v is a finite Borel measure og Sm [ rey, 
De Гр = 5 (D. vot DD *]. (ada) 
fel 


Here and in what follows, we adopt the nctations in Sertion L3 of this chapter and 
Section 1.3 of Chapter d. En particular, A ін the hormoni: oscillator on Ін), 
{= 7 2 1} i аш orthonormal base of LHR”) килт of the eigenvectors of 
A9 An important quection ie: under what conditions on the mesure а can the 
bilinear form defined by (4.13) be extended toa Сіс form? We shall discuss 
this question, 

First, assume that v iy Lhe measure аумакай with a Hida distolotian Ф, 
We shell prove Do Dy C CE], Lun (3.13) is well-defined and 


Ely. 而) = QD. Dea, eye C CE). (4.16) 


Henceforth denota by És the bilinesr form on LEJ defined by (4.15). 
In the following lemma, |j- ||, does not denote the Рогі but denotes the 
Hilbert norm on (E), (see Section 1.3 of Chapter 4). 
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Lemma 4.1 If £ (Е), then De DS Е (E), Mororen, ther criata ë 
éursiant C > 0 such zhar vp g Mo, 


Ë e] — |a ly = le — аа a + unas 12.16) 


mhon | = Lhe. Pha. Im particules, the mop yp кэ De? ¿ç continuous fram 
[EY te (F). 
Praef. Jet F C (EY with Poe lf. Dy (L20] L. Claprer 4 wc have 


ex n 
So nhac || tf 
т=п т=п 


Noting А !| < 1, by (3.113 in Chapter 4, there exists K > 0 auch that 
lu. v lr = AD. well i 
Mow bv (1.191, there exista а constant A > M euch Мы 


MP e lp 646,2. 
< Fe; tll? s. 


Hence we have 
el? le < KAM Beg lua 
This means |00]? £ (E. 
ln neder tu prze inequality (4.16), we rewrite the Lha. o£ (4.16) as 


Поа? — Le? |, = |b Bebe — ER U — l|. 


点 一 ] 


Simlar, we pA {4.14}. ú 

Since v ia а Radom measure on (57 í ge), E), the set of polynomial functionals 
P а dense in Dile) But x* C (E, the аваг Tarra nn Е?) defined by (5.18) 
is thus donsely defined. Moreover, it ia positive &nd svinmetzic. In the following 
we shall prove ehar Ep is clesable under amie conditions on Ф, 

Let Pir] = LF s Liw) Then the gradient operator D is а densely 
defined lincar operator from Life) ta 020). Let D denote the adjoint of D. If 
wv can show thet D ia rlosahle, then OD will be essentially self-adjoint (see 
Theorem 1.7 in Chapter 1) acu Ze ii thos closable, Conseuenty. bv T'heorem 
1.5 in Chapter 1, in order to prove that & is closable, it зю ен ta prore that 
the àdjcint D' of Э from E? (ed te Po] is densely defined. 

Let © be the algebra generated by fain Wy, cos ИЛ, € E], where И) = 
(r,£»r = 501°). It can be easily proved that the &lgebra pn complex field 
generated by fe! £ c ET is dense in (Ele. Thus C is dese in [E]. Free thie 
we conclude chal the closabilits of {Е.С is equivalent to chat ef (Z,: E] and 
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they pesen the same closure. We mow study the Choeabilitr of (£,C]- Fie this 
purpose, it affine: to shady the clocability of zie operator D from r (ку to P] 
defined on Ë. 

In the statement of the following lemma, we adopt the Sulalev norm TE il, 
introduced in Section 3.4 of Cheaper 2, Le, HF|], = IE + FFF spa, where 
EC po 1, 

Lotime 4.2 Let ea measurable function on ST (EC), edh Ф > П,р-а.е., 
much thet for some p > 1, BMF e EX". Put dv = bdp. Then the operator D from 
E(u) to (v) with domain C is denaely defined and closuble , 

Proof, Fist, by (3.41) in Chapter 2, there exists a constant C > 0 such that 


IHE = 93/2 81^. < ope eg. 


Thus by assumption, Ф £ 8. Hence, Ф belongs to the LEPJ- domain ef Г) and 
РФ = eB UT Denote by {ыз the subspace of 20] consisting of АҒ the 


гла ferta: 
PI yy les & Fk. 
= 


where Fk c C, and thera are ошу finitely many non-zero FX. Clearly, (uY is 
dece in 1246). Since vi E Ó, 


f Db T (DAL Bede = f pot, e dg 
£ pella. H [b 1/7 D, ahy 
= dieli, f (Da a y'a, 
x Аһ Шш. 
Therefore the linear operator Wa fore Pr) to Д2) defined by 


Wer 一 УФ. Ф) [4 17) 


k 


is densely defined. 
Lac e EC Fe tes. Then 


(р, [D — Wel} BM ey 
= f POP padn- f ADE, Paced 


OF = (D* — War, Fein. 
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In particular, DY is densely defined. I 

The folowing theorem is ong of the main resulta of this section. 

Themen 4.3 Under the conditions of Lerta 4.2, (2,0) is срма, and 
ita clogure (Е, Ë) te а Lrithlet Jure on {г}. Here C is the completion af C with 
reapeet to the £,-aorm. 

Proof, By Lemma 4.2, (FC) is a positive, aymuoetric, closed bilinear бут 
on L'iw; In onder to prove that (£,Ë) is а Dirichlet form, it suffice to verily 
Шы iL posseses the Markov property (i=, contractivity), To this end, iet л € 
Ca £ CUR) Aemme that sup, [ріш < М. By Weieretrazs' theorem fuum 
matücmaticat analysis, there exists a sequence of polynomials {дул £ IV) auch 
Шел т, converges uniformly on [—A A] to some gp. Pur 


i 
felt] = f ба) — (Л, 
-Ñ 
Then [fnn Е a} is а sequence of polynomials which converges umiformly on 


[- R. R] lo g. Clearly, gn © cunverges to gay in LHi, The following estimate 
shinak 1ш. for -* De, Op = Elga Š E ы B Qa 0 да 2 у) 十 目 


E P [EHan ор р o w) dp 
= J unco 9 ° Ири 
= sup att) 9 Е e )- 

ШЕ 
Thus, the romalnlty of (E, C) implies ç o > = C. 

We nuw show that e £ Ë = pop € C, Take any sequence {Pn € EV] from 
© such that Zl — Wai — i28) — Ü es tt — og, In particular, e, — «iu Lr) 
and consequently, gow, — go >. Moreover, we have 

ое рон, guy оц) 

" J = espes — 9 oP Deu du 

22 f ees - g онар de 

+2 f lz sos Ite. = gw) de 

x 2 fiw оф — 9° o a | Do |? du 

+2sup OI f 10у, — wa Pe. 
mF 


Clearly, when mm oo, the two tens in the ths. of die Led. inequality tend 
ta zero, thus qo i, tends to доу in the K.-nerm, Hence go € C. 
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Finally, wo prove the contractivity af (£ С). According to a well-known result 
ш the cheury of Tirichlet fees (eee Ma Ecknenr 1|), thi is equivale wo verife 
that (Е, С) has the following property: We > 0, there exists C, : FE— | -e 1 + el 
such thar 

[al LCE} = tt [1o < cu 一 Czt-sntscgdsci 

(b) vy E e, C. аә E C, aud Fi, вр C, эф} = Cto, eh 

Such a (7, satisFring (a) can ba easily constructed, The Gret condition of (b) 
haz been proved 30 be satisfied, the sscond condition of [bY iz actually satisfied 
Tor апу С anfisfving (a) (note || < 1j. 


ELE, oy, CL o 2) = / MC, oa)? du 
一 fe: = w] [fhe]? de 


= ] Deol? de = Elie, р), 


The proof of the theorem ia еспке. В 


The following theurein gives BTn hor aufi ent condition for the closabiity of - 


(ЕС), 
Theorem 4.4 Let Ф Є (А): J D$ = Н.Ф, where Bc E" S (EB i 
йт citre af E" 的 (EY defined as Ніра: 
HE- Preghi = Ota mph we E. e € (F), 
then (Eg, U) rm atpsable and [Er C] ta z rehet form on Eu, 
Proof. By ssaumption, Xy £ Fr S (Y, we harr 
HDE я фуу = B sug) 

— WI EB m), [4.18] 
where {i ds the cananiral bilinear foro ou SB x Sg, VH сЕ; Hy 
[4.185 we easily conclude that Y F c B), w etg), 

UB e P) = (8, (B, Fight, (4.19) 
where 
(ALP) = y В.га) Fk. 
М 
Hence, Wyre £ Ú, Fe Itu), 
Va DI Peu = 00 ant FO 
UD) P 
IR {Pe Р) roce) + (DO g- E) 
= Ll, Fus Ie] + iib, ЇН, Pe 
= (Eh. haces + Lp, UB, PY sag yp 
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Tiis umplicx à 
Ir i DF a (Bn, P". F = tale. 
Thus LY is densely defined and (£. CY is сава. Moreover. (Е, раз 4 Dirichlet 
ferm an Др | I 
As an application of Theorem dd, wv onsider the Gaussian iesim v on 
iE). B) with rharac,eristiz function: 


PLE] = J 9 vias = өрке. 


where É is a positive invertible selfadjout operator on L LR”), sud K is con- 
Thoms Ёге ET to SOR]. Clearly, p corresponds to a Hida distribution, 
denoted by Ф (nc, Ф = i). By шелше of S-transform ard using (1.22). wc can 
prove that vy = БДР), 


D, = C, (KO ЛАФ. 


Fut 
H= Ус mt: (K I)e. 
5 


Then B € SUR} S (E) anc Do = В.Ф, Thus by Theorem 4.4, there is a 
Dirichlet form on [.#{ь}у sssuciated with 1 through (4.13). 


Appendix À 


Hermite polynomials and Hermite functions 


fant Hermite polynomials are defined to be 


a . 
Hailu) 三 i-i)"e" ш — u Е Е М, 


(Ai) 


which are coefficients im expansion of power series for expe {tu — 42/2} аш Tuortinn 


we Ё 


expdia— Е = D SH Au. fU C Kt. 
由 一 p" 
By this expansion forma we һал: 


Theorem A.t Hermite ронга hove the following ezpresainat: 


mT 


к дуа" . 
H dn] n! F 26 - 281 3 nE Py 


C'onmerseiy, 
In] 
ni 7 A solu) 
и" = п! =—— n mw 
k L dE 
> 32*ki[n — 2k} 
{Hn m £ PV] satisfy the florina differential Ершат 
HL(u] = x Н, if), wed, 
Леар effi (ul + tt Н Ги) =l, T > [J 
Bad таҗлар fOr 
Hyulzi, Hila) -uü 
Angi (ui = wH lu) — mi jf), mod, 
дв well wy multipitpatinm formula: 


mA к 


навон) = S n (u) E, aa icio 


(А2) 


(А 3) 


CES 


(4.5) 
ГА) 


(А.т) 


[4.85 
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Moreouer, far any А Е Së $ Rolda thot 


BEFETTE: kyi -ZA 
Н.а] = n! 5. LET Tu I ul. (Aa 


Proce Bepoacing khe j&weer series < r£!" and r "OC with Tesperr io f 
into ец. [A.2) and comparing the coefficients of i” on both sides. we obtain 
eqs. OAS) arl (A 4]. Oeren ec. [А.Д] wgl respek 1o e and comparing 
the coeficients of powvr sevice we get СА} and [А.Б]. Араш from cq. LAE) we 


know 





roa PATE | г\л 
jo тт nula] Hon Mi, ба} = ерк e tu f m +a] 
"ncn 
Lig — sh 
"ES ; Hye) T 
gu A-0 
E HT, (wt 1 (2) '. k I| 
та - Tet ae Ж i , 
> А! > і 


Letting! + k = m, j— ie k = n in the last exnression, we have 
Y amn EAT ы (x) (4 
— b + ak. 
mig MN — RAs 


The multiplicari formula (A.B) о гын] Dy Cusmpariuuu the coeficiente of 
271^. Tn particular, the recursion formula (4.7) is obtained by Jectlug m = 1 1n 
es. (A.B). Finally, it fallaves From eq. (A-2) chat 


{2 
YE “Hy (An) = exp Ata z| 


mir 
Aft А# — ай 
=. 088. к! 


(A7 "E Le 


T NE 
MO go), ue — 


Letlins рт 2& — n in the last expression, we сащ 


2 


ME : 
(4? 一 1А" ak 
т Атар А: = | , 
У"; 2, PRAM Ty - 2k)! H, ! t1]. 
le corsuring the coefficients of 1^, we Chen have ey. (A-J. " 
Considering the Garseian measure on JE: 


qida) = (hry exp d 7 fe | de 
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and the Hilberl space LAUR, 3), we have 
Theorem A. Hermite polynomials coratiiute an orthogonal systemy in 
Lf): 


j H n ayka sta. л. [x 10] 
н 


Dencic i = y—i. Then 


Hau = J {ut tiya), ж € Esp, [A.11) 
a 
Pr ae 
Haute) = 5 ` (i! ut ete), med. ГА 12) 


When Ë < 1, we hawe 


тыз 


p 1 
Y ap Fn MIS te) - Oe —— zu SEP 


nel 


{A138} 


Proof. 1t follows from eq. [A.2) that 


"nin! 
т.913 


= [oe tu- ES ba 


X44 к. 
sapi” > ULP 一 gt 


У; mug J н-на bru 








Companny the coctlicieuts af 6" we obtain eq. [A10]. Using contour imtrgra- 
Lust: we have 


ШОШ ka] упр] = oan n = sf 


By evpanaion in power series of Р {usins og. LA 2) [or righz-hand side? sil uam- 
paring the cucfficients of £^; we prove eq. (5.111. Prom ey. ГА. 115 we know 


Нш + u) = [w+ ut ig)" slay 
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which implies eq. [4.12]. Again by eg. (4.11) we have 


S E Hab. Lo) 


n=0 
= f f oxp {tiu + iut + fg] poter dg]. 
nant 


A direct computation ol the integral yielde ey. (A.13). a 

E Fallows from eq. (A-4) avd multiplication formula (А.Н) that Hermite palv- 
nomials constitute а linear hase of polynomial ring. In view of eg. [A.1D1 and 
density of polynomials in LIR, р), we know that {inl} 27,7 is an orthonor- 
mal base of £4 (02,7). Now consider the Hilbert space LIIR = Б Р du). where 
du ів Lcbesguc moagure. Por f £ LUR) define 


Flu) te ыру). (Aid) 


Then 
IJ Flies = Паст: 
Тыїгкге Г, 
JF lyra) m Ie F pu). (A-15) 
Hence J > LAUR) — ДР, Т] ie an isoroarphisin fae Hilbert spaces, Let 
heu) = [nly 747 Huh 
= [ny 1E. cias ARE (may, СА 16) 


Then {Б.т Жур constitute an orthonormal base of 20]. They are called 
Fermile funchons By definition and properties of Hermite polynomials we have 


hj [us uiiu] тА ры), n> 1. {А-1Т) 
la ad ion the Slowing estimates are very ibefed, fel tke prooi sec ille- 


Phillipal]] or G. 3ægë[1]. 
Theorem A Bor any гейш € Fi we huve 


Ah. (u) = On 5. (Вла 
Í hdi = n. 3:45 iA 79у 
a 
A area, 
ll^. |= = sup [А fed) = pe 1023. CAO) 
зеп 


Wale = f |. iu 一 1 ， (A.2315 
F 
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Since H,[u] = (niri P (a 72), it follows Erom (4.20) that 
| Fu) E ein Ы (a-22) 


More precieely, we шау laka e = 1.2 ш the above inequaliby and (A.22) is then 
called Cragés's cstumata (cf. Ecdélyi(1], p.208). 


Appendix В 


Locally convex spaces and their dual spaces 


We bricBy introduce some basic motions oF topologies] linear spaces which are 
frequently used in Lhe book. For detsils see Bourbaki[t], Scxaafez1] or Treses[1i. 


1. Srmrnorms, norxas and EH-narms 


Let X Ье a liner space on Held EC (real ficki Ft or complex field £^ and p a 
non-negativa reabyelied function on X, if 


(N.1] piz*tybz»sz)]-Bwh — zy E X; 


【| pix = [Alpi zy. +E X АЕ Ж, 
then p i5 called а seminara X. If, furthermore, 


(N.3) z ü pir) > 0, 


then it is called m norm. И, moreover, the following “parallelogram identity? 
Heche 
(МА) p[z + P + pley) = pis)? + ору}, zy € X. 
then it ів called a Hibentian norm (H-nerm for short}. The functioa p with 
;onperties (1.1), (8.2) and [43 in called an H seri norm. 
Let p Бе а semti-norm on X, define 


NP pT) = ¿z £ X :p[=) = 2}. 


By properties (N.1) and (N.2), Ny ia linear subspace of X (a£ p is à шаш, then 
N, = [0]. Let К 
X, = XIN, 

be Ehe quotient space, that ia, the Encar spare af all equivalence classes T for 
equivalence reation z ^ y defined by pix — у} == 0. The quotient map is dented 
hy 

Q, : X — X,, (B.1) 
namely, € Мыш is the equivalence clase conlaining m, Defoe a йшигїй гип x. 
by 

Рх) — plz). 
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lo is возу to see that p 15 а norm en X, and CX, B є 3 nonned space. Hv 
vornpietion we obtain a Banach space (X, B), If this Hanarh space is separable, 
we call serni-norm p à seperate seminere 

IE B їй ат PT sami-noena eu X , thon tha Danach spare thus obtained! ix ia Fart 
à Hilbert apare. 

Let p and g be two emi- norma en „Ж. IF Jo > O šux] Lbs, 


pts) {е}, "re X, 


Lien p is amid ro be bounded bp q anri denoted by p < g. In this rane PCM 
g-equivalenes implizs p-zcuvade се, ессе 


hau ES Ж, E X> 18.2) 


куы Їн bo a continiaus linear operator from X. ко Xp- 
Let p aul т be kwo H senmi-uorms on X. [f there axiata an urtbonormal baga 
fen} of X. much thag 


NECEM = 1 (В.Я) 


theu pis said to be AS bosnded bu g and denoted by p Hs т. It is easy to prove 
that the zum in (B.3) is independent of the choices af «rt hnnarmal base fe. } and 
із equal Le square of Hilbert-Schrnidt norm of tha operator Des 


2. Locally convex topological linear spaces, bounded sets 


Hf o linear apace X equipped wilh шю у T such that addition and aralar 
preduct operations ant continuous, then (X, T ) їн called а tepolagieni linear space 
ur tepalogical vetns spre. 

By virtue nf coutinuity of addition operation, the neighborhood system of 
any JHE im R topological linear space can be obtained by translation of АТО), 
the neighborhood syatero of point D, hence its topology is entirely determined hy 
АП]. 

Let F be a subset of X. JF vx Ee A, ЗА such shat дт c V holds for аду 
AG Ж with [Al £ Ag, then V is called an aimer ing get. It ia easy Lo ser From the 
rainliuity of scalar pturluction that any neighborhood of 0 à an absorbing aet. 

In е Baaach apace (X, (|: ||}, as a base of Л), we choose эреп balk фк, || z|] = 
r} with different radii (c > D). However, In infinite dimensional analvaie, it is tac 
restrictive ta considur the taj=alogical linear apace gunarated by a single norm. 
Üne needs to consider the bupological linear apaces LA, T} generat by ane 
Dunily Г = {fai E A} of semi-norms. where А ia an arbitrary set. The base of 
АО comaiata of the following већа: 


{5з pa) o 1 = 1,2,--- nh, (R.4) 
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where п € Mie > Ula; E A[j = 1.2... n). ln оге to make (X,7] a 
HausderH topological apace, instead of (N 3], Uie totality Г should satisfy chat 


x = Ü — toe А, pala) > Ü. (П.Б) 


Any topological! linear space generated by a family Г of 2emi-2orms sett ying 
(D.5) is called a lucully commer space (LCS for short], This definition is exuivelent 
ta the mécrueiric one, Ext is, ancy Hausdorif vopulugicad linear spare having н 
convex neighborhood base із а locally convex space, 

Let Гү and Tz he two Таси of seminormxs on X. [IF the topology generated 
by Гү is wesker than that generated by Гу, then we say that D, is weather thon Гу 
amd deuote Гу < Pai fly «Ts and Гу < Гу, then үт aay that Гу is вариант 
fo Гу and denote Гу = Гу. Famile of aemi-norms which are equivalent ta each 
ullrer gencrate the ane Lope low. 

A locally couver space ін metrizable if and only if its tapology can be goner- 
sed by a countable family of seri-borms. A compicte metrizable locally convex 
space iz called a Fréchet apace. All Bansch enaces nre Fréchet spaces. 

In = norraed space, the bounded sete can be defined hy norm. However, in a 
general topological linear space X, a subset B ів кай to be bounded ast if it ren 
be absorbed by any neighborhood of 9, that is, 


VU Є NO), HÀ € IX such that H C XU. (B.6) 


If X 15 я locally conve» space whose topology is generared bv & family D of 
semi- ri ans, then a subset F is bounded if and only if 


вир {к} coo, Е Г. (B.T) 
ain 
А locally convex space is понти е Ш and rey if it has hounded neighbor Tuenwd x 
ef Ü, A topological apace is Enid En be focatly cormpact if it has Dpat neigh: 
borboods of any point, A locally cuneou space is locally compact if and са Ш 
it Ex flute dimensional. 


3. Projective topologica and projective limits 
Let X bea tment space, (X4, Faia € А} be а family of locally convex spares, 
where topology Ta is generated hy а family Г„ of semi norma, Let 
fo: X -> Xa, cf aA 


be а family of linear mapeastisfying | 2110) = [U]. The meakezt locally convex 
topology T in X such that sach mop fs іа continous ic valle pruüjcotiue Борону 
with respect to (X... Th [ыт € A), It is generated by the family {pp fx; pu € 
Гь, € А} of iom norma, A linear rap T frou any locally convex space Y bo 
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A ів Tarakimu if and only if sre E A, fa oT is Tontimous. А subse Ë of 
X їз bounded if and only if vn £ A, £,(H] is bounded in X. 
Erariple 1 Let X be a linear subspace of locally convex space (Y, T), f: 
X — Y be the nalural imbetiing. 'Phen tbe projective topology in X with 
respect te (Y. , f ia the induced tapology nf T in subspace X, denoted by T],. 
wamani 2. Pol Y = Т], X. be product space, fa te the coordinate 
Projection of X onto Aa, Then the projective topology in X with respect to 
CX. Fare E AJ is their product fopotogy, der bv Thea ы 
; zampe 3, Let {Xn Tain c AV} hc a sequencc of focal crmvox Epaces such 
алк 


A, л Жалел Aa D-o, 


Stppoee that when m > n, Taly,, < Ta snd that 


X BEN 

fo being natural irtedding of X into An- Then bbe projective topology T in X 
with respect ta Y, Ta: Pon E AY) in called the peajeetioe тег bopeluwm al als 
projective sequence uf locally convex spaces. The space A equipped with this 
topology is called the Iopologicu! projective liit ul tan] isma (An, 7.) and demoted 
by X = T ka. (The deBnition can De extended te the cage uf апт directed 
putially ordered subseript set). A near functional f on X i» 7-continumus if 
aud only if 35 Є Хч, such that f exlends to а T -continuous functional et An: 
If. moreover, for any rz > m. Talay = Жы, then the projective limit, is said to be 
SETECE. 


4. Inductive copologies and Inductive limits 


Let X be a linear space, [X,, Tae € A) be a Тату of locally convex spacey. 
Suppe that. 
Suo: XQ— X. ged 


are linear шары satisfying X = apa Ll gal Malt. Lhe strongest locally omivex 
Сорак T in X such that each map 4, iš continucus is called the éiductivc 
TPR will respect le AG, Tagai & АР A linear map T fram X te any 
locally convex space Y is T-contininmis H and only if Ya = А, oga is T. 
Por LIDU. 

Ezaümpie |. Let M be a closed linear siibspace of locally convex spape [FT], 
X = ҮН be the güetient space, g ; Y — X be the quent map. Ther dde 
indnctive topology in. X with respect to (Y. Tag] is the quotient topalagy. 

Brampie 0. Let (X. Taig € Ab be a family of locally ruuvex spaces, 
A = Dea Х be their algebraic direct ниш ( bamely the linear subspace of 
product spare ТЇ. Жү consists of all elements contajmng only finite поп-тегп 
coordinates, qa be the natural inbedding from X, into X. Then the inductive 


Appendix Ë Locally convex spaces and their dual apices Zt] 


topology im X with respect to (X,,, Tu quic € A) is the direct aum. topology, 
denoted by Puea Ta: 
Penmpie 3. Let [X,,T,:m E IV] br в sequence of locally convex spaces 
salisivinrg that 
Ху XC on NA C... 


and T. |+ = Ta whenever m > n. Suppose lhat 
X1 | Ж 


gn is the natural imbedding from Xn into X. Then the inductive topolugy T 
in A with respect to [ X4, Th gain € BV) is called the inductive Hinit topology 
of this inductive sequence of locxlly convex epaces. The apace Д equipped with 
this (apology is called the tepelogiest inductee Du of sequence {Xn Т] aud 
denoied by A = lim X,. (The definition бап also be extended to the cage of 
directed aubacript gets]. IF moreover, for amy m > т, Tmlx, = Ta, theo the 
inductrve limit is said te be 上 Err 

A subest H of X ја bounded in the inductive limit topology i5 and only if 
Ano £ IN eo that B € An, and Bie bounded im Жү. A sequence [x4] converges 
to т E aad only if dro € IN so that {fn} C An, and z, — z in Xx. 

Note that the inductive limit topology needy not be a Наци узву, 
But if the Hrnit m strict, then it is & Hausdorff topology. 


5. Dual apote» and weak topologies 


Let X, Y be two linger apaces. J there lé а bilinear functional іт, u) on X x Y 
satisfying the separation gionis: 


izy = ü туе у = у = 0, 


Bs 
iT y = Ü , Wr £ X = tu = Ü, (B 8] 


len we чак (han А uud I constitute а dung удобен or brieBy, (A, Y? із a aa- 
nay (of liar spaces]. For example, al] linear functionals on a linear spare X 
constituta a linear space A, the algebraic dual apace of X, For any r C X and 
РЕ XxX’, define 

wf 


ағ а bilinear functional, Then (X, X^ is a duality, 

H IA. Т) is a locally convex space, then all 'T-continuous linear Tanu tionals on 
X ecoostitutc n incar Espeso X", the topological duo! apace of [X, 7 Obrivusly, 
XC isa linear subspace of X" and (X, X*] isa duality, ton. 

Lel (X, le a duality. The topology in X geuurated by senii-nontta 


Pelej =l il yer (B.8) 
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ts called the teat борону with respect to the duality and denoted by a[.X, Y ]. 
lt із che Weakest. lacally convex topology srh ele all linear funrtinniaks ыл) = 
ir.W)y Є Y are continuous, By symmetry, we can define rhe weak topology 
TIK, X Yin Y. 


B, Compatibility and Mackey Lapolcgay 


Let (X, YY be a duality. A topology T in X is said со be тетири Ае with 
thia duality if the .itsar space X" of all T-continueua linear functienals an X 
coincides with ¥ [ any element. y in ¥ can be looked as a linear functional {yi on 
E, so F can be locked as a linear subspace of the algebra dual красе X" of ДЇ}. 
Ооо], the weak topulmgy ofA, Y ) is the weakest of cmmpatible ёрын, 

[n arter to introduce stronger tepologiea, we coosider the following Families 
vf serru-norma: 


Pate} = sup | iz.g) |. S € 6. (3.10) 
u= 


where € is some nonempty class of sulects of Y covering the space F. It. follows 
treu codon [Bi} that, H and ашу it ps 15 Bine, that is, S is a of¥ X)- 
buunded sat, pg іа a memi-norm. The kupalogy in X generated by semi-norma 
[E.13) is the topology of uniform convergence on every set 3 in ©, алд is called 
©-lopelegy, In particular, Ш & consists of all finite sels in F, then we obla the 
topology of pointwise convergence, namely tha weak topology oi X, Y. 

In order to obtain the strongest compatible topology, we noie that ра is 
continuous [Ш some Lopology) Ш and only if Ve > D, ZL' АРГО) so that Puit] < 
e Yz C UT, namely, 9 is am equicontinuous sat of functiouals пп X, Any ашура 
topology in X ik а {муйру of uniform convergence ол sone equicontinuous sete 
in Y. By the Alsovlu Bourbaki theorem (for example, of. Taylor & Lay[1], 
p.lB4)., any equicontinuous set is relatively ef, X j-oompact. 1E we take £ as all 
волну convex Z weakly compact subsets of V, then this -lupulugy is called 
Масе topology, denoted by тї X, V. We have the following important theo-m: 

Mackey-Arena "Theorem (ef. Schaeter|1[, p.31). Lec (X, YY be a duality. 
‘Then а locally convex карову T in X is compatible with this duality if and 
щу of 


oi FTI. (B15) 


All compatible topologies have rhe sarre farely of bounded sels and sarna 
family of closed convex sets. According to this thearem, the closures of А mig- 
ver set espesie a liner subspace) with respect te all rmmpacible topologies 
cocido, 

FA get v іш & liuear space np maid bo be absolutely convex if 236nraycv whenever 
аве. Aue I With papa pul £2. 
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het (X, 7] be а locally convex space, In view of the dualty (X, X*5. it is 
nbvicus Lhal ` 


g(X,X*) «T a iX, X]. 
Therefime, апу weakly hounded set, is bounded. 


7. Strong topalagies and reflexivity 


Let (X, T be a locally wove apace, X* be its Lopological dual space, (5 
be the class of all of X", X -bounded sets in X", This Btopology, being the 
lopology of uniform convergence nn every ei X*, X -hoended gels, iz called the 
sireng icpoléyy and denoted by 87А, *). In onder to distinguish Belwprn the 
original space (X, T] and the locally convex space (X, S( X, X" 5 equipped with 
strong topology, we denote the latter by Xs (similarly, we have a.p ete.) If 
[ X, T) coincides with X5, then it is called a barreled ? space. I[ CX, T) coincides 
with Az, then it s called а Mackey apare AT! Fréchet spares are borrelect. А 
barreled spaces are Mackey spaces. Denote by [N z)" the lincar apace consisting of 
all ctrongly continuous linear functonals on X (similarly, we have (X, ү" fx)", 
ctc.j, it follows from Markey-Arens Theorem that, as linear spaces, 


{Xo} = X" {АХ c (Xa). (B.12) 


By symmetry, we hava weak* topology ei X*, A), Mackey topology TLA", X] and 
strong орону ДЕХ *, X1 in X". a specify diferent, tapobouges in X". ve denote 
them by AS XT and Ка (note that X7 3 (X5). respectively. AX ia calles: the 
sheng dual space af X. 

AG strongly continuows functionajs oa X" constitute а lincar space AT = 
EAA)" which is атм] the Бад врасе af A. ln general, we hare AO", If 
X = X"* and T = ДХ. А" that is, (X, T) eoinades with ite strong bidual 
apaen X2* = [alas cher X is called à referive Spruce. 

A lowally хуги apace X in reflexive if and only if X. is harreled and in which 
zB Башы] sets are relatively атаку (ирг. In умша, А Вала space is 
reflexive if and only if ita unit balla sre weakly caHpact. 


8. Dual maps 


Let X,Y be locally convex spaces, X", Y" be their tupologiral dual spaces 
rezpectivelv. Deneve by CX, YY the linear space Cousistiog af all enntiuucus 
саг maps em X ta Y. E Toc Z[X, V), theo for any f E Y^ wr have 
foe X7. The iocar map; ferro Т ав denated br 


ee W. wt 


"Any closed absolutely covox &beorbing sel ie called В barre In a barreled apace, 
all barrels aix ueiglbarhooda af 0. 
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amd is called the dual map of T. In view af dualities (X Ak and IY,Y Y, che 
relation beteren T and Т" is as Fallomrg: 


CrfÓ-ixT 2eX, fey. [R 15) 
It follows that T and T" аке c-continuous, that i5, 
Pelt. Ye). Tt £ ere, X25). (B.14) 


Тһе dual map 7^7 iz ма injection if and only if (T), the range of T, is dense in 
F (or synivalently, weakly dense in Y, since the closes of a litaku ыиы in 
ali compaiiiie topologies Are the same}, 

I .X, V are Mackay spaces, thon coubinajty ia equivalenl tu c-continuitr. Tr 
particular, if X, ате Banach spaces and X is continuously densely іты 
into ^, them the strong dunl space Y7 is algo сагата depsely ambedded inta 
K>. 

Consider a mesquence of Hilbert apaces 


A) D Xa oD Xa 02 Map Dee 


if Ya £ PY. X. je continuously densely imbedded inin X, and X = lim X, Lr 
their topological projective limit, then by duality, 


CC 


where Vn © JW Xo is continuously demeety jinbodded inte Af), aod X" = ln X, 
is their topological inductive limit. 

Since а Ceuntably Hilbertism space X [rf. Chapter L 53] :s reflexive and 
the inductive limit topology is the strongest Rally convex topology such that 
chi imbedding is cintinunous, m its dual space X", the inductive limi topelngr, 
strong topology and Mackey topology are equivalent. 


B. Uniformly convex spaces and Bangch-Saks! theorem 
Let X be а normed šle, IF ve E (0,23, 3 5 > 0 auch thal, Уяр ЖХ. 
ll sot á. 8.15) 


Шеп Д is called a uniformly conmez spruce, 

Srample 1. [Hilbert space) Bv the paraticlogram ilentity, for lie] = 1, lal] = 
1 ал || — | = we have ||z + pi? = £— 7. Letting) =1— (1 elt we 
obtain the uniform convexity for Hilbert APACS, 

rompe 2. [LF space] Let 1 = p < o, Iy Clarkson inequality: 


lif + oe IO — gh < acres dull] i2 = s <. оар, (B.16) 


Паг + ME +407 — ong £ EUe + Isle ( = p < 5 (B.17) 
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(where à is the conjugate exponent of р}, for p > 2, we have 
{7+ abl, = (t — fef2prylr, 


und take d = #7702 | пег); for p < 2, we have 


l3 CF + lls = [1 бегае, 


aud take 4 = [p -- 1]#*28 +e]. Then we obtain the uniform convexity of L^ 
Epacws. 

Every unifornily convex Banach apace is ceflexive. Ай we know. all hounded 
seis in a refiewjve Banech space are relatively weakly cxtipact. However. any 
uniWrinly convex Banach space har the so-called Fanach-Suks Properti 

HBanach-Ssks-Kakutani Theorem IF [z,] is а hoanded aequeuce іл a 
uniformly convex apace X, then il has a subsequence {Tn, } ва that the average 
áaeqnence S, = ERA Th, étrongy converges in X. 

Far details see Diestel[1]. Furthermore, it can be proved that: if A is a closed 
cover subset in а uniformly convex Banach apace X, then Yr ¢ X there exists 
a unique Aeaent Palr) & A such that 


Patt} 一 了 | = i ~ zll- 
абе) — | = int lly = т] 


Comments 


Chapter I 


81, The main contents od Sections 11-14 ape taken Erona Kato[l], Chapter 
3 and 6. For Section 1.5 we refer to Kum1|. 

52, The definition. of tensor product for Hilbert. spaces i taken Eom Heel 
*"imon|lr. The aodion of Fuck space was initiazed hy Fock[1]. A mathematically 
Tigras theory for second quaatization first appeared in Сон], inre detailed 
diacussion can be found in Seual|2] and Simoni1]. 

82. The notion of countably wormed space was introduced by tiel fand, see 
Gel Pand-Shi'ov[1]. The nuclear Space wat refined b Grothandisck[1] in finding 
a general clase of locally convex spaces ^n which tha Sehwarta kernela theorem 
holde. For its general theory aee Schanter 1] Treves 1] and Tals), for a ayetematic 
account of theory of countably Hilbertian nuclear epas see GaU Tand- Vilenkin][1]. 
The projective teaser product of general locally covey spaces is the x-tensor 
produc dafned Ey Troves[l]. There ів another kind of tensor product; tensor 
Product However, in cage of uuclenr spaces, these pwu kits of teneor рге иг 
coincide, In case of Hilbert apares, bhey are different from (hat defined in EZ. 

$4. The conteute of Section 4.1 are taken Iram Ки and Skarahod[2]. Ser- 
tions 4.2—4 3 are based! on Kun[1], the simple prowl of Fernique theorem is taken 
From Lia Prato Zubesyk[1]. For gaweralized forma of Minlos theorem and Gross 


скута) see Yamp]. 


Chapter II 


The fundamental! werk on stochastic calen]us cf variation is Malliavin[1]. 
Since they many &uthars have devulod to ita rigorous mathematical Ehesipy. 
Алаа them, Straock[1,2] ane Kusuoka-5troock [1,3] systematically developed a 
Clery of infinite dimensional symmetri: difusion sen-mgrnups by a more direct 
method of Girsgnav (transformation Biamnt[]] obtained the integration by parts 
formula on Wiener spaces: ската [ |. 5. Watanale[1]. Ikeds-Witansbe[li, 
Neyer] 2] and others developed a method of Sinbolev spaces fur Winner functii- 
als and established a шыбе theory (or infinite dimensional Sobolev apsces. Fur 
aystematic secounta of the theary вее Б. Watanabe[1]， Ikeda- Watanabe[5], Nor- 
ris[1], овер], Huanzí4|. Malliiavin|5), VUstinet[4] of Nualazt[1]. 
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sl. The notion of abstract Wiener gpace was inttoduced by Groll]. Since 
[в differential structure ая entirely deterzzined by the Carneron-Martin subspare 
н. kòf 4] has devoted to establish a stochastic cadens of variation wich ів only 
based oa л aod independent of any other additional structures. This study goes 
hack to the framework of Gaussian probability space due to Segal'l|. In Malli- 
uvin[5|, Nualart; 1] and te present book, the basic theary of stochastic calculus 
of variation were developed under this general framework. 

The notions of irreducible Gaussian probability врие, numerical model ani 
inttinei: properties are taken from Malliavin[5]. The chaos decomposition for 
square Integrable functionals was first obtained by Wiewer!2], Main resulca of 
this paragraph belong vo öll, some parte of pants are taken. from bowsalast[1]. 

fi, Tha bypercontractivity of Ornstein-Uhubeck semigroups was first 
prmed by Meleon[l| Here we adopt a simple proof duc tc Neven!]], Camer- 
Магаш [1] first discovered the quasi-invariance of Wiener measure [Theorem 2.5). 
Tis preventation and proof fur genera] cese of Gaussian probability spaces are 
from MailiavialS]. A systematic experitian of theory of Sotelev spaces Jor Wiener 
functioual: can be found in 5. Watanabe 人 | and Sugita[1,2]. 

83. The r7-mulirplier theorem [Theorem 9.8) was obtained by Меуес[2}. The 
sible prout i& Laken fom Shigekawaldi. lis ihe special сава of p=2, Meyer's 
inequalit;es (Theorem 3.15) were discovered by M. Krée- P. Krée[1]. [n general 
cae they were proved by Mever[2] ming Littlewood Fayley inequalities. The 
aunplest proof based on boundedness in г" of Hilbert transformation ia dwe {гл 
Figker:1|. Generalized fimetionals were introduced by 5. Watanabel]|, A synthesis 
for formulas іп Malliavin calculus can be found in Nualart-Zskai 4]. Proposition 
3.23 is taken [rom Supatall]. 

$4. The main resulte about existance and amoctimess of densities of Wiener 
functionala were fret obtained by Malliarin|1] шашу an integration by parts for- 
mula. His method has been developed by Stroock[1]. Hisnvat[1] ап" Shigekaws[1]. 
Bouleau-Uirech(! 2] weakened conditions for existence of density by wing Dirich- 
let formes [Themren 4,7], 8. Watanabe[1] defined the composition of distributions 
wilh Wiener functionals and obtained an important result about smoothness of 
the density (Them 4.5). Example of Donsker + function is taken Irm Tota 
Watanabe[8|, Another approach based on white moise analysia pee Mui] or 
Examples 2.24 and 2.25 in Chapter Гу. Example about density of maximum of 
а міце process ia fran BWualart-Vives[1]. Sore probabilistic proof of re- 
Alta winch have net been proved ro far by analytic metied can be found in 
Kusuoka-Stroeck [4]. 


Chapter III 


81. The anticipating stochastic integral with respect to Urownien motion was 
introduced by Skorohed|t]. Gaveau-Trauber[1} proved that Skorchod integration 
la equivalent ta the divergence operator 5. Proafg based nn the chaos decompo- 


288 Comments 
siliom im this paragraph arc due цу Buslart-Tardoux[1], Nualart-Zakai[1,2} and 
Yan|l;. Theorem 1.7 was fir-t obtained hy Clark[1] (sea ples Eansamatin 1) un- 
der the assumption thet # is Fréchet differentiable. Ocone[1] extended it te the 
tage uf Sea? and K'argtzBe-Cleeng-Li[1] te the eae of regn. Here „г simples: 
proof ін taken from Yan | fase also Nuejdari-Zakai[?|5. A unified troatment [ar 
Clark's formula see Wu[3], The detailed proof of Theorem 15 can be found in 
Ikeda-Walanabe[|] or Stroocs[3|, kere we give а simple proof vajag Picard jtera- 
tien aud Lemma 1.4. The probabilistic proof of Hormailer'z thenrem waa rst 
given xy Malliyvin[1] (sex: Ikeda-Watangbe[l] ur ITuang,2]i. here the much sirm- 
bler proof is due to. Norris 1]. where the key Lemma 1.11 is from Strenckp3] Bar 
а ilfferent proof see Bisrrat[1]. Some improvement ef Hormaraler 's conditaurs 
сац be Коши] in Eusunka-Stronck [3]. 

$3. Most part. of this pariteraph are taken from Malen 5] and Sugita[3]. 
but some wiprovements have been made in the proofs, Malliavinj2| introduced 
the nobious of (k.ay-papanities and alim seta and umiated the research field of 
russi-sure analysis. The question about invariance of capacities was put forward 
Gy Dé aml solved Һу Albeveria, Fukushima et а]. [1]. Hero the proof o£ Theaeem 
2.15 is taken [rom Malliavin;5]. Sugita[f] proved that Meyer- Wabanabe’a posi 
tive generalisod Punetiuunls are rrmasures i the framework of abetract Wiener 
spares- Similar resulta in the framework of white порве Epis were obtained by 
Konrdrakiev-5amayienkofl} aud Yokoi[t] (see alaa Chapter IV, "Theorem 4.9). For 
3 discusion of their relation see Huang|5]. Аз for the qussi-sare sample prop- 
erties of slochastic processes we refer to Fuknshima[1]|, Takedajij, оды, 
Deuisi1l, Ran[1.2,5| and references cited in Вен], 

НЗ. The materia) concernimg approximation of Skerolul in4egral аз well as 


Stratonovich integra! by Riemannian guts is mainly taken from Nualart- Pardeux| 1]. 


There have been many other Approaches to anticipating stochastic integration 
and Iti formala, for example, see IHitauda[1], Sevljakav[1]. Dg&wa[1], Sektguchi- 
5hieta[1], Коше} J, Aach-Potthott[ I] wud Ustunel[2]. 

Ihe material concerning anticipating CGirssnm transformation And stochas- 
fic «lillerential sy ualiens iE takes foo Kusuoka[l| аңа Buckdahu[3]|. For re- 
lated results see Rainer|1], Buckdahn[1], Enchev[!], Enchesv-Stroock[1|, Lstanel- 
maka [2.5] aud Y. M. Zhangli|. For other types of eguakions and approaches 
we refer co Cenne-Pariliux|1], Buckdahn-Nualart|1] and references cited in Far- 
doux [t. 

Mdadlavin calculus has & wide range of applications, For example, for a prob- 
abiistio proof of Ativab-Singer's index tivazem see Biscout|5[ or Watarahe[3], 
for applications to filtering prablema see Bisznut-Michel[1], for resulta concerning 
BSerripabotie praperties of deat kernels see Watanabel2] and Tkeds[1], Ear investi- 
кайп cf stochastic oscillatory integrals see CGaveau-Moulioier[1], for research on 
the relation between independence and orbogonality of gradients of random var 
abea on Winner spaces вее Üstunel-Zakai[1,2]. Moreceer, For stochastic calculus 
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of variation involving processes with jumpe sea Dismet[3]. Biehbteler-Ciravereaux- 
Јаше me Wu[1,2]. Por older агарна асот and Marlier developments of thela 
we refer to Malliavin[d] and referenced therein, 


Chapter IV 


$1. The eimexick| reference: af Wierer.Ité-Segal isomorphism are Wiener: 2], 
Ité&1] and Segal[2] T'he notion of Widk tensor product 2°; oripitualed from 
the Wick ordering in quantum physics which was initiated by Мск]. it secs 
not appropriate te call Wick tensor products as Wick orderings as appeared in 
тошо reforences, ‘The classical framework for white noise analygia constructed via 
oond cuantization is due to KubesTakenaka[1]. Pleyer- Yaniz] and. Kaondratirv- 
Teukert- Potthotf-Strert-Westerkamp|1] further developed this construction Lo a 
general GePinnd boplet. To establish a general Framework far white noise anal 
Wald via an extended qeond quantization waa first pad forward by Kondratiev- 
Streit[1] Te can be applied to non-Gamaian analysis [see Kondraticy-Strei- 
Westerkamp-Yan[1]]. Recently, several new frameworks for white noise апајуғіз 
appeared to Gt the need of different applications of theoretical interests ffor ex- 
ample, see Meyer-Yan|3], PotthoiTimpel 1], Huang-Song(]], Iuskelcr-Yan!2)}. 

$2, Im the classical Pragrework of white poise &nalvels, characlerizations of 
spaces of distributions and ite tou important consequences Were given by Patthaff- 
Streit [1], those of testing functional spaces wero obtained by Kuc-Fottleff-Streit[1]. 
A mfinrment of above results can be found in Yanl7]. T. Б. Zhang[1] obtained 
another kind of characterizationa for Funetnnal spaces. Hegults im the ftare- 
work of general Gel'fand triplet were given in Kondratiev-Leykert-Potthod ct 
aL 1]. Helarive results in Soctiong 2.1 and 2.3 under gencral framework are dus to 
Kandratiev-Streit [T , those in Section 2.2 an: duc to Kondratiev-Lenkert-St cei [1]. 
Example 2.23 is taken [rom Kubo-Tskenaka[1]. The Dousker i- functional in Ex- 
ample 2.24 waa investegated by Коон]. Example 2.26 is taken from Kondratiev- 
Streit[1]. The local time of self-intersection of папі бітеме] Brownian mo- 
Lion was first investigated by mcans of white noise analysis bv H. VYYasenabe|[1]. 
here Example 2,27 is taken from He-Yang-Yso-Wang[1. 

83. The product formula (3.10) for functionals is classical ( аве the comment 
in Meyes[3|). Lemma 3.1 and Theorem 3.2 are extersians of relative resulte in 
Роны тац] in the tase of seo. The notion of Wick product of functionals 
goes back to that of "s-produrt" in quantum field theory introduced by Wick|1! 
(we Simem(7]] In 1865, Hida-Tkeda[1] introduced the Wick product in prh. 
ability theory- Meyer-Yan[1] defined the Wick product of distributions under 
the framework af white poise алајы by means of z-;ransiorm. Рог widempread 
applications of Wick product ix stochastic analysis soe Holden et al.[1]. Whice 
појас approach to Feynman integrals was шаа te Наа: Street 1] and devel- 
aped by Mayer-Yan|[1]. Hu-Meyer[1] and De Faria-Patthuff-Stre:1!1]. Jo Section 
3.3, under the framework of Мерес- Манг l|, we introduce some results obtainedt 
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by Khhandekar-Streit(1]. 

83. The mument charseterizalions of distribution Spares were fret given by 
Kmdzaticy-Streit[1], here we have simplified the proof by means of the renormal- 
шаап operator of Yan l|. In elazaies) framework of white naiac ursaly st, measure 
Tepreseilation of positive distributions was given ly Yokoi]], corresponding se 
sull ander general setting (‘Theorem 4,9) veas ubtained by Kurdrakisv-Strait[t]. 


(Chapter V 


RL. systematic ^ccount of anale ical calculus far dietributions can be fout 
ш Potthoif- Үау. Far further devalopmenta ase Eun-Potthof-Ysn [1| aud Yan|10]. 
Extensions of their results. under general framework constitute voptenta of thus 
paragraph. 

82. The motion of ayiti. ols of operators in Fock враца originas. from Bazezin[3| 
aml Kree-Haezka[1]. In the framework of white naise analysis, Dbataj3] obtained 
a characterization for avnibuls of generalised operators which is a natural erten- 
sium of tha characterization for distributions given by PottholSteeit) 1]. Huw- 
eer, his proof involves estimation of integral kernel Dperalors and is rot fit in 
the general framewnrk, A statement of this result under general [rameworkz waa 
presented in Obata[5], here the simple proof is taken from Luce Yanl1|. Tha chaos 
decomposition for operators wee ipitisted by Bereziu[2]. Under the [ramework 
of While noize analysis, Huang[B] знајте & chaos docampocition for Foneral- 
ized operadars. The notimi of Wick product of generalizec operators originated 
from that of Wiek ordering for products of crantion and annihilation operators 
in quantum field theory. Ма mathematical definition was given by Huang-Lun[1]. 
Hasta in section 2-2 are takeun from Luc-Yan[1]. 

54. The notion of integral kernel operator also came from Berrain|2]. Under 
the framework of white noise amslysis, Kubo-Takenaka]|l] represented autre kind 
of operators via Hida'a differential operator and ite dual operator. A ayslematic 
` investigation of integral kere] operates can be found in Hida-CYbata-Saital 1]. 
The integral kernel representations for generalized operators {Theorem 3.11 aad 
formula (3.395) are «luc to Huaug!b| and Ubata|3| whore if ig called Fock exaan- 
sins, Mere the proof E simplified by means of chaos deceimposition of operarars, 
Wain reference af this paragraph аз Ubata[4]. 

84. Applications of white unise analysis tu Un ny probability ware first 
put forward by Huang) I], where the notion of quantum white ooie measures was 
introduced. The contents of Sectiona 4.1 and 4.2 are taken from Huang: Luo|1j 
and Luc[1|, that af Section 4.3 are from Hida- &uc-Potthaff-Streit|1]. Far further 
apalications W whio noise analysis to infinite dimensional Dirichlet forma see 
Albeverie-Hida et al.[1.2], Iids-Pottholl-Streit[1] and Hazafniananrenal!| For 
applications of theory of gemaralised| operators to infinite dimensional harmonic 
analysis ancl quantum prehabihty see Obata! 56,3] 
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